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In dieser Schrift habe ich versneht, die geometrischen Eigenschaften 
der Krystalle in zusammenhängender Weise darznlegen and aiif dieser 
Grundlage fnssend allgemein gUltige Methoden zur Construction und 
Berechnung der Krystalle zu entwickeln. 

Der bedeutendste Fortschritt, den die geometiische Krystallogra])hie 
seit ihrer Begründung durch Hauy und Weiss gemacht hat, besteht in 
der Erkenntuiss , dass aus der fundamentalen Eigenschaft der Krystall- 
polyeder, welche durch die gleichbedeutenden Gesetze der Zonen , der 
rationalen Indices und der rationalen Doppelverhältnisse ausgesprochen 
wird, alle ttbrigen Eigenschaften derselben, insbesondere ihre mög- 
lichen Symmetrieverhältnisse auf rein geometrischem Wege abgeleitet 
werden können. Obwohl die Methoden zur Berechnung, Construction 
und Beschreibung der Kry stallgestalten sich noth wendig auf diese 
Einsicht stützen müssen, ist die gegenseitige Abhängigkeit zwischen 
den Eigenschaften der Krystallpolyöder einer eingehenden Erörterung 
noch nicht unterworfen worden. Die vorhandenen Forschungen von 
Gauss ^ Mobiles, Bravais, Sohncke^ Gadolin, Smith u. A. finden sich 
in einzelnen Abhandlungen zerstreut. Ihre Ergebnisse, denen der 
Weg in die Lehrbücher der Krystallographie und Mineralogie noch 
nicht eröffnet worden ist, entbehren einer einheitlichen und annähernd 
erschöpfenden Darlegung. Nur das treffliche Werk von V, von Lang 
giebt wenigstens über einen Abschnitt dieses Gebietes : den Zusammen- 
hang des Gesetzes der rationalen Indices mit den möglichen Richtungen 



VIII Vorwort. 

von Symmetrieebeneii in Krystallpolygdem vollständig Auskunft. Des- 
halb möchte es nicht Überflüssig erscheinen, wenn in der vorliegenden 
Schrift eine zusammenfassende Darstellung der geometrischen Krystallo- 
graphie versucht wird. 

Einige der Untersuchungen, welche die vorliegende Arbeit er- 
forderte, habe ich bereits in der »Zeitschrift für Krystallographie und 
Mineralogie, herausgegeben von P. Groth, Leipzig, Verlag von JVilh. 
Engelmann. Band I — IV, 1877 — 1880«, niedergelegt. Sie erscheinen 
hier in neuer Bearbeitung und weiterer Ausführung. 

Indem ich diese Schrift der Oeffentlichkeit Übergebe, mit dem 
Wunsche, dass sie der Krystallographie neue Freunde und Förderer 
gewinnen möge, ist es mir ein BedUrfniss, Herrft Professor Groth fttr 
die freundliche Erlaubniss zur Benutzung einer Reihe von Figuren aus 
seiner »Physikalischen Kiystallographie , I^eipzig, Verlag von Wüh. 
Engelmann y 1876«, sowie der verehrlichen Verlagsbuchhandlung für 
die sorgfältige Ausstattung dieses Buches meinen wärmsten Dank 
auszusprechen. 

Breslau, den 17. August 1881. 

Th. Liebisoh. 
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Erstes Kapitel. 

§ 1. Definition eines Krystalles. Zweck der geometrischen Krystallo- 
graphie. § 2. Krystallpolyeder sind einfache conyexe Polyeder. § 3. Ge- 
setz der Constanten Flächen- and Kantenwinkel. § 4. Gesetz der Zonen. 



Ein Krystall besitzt erfahrungsgemäss in seiner ganzen Ausdehnung 
die Eigenschaft, dass in dem physikalischen Verhalten nach einer bestimm- 
ten Richtung nicht die geringste qualitative oder quantitative Verschieden- 
heit beobachtet wird, von welchem Punkt im Inneren des Krystalles man 
dabei auch ausgehen mag. Es ist also kein Punkt eines Krystalles vor den 
übrigen Punkten desselben physikalisch ausgezeichnet; um jeden Punkt 
herum ist das physikalische Verhalten nach unter einander parallelen und 
gleich gerichteten Geraden dasselbe. Demnach ist ein Krystall ein homo- 
gener fester Körper. 

Bekanntlich giebt es ausser den Krystallen noch andere, sogenannte 
amorphe, homogene feste Körper. Das physikalische Verhalten eines homo- 
genen amorphen Körpers ist nicht nur in allen, durch verschiedene Punkte 
seines Inneren gelegten Geraden von derselben Richtung, sondern gleich- 
zeitig auch in allen, durch einen und denselben Punkt seines Inneren ge- 
legten Geraden von verschiedenen Richtungen dasselbe. Einem solchen 
Körper eignet absolute Gleichartigkeit in seiner ganzen Ausdehnung ; er ist 
in physikalischer Beziehung isotrop. 

Untersucht man dagegen das physikalische Verhalten eines Krystalles 
in allen verschiedenen, von^rgend einem Punkte seines Inneren ausgehen- 
den Richtungen, so findet man dasselbe im Allgemeinen abhängig von 
der Richtung. Ein Krystall besitzt also unter der Einwirkung phy- 
sischer Agentien im Allgemeinen nur in parallelen Richtungen dieselben 
Eigenschaften ; in verschiedenen Richtungen zeigt er qualitative und quan- 
titative Unterschiede. Demnach gehört er in physikalischer Beziehung zu 
den anisotropen Körpern. 

Nach allen verschiedenen Richtungen in ihren physikalischen Eigen- 
schaften verschieden sind nur die unsymmetrischenKrystalle. Bei den übrigen 
Krystallen zeigen einige unter allen von einem Punkte ausgehenden Richtun- 
gen übereinstimmendes physikalisches Verhalten. Solche Krystalle besitzen 

Liabisch, Qeometr. KrysUllogr . 4 
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Symmetriecharaktere, deren höherer oder niedrigerer Grad zur Eintheilung 
der Krystalle in Gruppen benutzt wird. Die Symmetrie des physikalischen 
Verhaltens erreicht aber nur in einer, der regulären Abtheilung, und auch 
hier nur für gewisse physikalische Eigenschaften, z. B. die optischen, den 
höchsten Grad, die Gleichartigkeit nach allen Richtungen; so dass bei 
weitem die Mehrzahl der Krystalle in Beziehung auf jede ihrer physikali- 
schen Eigenschaften anisotrop ist. 

Aus dieser Betrachtung ergeben sich die Bestimmungen, welche zur 
Kennzeichnung der Krystalle und zur Unterscheidung derselben von den 
homogenen amorphen festen Körpern nothwendig und ausreichend sind : 

Ein Krystall ist jeder homogene feste Körper, dessen physikalische Eigen- 
schaften in den, durch einen und denselben Punkt seines Inneren gelegten Ge- 
raden von verschiedenen Richtungen im Allgemeinen verschieden sind. 

Die Krystalle treten unter günstigen, übrigens mannigfach variirenden 
und zum Theil noch nicht hinreichend bekannten Umständen in poly6- 
drischen äusseren Formen auf, deren Begrenzungsebenen von geo- 
metrischen Gesetzen beherrscht werden. Die Form eines vollkommen aus- 
gebildeten Kr^'stalles, das augenfälligste Kennzeichen desselben, steht in 
untrennbarer Beziehung zu seinem physikalischen Verhalten, denn sie ist 
wie dieses letztere durch die Natur der Substanz und deren Krystallisation 
bedingt. 

Die Krystallform zeichnet sich vor den übrigen physikalischen Eigen- 
schaften eines Krystalles dadurch aus, dass sie sich leicht und mit grosser 
Genauigkeit bestimmen lässt. Sie hat sich deshalb der Erforschung der 
Krystalle zuerst dargeboten. Die Darstellung der Gesetze, denen sie unter- 
worfen ist, und die Ermittlung der Grössen, w^elche zu ihrer vollständigen 
Beschreibung erforderlich und hinreichend sind, bilden den Gegenstand 
der geometrischen Krystallographie. 

§2. 

Die Begrenzungsebenen eines vollständig ausgebildeten Krystalles 
bilden erfahrungsgemäss ein einfaches, im gewöhnlichen Sinne 
convexes Polyeder. Um den Begriff eines solchen Polyeders zu er- 
läutern, müssen wir zuvörderst auf die Betrachtung der einfachen, im ge- 
wöhnlichen Sinne convexen Polygone näher eingehen*). 

Unter einem einfachen Polygon der n-Ordnung versteht man 
/2-Punkte in einer Ebene, welche nicht in einer und derselben Geraden 
liegen, und den Zug der n geradlinigen Strecken, welcher von einem der 
n-Punkte zu einem anderen schreitend jeden einmal durchläuft und sich 
durch die Rückkehr zum Ausgangspunkte schliesst. Ein solches Polygon 
hat n-Eckpunkte und n-Seiten oder Kanten. 



*) Vgl. Chr. Wiener, Ueber Vielecke und Vielflache. Leipzig 1864. und A. F. 
Möbius, Ueber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders. Der. Verhandl. Sachs. 
Ges. d. Wiss. 4 866. Math. phys. Classe. 
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Ein Polygon ist im gewöhnlichen Sinne convex, wenn es 
von einer Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden kann. Unter 
der Bezeichnung Polygon verstehen wir im Folgenden stets einfache, im 
gewöhnlichen Sinne convexe Polygone. 

Jede Kante besitzt in Beziehung auf das Polygon, zu dessen Perimeter 
sie gehört, eine äussere und eine innere Seite. Von einem Punkte im 
Inneren eines Polygons kann man auf die Kanten des Perimetersfdesselben 
Normalen fällen. Als die positive Richtung einer solchen Normale wollen 
wir stets die von dem Inneren des Polygons nach aussen gehende ansehen. 
Zwei Kanten haben dieselbe Richtung und gleichartige, beziehungsweise 
entgegengesetzte Lage in Beziehung auf das Polygon, zu dessen Perimeter 
sie gehören, wenn sie parallel sind, und wenn ausserdem die positiven 
Richtungssinne ihrer Normalen übereinstimmen, resp. einander entgegen- 
gesetzt sind. 

Kantenwinkel ist der an einem Eckpunkte des Polygons von einer 
Kante und der Verlängerung der anstossen- 
den gebildete Winkel, der zur Unterschei- 
dung von seinem im Inneren des Polygons 
gelegenen Supplementwinkel auch als Aus- 
senwinkel bezeichnet wird. Dieser Winkel 
wird beschrieben (s. Fig. 4), wenn eine der 
beiden in dem Eckpunkte des Winkels zu- 
sammenstossenden Kanten aus ihrer ur- 
sprünglichen Lage um den Eckpunkt ge- — ^ 
dreht wird , bis sie , ohne das Innere des 
Polygons zu bestreichen , in die Verlänge- 
rung der anderen Kante fällt. In der Figur 

ist jede der beiden Kanten durch zwei verschieden starke Linien darge- 
stellt, von denen die schwächere die Innenseite angiebt. Jeder an einem 
Eckpunkte des Polygons gelegene Kantenwinkel ist <[ 2 i?. 

Um den von zwei, nicht in einem Eckpunkte des Polygons zusammen- 
stossenden Kanten gebiideten Winkel zu erhalten , verlängere man diese 
Kanten bis zu ihrem Schnittpunkt. Der Winkel, welcher von einer der 
beiden Kanten beschrieben wird, wenn sie aus ihrer ursprünglichen Lage 
um den Schnittpunkt gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Poly- 
gons zu bestreichen, in die Verlängerung der anderen Kante fällt, ist der von 
den beiden Kanten gebildete Winkel. 

Jeder Kantenwinkel ist gleich dem von den Normalen 
der beicfen Kanten gebildeten Winkel (s. Fig. 4) und gleich dem 
Nebenwinkel des an demselben Eckpunkte, resp. Schnittpunkte liegenden 
Innenwinkels. Die Summe der Kantenwinkel eines Polygons beträgt 4 A, 
die Summe seiner Innenwinkel n,^B — 4/{. Zwei Kanten von derselben 
Richtung und gleichartiger, resp. entgegengesetzter Lage schliessen den 
Kantenwinkel 0^, resp. 480® ein; denselben Winkel bilden die Normalen 
der beiden Kanten. 
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Fig. i. 
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Ein einfaches Polyeder der n-Ordnung ist die Gesammtheit 
von n einfachen ebenen Polygonen, von denen jedes jede seiner Kanten mit 
einer Kante eines anderen Polygons gemein hat. Aus dieser Definition 
folgt, dass die Gesammtheit der Polygone eine von allen Seiten geschlossene 
Oberfläche bildet. 

Ein Polyäder ist im gewöhnlichen Sinne convcx, wenn es von einer 
Geraden im Allgemeinen und höchstens in zwei Punkten geschnitten wird. 
Im Folgenden sollen unter der Bezeichnung Polyeder nur einfache convexe 
Polyöder verstanden werden. 

Bei einem Polyöder unterscheidet man Aussen- und Innenseiten der 
ebenen Flächen, welche seine Oberfläche bilden. Als positive Richtung 
der Normale einer Fläche wird die von dem Inneren des Polygons nach 
Aussen gehende festgesetzt. 

Dem Perimeter des Polygons, welches in einer Polyöderfläche liegt, 
wird ein bestimmter Sinn, in dem er durchlaufen werden soll, zugeschrie- 
ben. Der Betrachter denkt sich auf der Aussenseite der Fläche stehend, 
derart, dass die positive Richtung der Flächennormale für ihn nach Oben 
gerichtet ist. Unter dieser Voraussetzung soll der Perimeter von dem Be- 
trachter, welcher sich nur auf den Kanten desselben bewegen kann, so 
durchlaufen werden, dass die Innenseite jeder Kante zu seiner Linken 

bleibt. Denkt man sich eine 
Uhr in die Ebene des Poly- 
gons mit dem Zifferblatt nach 
Aussen gelegt, so ist der 
Perimeter in einem dem 
Drehungssinne des Uhrzei- 
gers entgegengesetzten Sinne 
zu durchschreiten. Durch 
diese Festsetzungen sind die 
I^»8' *• Kantenrichtungssinne der das 

Polyöder begrenzenden Poly- 
gone unzweideutig bestimmt. Fig. 2 veranschaulicht den einfachsten Fall 
eines Dreieckes. 

Jede Kante des Kantennetzes eines Polyöders ist Kante zweier und nur 
zweier an einander grenzender Polygone. Wenn für die Perimeter zweier 
Polygone, welche eine Kante gemein haben, die Umlaufssinne festgesetzt 
sind, so ist offenbar, dass die gemeinschaftliche Kante in dem einen oder 
dem entgegengesetzten Richtungssinne durchlaufen wird, je nachdem man 
sie als dem Perimeter des einen oder des anderen Polygons angehörig be- 
trachtet. Demnach gilt für unsere Polyöder folgender von A. F. Möbius 
unter dem Namen ^Princip der entgegengesetzten Kanten« aufgestellter 
Satz : 

Den Perimetern der ein Polyeder umgrenzenden Polygone können solche 
Umlaufssinne beigelegt werden, doss für jede Kante des Polyeders die zwei 
Richtungen^ welche ihr als der gemeinschaftlichen Kante zweier Polygone in 
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Folge der Umlaufssinne dei* Perimeter dieser Polygone zukommen^ einander 
entgegengesetzt sind. 

Der Ausdruck für den Perimeter eines Polygons giebt zugleich eine 
Bezeichnung für die Fläche desselben, wie aus folgendem einfachsten Bei- 
spiele erhellt. i4, B, C, D seien die Ecken 
eines Tetraeders (s. Fig. 3). Dann erhalten 
die Perimeter der Flächen desselben die Aus- 
drücke : 

ABC, CBD, ACD, BAD. 

Die Definition eines FlUchenwinkeis 
ist analog der eines Kantenwinkels. Man ver- 
steht unter einem Flächenwinkel den an einer 
Kante des Polyeders von einer Fläche und der 
Verlängerung der anstossenden gebildeten 
Winkel, den man wieder zur Unterscheidung 
von seinem im Inneren des Polyeders gelege- ^^' '* 

nen Supplementwinkel als Aussenwinkel be- 
zeichnet. Dieser Winkel wird beschrieben, wenn eine der beiden in seiner 
Kante zusammenstossenden Flächen aus ihrer ursprünglichen Lage um die 
Kante gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu be- 
streichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt. Jeder an einer 
Kante gelegene Flächenwinkel des Polyeders ist <^2Ä. 

Um den von zwei, nicht in einer Kante des Polyeders zusammenstossen- 
den Flächen gebildeten Winkel zu erhalten, verlängere man diese Flächen 
bis zu ihrer Durchschnittslinie. Der Winkel, welcher von einer der beiden 
Flächen beschrieben wird, wenn sie aus ihrer ursprünglichen Lage um die 
Schnittlinie gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu 
bestreichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt, ist der von den 
beiden Flächen gebildete Winkel. 

Jeder Flächenwinkel ist gleich dem von denNormalen 
der beiden Flächen eingeschlossenen Winkel und auch gleich 
dem Nebenwinkel des an derselben Kante, resp. Schnittlinie liegenden 
Innenwinkels. Zwei Flächen haben dieselbe Richtung und gleichartige, 
resp. entgegengesetzte Lage in Beziehung auf das Polyeder, zu dessen 
Oberfläche sie gehören, wenn sie einander parallel sind und die positiven 
Richtungssinne ihrer Normalen übereinstimmen, resp. einander entgegen- 
gesetzt sind; zwei derartige Flächen bilden einen Winkel von 0^, resp. 180^. 

Wie (lie beiden Richtungssinne einer, in einer Polyederfläche ent- 
haltenen Kantenrichtung mit Hülfe des Umlaufssinnes, der dem Perimeter 
der Fläche zukommt, unterschieden werden, so kann man auch die Rich- 
tungssinne jeder anderen Kante auf die Fläche beziehen. Denn die Richtung 
einer solchen Kante ist entweder die von der Innen- nach der Aussenseite 
der Fläche oder die entgegengesetzte; die erstere soll die positive Richtung 
der Kante genannt werden. Versteht man unter dem Einfalls winkel 
der Kante in Beziehung auf die Fläche den Winkel, den die 
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positive Richtung der Kante mit der positiven Richtung der Normale der 
Fluche einschliesst, so kann man sagen : diejenige Richtung einer Kante ist 
in Beziehung auf eine Fläche, in der sie nicht enthalten ist, die positive, 
deren Einfallswinkel <[ R ist. Es ist ofifenbar, dass in Beziehung auf die 
Gegenflache die entgegengesetzte Richtung der Kante die positive ist (siehe 
Fig. 41. 

Wenn ein Polyeder /'Flächen, e Ecken und A: Kanten besitzt, so ist 

nach dem Euler'schen Satze /*+ e = A* -f- 2, d. h. 
die Summe der Flächen und Ecken eines Polyeders 
Ubertrifift die Zahl der Kanten desselben um zwei"^). 
_^___ Die Zahl der Kantenwinkel w eines Polyeders ist 

doppelt so gross als die Zahl der Kanten desselben : 
^^^ w = 2k. 

Unter den Flächen und Ecken eines Polvöders 
können Polygone von ungerader Eckenzahl und Ecken 
Fig. 4. von ungerader Kantenzahl nur in gerader Anzahl vor- 

kommen. 
Zur Beschreibung eines Polyeders ist die Angabe der Zahl und Art 
seiner Flächen und Ecken nothwendig. \yir bezeichnen im Folgenden: 

Flächen mit kleinen lateinischen Buchstaben h, k, /, . . . 

Kanten - - griechischen - i^, x, A, . . . 

Ecken - grossen lateinischen - A, B, C, , . . 

Die Durchschnittslinie zweier Flächen h und k mit [hk] 

Die Verbindungsebene zweier Kanten r] und x mit {»jx) 

Den Winkel zweier Flächen, resp. Kanten mit [hk), resp. (ijx). 

In vielen krystallographischcn Schriften wird, wie in den Elementen der Geome- 
trie, der »innere« Winkel zweier Flächen eines Polyöders als Fl&chenwinkel bezeichnet. 
Treffend bemerkt hierzu W. H. Miller: Euclid's Definition eines Flächenwinkels 
nimmt keine Rücksicht auf den Unterschied in der Beschaffenheit der Substanz auf ent- 
gegengesetzten Seiten der beiden FIftchcn, welche den Winkel einschliessen. Daher be- 
darf jene Definition den krystallographischen Anforderungen gemäss einer Abänderung. 
Aus der Euclidischen Bestimmungsweise eines von zwei Kr^stallllächen eingeschlosse- 
nen Winkels muss man den widersinnigen Schluss ziehen, dass zwei ebene Spiegel, 
deren Rückseiten einander zugewendet, deren Ebenen also normal zu derselben Linie 
sind, mit einander 0^ einschliessen und dass jeder dieser Spiegel mit sich selbst einen 
Winkel von 4 80O bildet. Und doch ist die gegenseitige Lage dieser beiden Spiegel die 
ungleichartigste, da sie ihre spiegelnden Seiten nach entgegengesetzten Richtungen einer 
und derselben Geraden hin wenden. Es ist kaum möglich, dass diese Bestimmungs- 
weise angenommen worden wäre, wenn die Erfindung des Reflexionsgoniometers den 
krystallographischcn Untersuchungen von RomädeTlsle vorausgegangen wäre. (On 
the measure of the dihedral angles of crystals. Phil. Mag. London 4 860.) 

Die »äusseren« Flächen winket sind, wie wir gesehen haben, gleich den Normalen- 
winkeln. Letztere wurden zuerst von F. E. Neumann der geometrischen Betrachtung 



*) Vgl. über diesen Satz: R. Baltzer, Elemente d. Mathem. 8. Aufl. 1870, II, 243. 
Anmerkung. 
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der Krystalle zu Grunde gelegt. (Beiträge zur Krysfallonomie. Erstes Heft. 4 823. §4 2. 
— Pogg. Ann. 4825, 4, 63 ; 4833, 27, 249. -— Abbandl. Berlin. Akad. 1830, 489.) 

In einigen krystallographischen Schriften, u. A. in den Lehrbüchern von Nau- 
mann und G. Rose, wird unter Kantenwinkel oder Winkel einer Kante der von zwei 
in einer Kante zusammenstossenden Flächen eingeschlossene innere Winkel verstanden. 

§3. 

Krystallpolyäder, welche hinsichtlich der Zahl, Neigung und Anord- 
nung ihrer Flachen übereinstimmen, können von verschiedenen Polygonen 
begrenzt sein ; denn für eine bestimmte Temperatur ist erfahrungsmässig 
nur die relative, nicht die absolute Lage der Flächen eines Rrystalles con- 
stant. Krystallflächen und Krystallkanten sind also nur ihrer Richtung 
nach völlig bestimmt oder mit anderen Worten, nur die Winkel, welche 
sie unter einander einschliessen, sind, so lange keine Aenderung der Tem- 
peratur eintritt, constant. Daher führt dieser Erfahrungssatz den Namen 
Gesetz der constanten Flächenwinkel und Kanlenwinkel. 

Bei der geometrischen Betrachtung der Kr^'staile stellt man sich vor, 
dass gleichwerthige Flächen eines Krystallpolyi^ders von einem festen 
Punkte im Inneren desselben; dem geometrischen Mittelpunkte, 
gleich weit entfernt seien: ein Fall, der in W^irklichkeit nur dann eintritt, 
wenn die Krystallbildung einen völlig ungestörten Verlauf nimmt. Physi- 
kalisch ist dieser Punkt in keiner W-eise vor den übrigen Punkten des 
Krystalles ausgezeichnet. 

Aus dem Gesetz der constanten Flächenwinkel folgt, dass eine von 
irgend zwei Flächen erzeugte Durchschnittslinie eine mögliche Krystall- 
kante ist. Die Gesammtheit der Flächen , welche einer und derselben 
Kantenrichtung parallel laufen, nennt man ein Flächenbüschel oder 
nach Chr. S. Weiss eine Zone von Flächen. Die einer Zone gemein- 
same Kantenrichtung heisst die Axe derselben. Die Gesammtheit der zu 
einer Fläche parallelen Kanten wird ein Kantenbüschel oder ein 
Zonenbüschel*) genannt. • 

Häufig stossen an den natürlichen und den künstlichen Kristallen die 
in einer Zone gelegenen Flächen in parallelen Kanten zusammen, an deren 
Vorhandensein dann die Zone zu erkennen ist. Sind die Flächen spiegelnd, 
so wird bekanntlich ihre Zugehörigkeit zu einer Zone mit Hülfe eines 
Reflexionsgoniometers ermittelt. Diese Methode führt auch dann zum Ziele, 
wenn tautozonale Flächen am Krystall nicht mit einander zum Durchschnitt 
gelangen**). 



*) Nach C. Klein eine Zonenfolge. Jahrb. Min. 1872, 472. 
**) Ueber dieses Mittel, den Parallelismus von Krystallkanten zu bestimmen bemerkte 
A. Lävy 4 823 in seiner Abhandlung : Sur la d^termination des certaines faces secon- 
daires dans les cristaux par un moyen qui exige ni mesure ni calcul : »Lorsque les plans 
du cristal sont suffisamment brillans, le goniomötre ä r^flexion d^cidera facilement $i 
les parallölismes existent ou non, et m^me decouvra ceux, que l'oeil ne soup^onneratt 
pas.« Ann. de Chimie 4822, T. XXI, 267. 
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Das Gesetz der Constanz der Flächenwinkel wurde von N ico laus Steno er- 
kannt. Derselbe betrachtete die Vergrösserung der Krystalle durch Auflagerung neuer 
Substanz von Aussen und fand, dass Ausdehnung und Gestalt der begrenzenden Krystall- 
flächen sich dabei verändern können, während die Grösse der Fiächenwinkel unge* 
ändert bleibt. (De solido intra soUdum natural iter contento. Florentiae, 4669.) Rom^ 
de l'Isle bestätigte das Gesetz durch zahlreiche Messungen mit dem von Carangeot 
construirten Anlegegoniometer (Essai de Gristallographie; 2. 6d. 4 783). Mit Hülfe des 
von Wol las ton erfundenen (Descript. cf a reflective goniometer. Philos. Trans. London 
Roy. Soc. 1809. Gilb. Ann. 81, 262) und seitdem wiederholt verbesserten Reflexions- 
goniometers, welches Messungen von Flächenwinkeln mit einem hohen Grade von Ge- 
nauigkeit gestattet, wurde die allgemeine Gültigkeit des Gesetzes durch viele eingehende 
Untersuchungen strenger erwiesen. 

Im Jahre 1823 entdeckte E. Mit scherlich den Einfluss von Temperaturver- 
änderungen auf die Aenderung der Flächen- und Kantenwinkel der Krystalle. Er fand, 
dass diese Winkel sich stetig mit der Temperatur verändern, derart, dass die Krystall- 
gestalten, mit Ausnahme derjenigen des regulären Systems, bei einer Aenderung der 
Temperatur sich selbst nicht geometrisch ähnlich bleiben. (Ueber die Ausdehnung der 
krystalllsirten Körper durch die Wärme. Abhandl. Berlin. Akademie 4 825, 1887. Pogg. 
Ann. 1824, 1, 125; 1827, 10, 187; 1887, 41, 218, 448.) Obwohl innerhalb der Beobach- 
tungsgrenzen, welche den Krystallmessungen für die gewöhnlichen Zwecke der Krystall- 
beschreibung gesteckt sind, Temperaturveränderungen einen so geringen Einfluss auf die 
Grösse der Winkel ausüben, dass derselbe ganz vernachlässigt werden kann, so sind 
doch die Gesetze über die Ausdehnung der Krystalle durch die Wärme von hoher Be- 
deutung für die Principien der geometrischen Betrachtung der Krystalle. Vgl. F. E. N e u - 
mann, Pogg. Ann. 1888, 27, 249. Ängström, Pogg. Ann. 1852, 86, 206. J. G^ai- 
lich und V. vonLang, Sitzungsber. Wien. Akad. 1859, 88, 873. C. Neumann, 
Fortschr. d. Physik, Berlin 1860, Jahrgang 1858, 14, 268. Pogg. Ann. 1861, 114, 492. 
H. Fizeau, Pogg. Ann. 1864, 128, 515; 1865, 126, 611; 1866, 128, 564; 1867, 182, 
292; 1868, 185, 872; 1869, 188, 26. C. Pape, Pogg. Ann. 1868, 185, 1. L. Fletcher, 
Zeitschr. f. Kryslallogr. 1880, 4, 387. J. Beckenkamp, Zeitschr. f. Krystallogr. 1881, 
5, 436. 

Da zwei Kantenrichtungen eine Ebene bestimmen, so erhebt sich die 
Frage, ob stets die zu irgend zwei solchen Richtungen parallel laufende 
Ebene eine mögliche Krystallfläche sei. In der Thal entdeckte Chr. S. Weiss 
an vielen Krystallen Flachen, welche diese Eigenschaft durch Zonenaxen 
ihrer Lage nach bestimmt zu sein, besitzen. 

So liegt z. B. die Flache iOO des in Fig. 5 abgebildeten Krjstalles in 
den Zonen, welche bestimmt werden durch die Flachenpaare 

MO und ITO 
401 - 101 
iii - iTT 
m - 11T 

Die Fläche 31i in Fig. 6 gehört' gleichzeitig den Zonen der Flachen 

331 und 331 
111 - 100 
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an und ist damit fest gelegt. Die Lage der Fläche s in Fig. 7 wird dadurch 
fixirt, dass sie den Zonen gemein ist, welche von den Flächen 
H01 undlOTO 
10H - UOO 
erzeugt werden. 

indem nun Weiss gewisse flächenreiche Krjslalle mit Rücksicht auf 
den Zonenzusammenhang ihrer Flachen untersuchte, gelangte er zu dem, 






Fig. 6. 

unter dem Namen »Gesetz der Zonen« bekannten Erfahrungssatze, demzu- 
folge die an einer und derselben krystalHsirten Substanz möglichen Kry- 
stallflachen unter einander im Zonenverbande stehen"). Dieses Gesetz und 
die aus ihm gezogenen geometrischen Folgerungen sind durch alle spüleren 
Beobachtungen bestätigt worden. 

Unter den Gesetzen , welche als verschiedene Ausdrucksweisen für 
dieselbe , den Krystallpolyj^dern zum Unterschiede von allen Übrigen 
Polyüdem eignende Gesetzmassigkeit zu betrachten sind, verdient das Ge- 
setz der Zonen in die erste Linie gestellt zu werden, weil es die Krystall- 
polyüder durch diejenigen Beziehungen der gegenseitigen Lüge ihrer Flachen 
imd Kanten definirt, welche am Krystall selbst ohne Benutzung von Winkel- 
messungen und ohne Anwendung eines Maassstabes abzulesen sind. Wir 
werden daher das in Rede stehende Gesetz Eum Ausgangspunkte für unsere 
Untersuchung der geometrischen Eigenschaften der Kryslalle wählen. 

Wir nennen die Gesammtheit der Flachen, welche an den Krystalleo 
einer bestimmten Substanz auftreten kttnnen, den Krystallflachen- 
complex der Substanz. Stehen die möglichen Flachen eines Kryslall- 
flächenconiplexes nach dem Gesetz der Zonen in der Beziehung unter ein- 
ander, dass eine geometrische Ableitung oder Entwicklung derselben aus 



Vgl. F. E. Neutn 
principio i 



inn, Beiträge zur Krystallonomle. Berlin I83i, 3, and^ De 
i'otulionis syslemalum crj'StaUinorum. Diss. ineug. Berolini 
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gewisseq zu Grunde liegenden Flächen möglich ist, derart, dass jede fol- 
gende Fläche durch zwei Zonen der vorangehenden Flächen bestimmt wird, 
so ist offenbar, dass zu dieser Ableitung aus dem Zonenverbande minde- 
stens vier Flächen, von denen keine drei einer und derselben Geraden 
parallel gehen, erforderlich sind. Diese Eigenschaft, derzufolge die mög- 
lichen Flächen eines Kry stallflächencomplexes durch irgend vier unter 
ihnen, von denen nur nicht je drei einem und demselben Büschel ange- 
hören dürfen, geometrisch vollkommen bestimmt sind, ist in geometrischer 
Hinsicht charakteristisch für die krystallisirten Substanzen und in der That 
geeignet Krystallpolyöder von allen übrigen Polyedern zu unterscheiden. 
A. F. Möbius hat ihr und damit dem Gesetz der Zonen folgende glücklich 
gewählte Fassung verliehen*). 

Sind vier Ebenen, welche nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, gegeben, und werden ihnen andere Ebenen in der 
Weise hinzugefügt, dass jede neue Ebene mit zweien von den Durch- 
schnittslinien der bereits vorhandenen Ebenen parallel ist, so nennt 
Möbius jede dieser neuen Ebenen aus den vier ersteren Ebenen geome- 
trisch ableitbar. Mit Benutzung dieser Bezeichnung kann das Gesetz der 
Zonen durch den Satz ausgesprochen w erden : 

Das System der in einem Krystallflächeticomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus Je vier Flüchen desselben, von denen nicht 
je drei einem Büschel angehören, die jedesmal übrigen Flüchen und die Kanten 
geometmsch abgeleitet werden können. 

Hiemach erscheint jede mögliche Kanten richtung als Träger eines 
Büschels von möglichen Flächen und jede mögliche Fläche als Träger eines 
Büschels von möglichen Kantenrichtungen; d. h. die in einem Flächencom- 
plex möglichen Flächen- und Kantenrichtungen stehen sich dualistisch 
gegenüber. Jedem Satze über Krystallüächen entspricht ein Satz über 
Krystallkanten und umgekehrt. Der Entwicklung von Flächen und Kanten 
eines Krystallflächencomplexes können also auch vier Kanten zu Grunde 
gelegt werden und demgemäss lässt sich das Gesetz der Zonen erweitem : 
^^ Das System der in einem Krystallflüchejicomplex möglichen Flächen und 
* Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Kanten, welche nicht zu je dreien 
in einer Ebene liegen, die jedesmal übrigen Kanten und die Flächen geometrisch 
abgeleitet werden können. 

Fassen wir die im Vorhergehenden erläuterten fundamentalen geome- 
trischen Eigenschaften der Kryslalle zusammen so ergiebt sich : 

Erfahrungsgemäss ist ein Kry stall, geometrisch betrachtet, ein von ebenen 
Flächen umgrenztes einfaches conv^xes Poly&der, welches dem Gesetz der con- 
stanten Flächen- und Kantenwinkel und dem Gesetz der Zonen unterworfen ist. 



*) Ueber das Gesetz der Symmetrie der Kristalle und die Anwendung dieses Ge- 
setzes auf die Eintheiluug der Krystalle in Systeme. In : Ber. über die Verhandl. der 
Sachs. Ges. d. Wiss. Math. pbys. Gl. 4 849, 46. — Daraus in: Grelle, Journ. für Math. 
1853, 48, 865. 



§.4. Gesetz der Zonen. 11 

C b r. S. W e i 8 s stellte den Begriff einer Zone von Flächen zuerst in seiner Ueber- 
Setzung des Lehrbuches der Mineralogie von R. J. Hauy auf; er gruppirte Bd. II, 728, 
1804 in dem Nachtrage »lieber die Krystallisation des Feldspathes« die ihm bekannten 
Flächen dieses Minerals nach vier Zonen und zeigte Bd. III, 4 40, 4 806 in dem Zusätze 
zu dem Artikel Epidot, dass die Lage einer Fläche durch zwei Zonen, in denen sie liegt, 
bestimmt ist. 

Das Gesetz der Zonen bezieht sich, wie wir nochmals hervorheben wollen, auf die 
Gesammtheit der, an den Krystallen einer bestimmten Substanz möglichen 
Flächen. Die an einer beschränkten Anzahl von Krystallen wirklich beobachteten und 
für sich betrachteten Flächen stehen keineswegs in allen Fällen unter einander derart im 
Zonenzusammenhang^, dass man aus irgend vier unter ihnen, welche nicht zu je dreien 
einem Büschel angehören, die übrigen geometrisch ableiten könnte. Vielmehr fehlen in 
einer solchen Gruppe von Flächen sehr häufig verbindende Glieder der Zonenentwicklung. 



Zweites Kapitel. 

§ 1. Die Linearprojection eines Flächen- und Kantenbündels. § 2. Har- 
iuonisclie Eigenschaften des vollständigen Vierflaches nnd Vierkantes. 
§ 3 — 4. Bestimmung der Lage von Flächen und Kanten duA Indices. 

§ 5. Gleichung einer Fläche und einer Kante. 



§1. 

Nach dem Gesetz der constanten Flächen- und Kantenwinkel ist die 
Richtung der Flächen und Kanten eines Krystalles für eine bestimmte Tem- 
peratur völlig bestimmt. Zur Fixirung der Richtung einer Ebene oder Ge- 
raden im Räume ist die Angabe zweier von einander unabhängiger Grössen 
nothwendig. Solche Grössen sind z. B. die beiden Winkel, welche die ihrer * 
Richtung nach zu bestimmende Ebene mit zwei gegebenen Ebenen ein- 
schliesst; oder der Winkel, den jene Ebene mit einer gegebenen Ebene 
bildet^ und der Winkel, unter dem die Durchschnittslinie dieser beiden 
Ebenen gegen eine in der gegebenen Ebene enthaltene gegebene Gerade 
geneigt ist. Im Allgemeinen erhält man, wie hieraus ersichtlich ist, für die 
zu bestimmende Ebene zwei Lagen; welche von beiden in einem gegebenen 
Falle krystallographisch zulässig ist, muss aus weiteren vorgeschriebenen 
Bedingungen entnommen werden. 

Aus dieser Erwägung folgt, dass in einem Krystallflächencomplex 
doppelt unendlich viele Flächen und Kanten theoretisch möglich sind. 
Stellt man sich nun vor, dass parallel zu diesen Flächen und Kanten durch 
einen und denselben, übrigens beliebig gewählten Punkt im Räume Ebenen 
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und Geraden gelegt werden, so bilden diese letzteren ein Ebenen- und 
Geradenbündel, in welchem die durch das Gesetz der Zonen ausgesproche- 
nen Beziehungen zwischen den Flächen und Kanten des Krystallflachen- 
complexes in Evidenz treten. Daher beschäftigt sich die geometrische Be- 
trachtung der Kristalle, welche die Aufsuchung aller jener Beziehungen 
erstrebt, zweckmässig mit dem Flächen- und KantenbUndel eines Krystall- 
flächencomplexes. 

Hierbei wird zunächst kein Unterschied zwischen einer Fläche und 
ihrer Gegenfläche gemacht, denn diese beiden Ebenen werden in dem 
Bündel durch eine Ebene repräsentirt. Die Resultate der folgenden Unter- 
suchungen behalten daher in jedem Falle ihre Gültigkeit, mögen eine 
Fläche und deren Gegenfläche in ihrem Auftreten an einander gebunden 
oder von einander unabhängig sein. 

Schneidet man das Bündel der Flächen und Kanten eines Krvstall- 
flächencomplexes mit einer Ebene, so befindet sich das System der Schnitt- 
geraden der Flächen und der Schnittpunkte der Kanten auf der Schnitt- 
ebene mit den entsprechenden Flächen und Kanten des Bündels in 
perspectivischer Lage. Man nennt dieses System die Linearpro jection 
des Bündels. Um die Beziehung zwischen einem Bündel und seiner Linear- 
projection aufzustellen, erinnern wir uns an folgende Sätze der projecti- 
vischen Geometrie. 

Das Doppelverhältniss von vier Punkten A, B, C, D einer geraden Punkt- 
reihe T ist gleich dem gleichgebildeten Doppelverhältnisse der entsprechenden 
Strahlen a, ß, y, d eines über der Punktreihe stehenden Strahlenbüschels T: 

AC AD sin (ay) sin (ad) 

WC' BD ~ sin iß y) ' sin [ß ö] 
oder symbolisch : 

[ABCD] = {aßyd:. 

In der Thal, bezeichnet man mit J[A TC] den Inhalt des Dreiecks, dessen 



\ 



^ 




\ 



A 

\ 



Fig. 8. 



\ 




Eckpunkte ^, T, C sind (s. Fig. 8), und mit h die Länge der von T auf x 
gefällten Normale, so ist : 

J[ATC] = \AC'h=\ATCT'S\ji{ay) 
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und analog : 

J(BTC) = \BC'h = ^BT' CT- sin (ßy) 
J(ATD) = \AD' h = IaT' DT'S'in [ad] 
J[BTD] = iBD'h = IbTDT' sin [ßd] 

Hieraus ergiebt sich die obige Relation, wenn man die beiden Ausdrücke 
für den Werlh von 

J[A TC) J[A TD) 

J(ßTC) JiBTD) 
bildet. 

Das Doppelverhältntss von vier Strahlen ajß,y,d eines Strahlenbüschels 
T ist gleich dem gleichgebildeten Doppelverhältniss der entsprechenden Ebenen 
a, 6, c, d eines über dem Strahlenbüschel stehenden Ebenenbüschels t : 

sin (gy) sin [ad] sin (ac) sin (ad) 

sin ißy) ' sin {ßd) sin (6c) ' sin (6d) 
oder symbolisch : 

(aßyd) = [abcd). 

Zum Beweise lege man einen Normalschnitt durch das Ebenenbtiscbel, der 
die Ebenen a, 6, c, d in den Geraden a', ß\ /, d\ die Ebene des Büschels 
T in der Geraden r und die Gerade r in den Punkten A^ B, C, D schneidet 
(s. Fig. 9). Dann ist identisch: 

[abcd) = {aß'/d') 
und nach dem vorigen Satze : 

(aß" yd') = {ABCD) = [aßyd). 

Aus diesen Sätzen folgt die gesuchte Beziehung: 

Der Werth des Doppelverhältnisses von vier Flächen oder Kanten eines 
Büschels im Bündel ist gleich dem Doppelverhältniss der entsprechenden, 
ebenfalls einem Büschel angehörenden Schnittgeraden und Schnittpunkte in 
der Linearprojection. 

Alle Relationen, welche nur Beziehungen der gegenseitigen Lage von 
Flächen und Kanten des Bündels aussprechen, bestehen unverändert für 
die gegenseitige Lage der entsprechenden Schnittgeraden und Schnitt- 
punkte in der Projection. Daher ist die Linearprojection ein bequemes 
Hülfsmittel zur graphischen Darstellung des Zonenzusammenhanges der 
Flächen eines Krystalles in einer Ebene. 

§2- 
Wenn man nach dem Gesetz der Zonen aus vier zu Grunde liegenden 
Flächen oder Kanten, welche nicht zu je dreien einer Geraden oder Ebene 
parallel laufen, die übrigen Flächen und Kanten ableitet, so erhält man zu- 
vörderst drei und dann sechs neue Flächen oder Kanten. Wir wollen jetzt 
die Beziehungen zwischen diesen Flächen und Kanten aufsuchen. Zur Ver- 
anschaulichung der gegenseitigen Lage dieser Gebilde bedienen wir uns 
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einer LinearprojecUon (s. Fig. 10), in der die SchoittgeradeD und Schnitt- 
punkte mit denselben Buchstaben bezeichnet sind, welche die entsprechen- 
den Flachen und Kanten tragen. 

Wir bemerkea noch, dass wir unter einem vollständigen n-Plach hier 
nrEbenen durch einen und denselben Punkt und die Gesammtheit ihrer 




Durchschnittsgeraden, unter einem vollständigen n-Kant, n-Gerade durch 
einen und denselben Punkt und die Gesammtheit ihrer Verbindungsebenen 
verstehen. 



Vier der Deduction zu Grunde 
liegende Flachen e", e', e', e' bilden 
ein vollständiges Vierßacb mit drei 
Paaren von Gegenkanten : 

[>e>] = «*, [Ce^ = eS [e»e»] = e< 
Je zwei einander gegentlberliegende 
Kanten werden durch eine Diagonal- 
iläche verbunden : 

Diese drei Flachen schneiden sich in 
den drei Diagonalkanten des Vier- 
flaches : 

[pipS]=?ri, [py]=?r*, [pip>]=7c3 



Vier der Deduction zu Grunde 
liegende Kanten J", 6^, i^, d' bilden 
ein vollständiges Vierkuot mit drei 
Paaren von Gegenflachen : 

Diese sechs Flachen schneiden sich 
ausser in den vier Kanten d noch in 
drei Diagonalkanlen : 
[did»j=nr», [d*ds]=7c5, [d^d<>]=7t3 
Durch je zwei dieser Kanten geht 
eine Diagonaifläche des Vierkants : 

{jr%»} ==pi, {?i»7r'}=p*, {»r'«ra}=p3 



§ 3. Harmonische Eigenschaften des vollständigen Vierflaches und Vierkantes. 15 



Durch jede Diagonalkante kann ein 
Paar Gegenflachen nach den beiden 
mit ihr noch nicht verbundenen 
Gegenkanten gelegt werden : 






Diese sechs Flächen schneiden sich 
zu je dreien in vier Kanten : 

Jirf2rf3^ = d« 
dW^rf«] = dl 
[d^d^d*] = d2 
[rf3dM*i = d3 

weiche ein vollständiges Vierkant 
bilden. 



Auf jeder Diagonalfläche erzeugen 
die drei Paare von Gegenflächen 
ausser den Diagonalkanten noch ein 
Paar Gegenkanten : 

\pid^] = e\ [p2d21 = e2^ [p3d3] = €» 
rpld4; = €S [/)2d*] = £*, [>3d«] = €6 

Diese sechs Kanten Hegen zu je 
dreien auf vier Flächen: 



£5 £3^1 






welche ein vollständiges Vierflach 
bilden. 



Wir vervollständigen diese Beziehungen, indem wir uns noch an die 
harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vierflaches und Vierkantes 
erinnern : 



In jeder Diagonalfläche p bilden 
die auf ihr liegenden Gegenkanten e 
und Diagonalkanten 7t ein harmoni- 
sches Büschel : 



Die in einer Diagonalkante n sich 
schneidenden Gegenflächen d und Dia- 
gonalflächen p bilden ein harmonisches 
Büschel: 

(p2p3d4dl) = _i 

(p^p^d^d^)=—i 
(p^p^d^d^) = — i 



Die Fläche e* und die Kante d*, t = 1, 2, 3, 4, werden an allen Kanten 
des Dreikants n^Tt^Tt^ und auf allen Flächen des Dreiflachs p^p^p^ von ein- 
ander harmonisch getrennt. 

Die Gonstruction der zu einer Kante ö* gehörigen Fläche e* ergiebt sich 
leicht aus dem Anblick der Figur 10. Es sei die Kante d^ gegeben. Die 
Verbindungsebenen [ö^tv^}, [d^it^}, [S^tv^} schneiden die Flächen /)', p^, p^ 
in den Kanten e^y e^j 6^; verbindet man diese Kanten durch die Ebenen 
[e^e^], {e^e^}, {c*«^}? so schneiden die letzteren die Flächen p^, p^, p^ in 
den Kanten e*, €*, e®, welche sämmtlich auf der gesuchten Fläche e^ liegen. 
— Soll umgekehrt die zu der Fläche e^ gehörige Kante construirt werden, 
so verbinde man die Schnittgeraden €*, e^, e* der Fläche e® und der Flächen 
pS P^i P^ ro>t ^^^ Kanten tt^, tv^^ tc^] die so entstehenden drei Ebenen 
schneiden sich in den Kanten d\ d^, d^ und die Verbindungsebenen {d^/r*}, 
{ö^7C^}j {6^7t^} schneiden sich sämmtlich in der gesuchten Kante ö^, 

§3. 

Aus dem Gesetz der Zonen kann eine Methode zur Bestimmung der 
Lage von Flächen und Kanten vermittelst algebraischer Zahlen abgeleitet 
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werden"*} . Da vier Flächen oder Kanten der Deduction der übrigen Flächen 
und Kanten zu Grunde liegen müssen, so besteht die Aufgabe darin : die 
Lage einer fünften Flächet in Beziehung auf vier gegebene Flächen 
P\ P^y P^i ^^ ^^ bestimmen. Dabei wird vorausgesetzt, dass h nicht mit je 
zweien der vier letzteren Flächen in einer Zone liege. 

Die fünf in Rede stehenden Flächen erzeugen 10 Durchschnittslinien 
oder mögliche Kantenrichtungen, von denen auf jeder Fläche vier liegen. 
Bezeichnet man wie in § 2 die Durchschnittslinien (s. Fig. \\). 

[p2p2]=^\^ [^3pi]=^2, [py]=7r3 
[p\eO]=e^, [p^e^]=€^, [p»eO]=e« 
und femer : [e^h] = ^ 
[p\h] = cu\ [p^h] = io^, [p^h] = (o^ 
so liegen in : 




p^ • • • » 


7t^ 


TT* 


«* 


a>i 


p2 . . . ^3 


m 


«rl 


«* 


a;2 


p2 . . . 7f 2 


TT« 


« 


e« 


a>3 


e^ " ' €^ 


e* 


«« 


« 


/^ 


h • • • w^ 


W2 


w* 


/^ 


* 



Die Lage der Fläche h ist be- 
kannt, wenn die Lage zweier der 
drei Kantenrichtungen g>^, w^, cj^, 
welche h auf den Flächen p*, p^, p* 
erzeugt, bestimmt ist, und diese 
P*8' ^^' Kanten sind fixirt, wenn die Sinus- 

verhältnisse bekannt sind, nach 
denen sie die Kantenwinkel (tt^tt^), (tt^tt*), {tv^tv'^] theilen : 

sin (tt^wM sin (tt^w^) sin (tt^w^) 
sin (tt^w^) ' sin(7r*w2)' sin(7r2w3) 

Diese Verhältnisse sollen nun gemessen werden durch die analog ge- 
bildeten Sinusverhältnisse, nach denen die durch die Fläche e^ auf p<,p2,p3 
erzeugten Kanten €^, e^, e^ dieselben Winkel theilen; d.h. es sollen die 
Doppelverhältnisse der in den Flächen p^, p^, p3 gelegenen Kantenrichtun- 
gen gebildet werden : 



, , « . ,, sin(7r'£*) sin (tt^cüM 

smfTT^c*) sin [7t^ 10^] 

/ 1 q R 9\ sin [Tt^ 6») sin (/r* w^) 

sm (tt^ e») sm (tc^ w^) 

sm (tt^c*) sm (tt^w^) 



♦) Vgl. W. Fiedler, Vierteljahrsschrift d. naturf. Ges. zu Zürich, 15, 152. Dar- 
stellende Geometrie. 2. Aufl. 1875, § 138 f. 
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Sind zwei von diesen drei Doppelverhältnissen bekannt, so ist die 
Lage der Fläche ebenfalls bestimmt. Die Verhältnisse der Abschnitte, 
welche die Flachen e^ und h auf den im Punkte zusammentreffenden 
Kanten tt*, 7t\ tv^ bilden, mögen bezeichnet werden mit OEii OE2 : OE^ und 
OH^i OH2 : OH^. Dann lehrt der Anblick der Figur 1 1 , dass man nach dem 
Sinussatz der ebenen Trigonometrie für die vorstehenden Doppelverhäll- 
nisse setzen kann : 

_ 0^ OH^ _0E2 0E^ 
~ OE^'OH.^~ OH2' OHz 
_ OE^ OH^OE^ OE^ 
~ OE^ ' Olli ~ OHi ' OH^ 
_ OEj OHj _ OE^ OE2 
~ OE2'OH2~ OHi'oHi 

Hieraus folgt, dass das Product der drei Doppel Verhältnisse gleich der 
Einheit ist ; dieselben repräsentiren also in der That nur zwei von einander 
unabhängige Grössen. Die Werlhe der Verhältnisse 

^ ^ OHy' 0H2'0H^ 

mögen bezeichnet werden mit ^1:^2'^'» dann nennt man die Grössen h^^ 
^2, ^3 die Indices und {^1^2 A3} das Symbol der Fläche h. Demnach 
lauten die vorstehenden Doppelverhältnisse ausgedrückt durch die Indices : 

[tz^ 7t^ e^ ii}^] = Ä2: A3 
:I) [7t^ 7v^ 6^ w^] = A3 : Ai 

(Tt'^Tt^e^io^) = Aj : Ä2 

Hieraus erhellt, dass auch durch die Angabe von zwei Verhältnissen 
der drei Indices A] : A2 : A3 die Bestimmung der Lage der Fläche A in Be- 
ziehung auf die vier zu Grunde liegenden Flächen vollzogen werden kann. 
Negative Indices bezeichnet man, indem man Minuszeichen über die Indices 
setzt. 

Fällt A mit e^ zusammen, so ist A^ = A2 = A3 = 1 ; die Fläche e^ = {^i} 
wird daher Einheitsfläche genannt. Fällt A successive mit p^j p\ p^ 
zusammen, so ist der Reihe nach : 

Aj = 1 , A2 = , A3 = 
Aj = , A2 = 1 , A3 == 
Aj = , A2 = , A3 = 1 . 

Die Flächen pi={100}, p^= {010}, p^={00\} werden Funda- 
mentalflächen genannt. Mit Rücksicht hierauf kann die geometrische 
Bedeutung der durch (1) definirten Indices so ausgesprochen werden: 

Die Indices einer Flüche verhallen sich wie die reciproken Werthe der 
Abschnitle der Fläche auf den, von einem Punkte ausgehenden Durchschnitts^ 
linien der Fufidamental flächen , jeder dieser Werthe multiplicirt mit dem be- 
treffenden Werthe des Abschnittes der Einheitsfläche. 

Liebisch, Geometr. Krystallogr . 2 
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§*. 
Es soll jetzt die Lage einer fünften Kante i; in Beziehung auf vier zu 
Grunde liegende Kanten tt^, tt^, tt^, 8^ bestimmt werden, unter der Vor- 
aussetzung, dass nicht je drei dieser Kanten einer und derselben Ebene 
parallel gehen. Diese Kanten bestimmen 40 Yerbindungsebenen oder mög- 
liche Krystallflächen, von denen je vier durch efne Kante gehen. Bezeich- 
net man : 






[Tt^rj] = 5^ 



so gehen durch : 



7t 



i 



• • * 




7r2 

^3 



3 






Z^ 



p^ 

52 



3» 



dl 
d^ 

* 

m 



5» 



Fig. 12. 



Die Lage der Kante rj ist bekannt, 
wenn die Lage zweier der drei 
Verbindungsebenen js* , js^ ^ -3^ 
welche i^ mit den Kanten tt*, 7t^j 
7t^ erzeugt, bestimmt ist, und diese 
Ebenen sind fixirt, wenn die Sinus- 
verhältnisse bekannt sind, nach 
denen sie die Flächenwinkel (p^pS)^ 

(p^p*), (;>V^J theilen: 

sin (p^s^) sin [p^z'^) sin (p* z^] 

sin^p3j3i) ' sm[p^zy s\n{p'^z^]' 



Diese Verhältnisse sollen nun 
gemessen werden durch die analog gebildeten Sinusverhältnisse , nach 
denen die, durch die Kante 6^ mit tt^ ^r^, tv^ erzeugten Verbindungsebenen 
d^, c/2^ (/3 dieselben Winkel theilen; d.h. es sollen die Doppelverhältnisse 
der durch die Kanten /r^, tt^, tz^ gehenden Ebenen gebildet werden: 



, ^ „ ,, ,, sin(p^rf^) sinfp'»^*^. 
p3p2e/i5i = . % .. : -^ --^-r 



52; 



l/^ ^ ^~"sin(p3f/2)-sin(p3js2; 

IP/^ a ^^ — sin:;pid3)-sin(pi53) 

Sind zwei von diesen drei Doppelverhältnissen bekannt, so ist die Lage 
der Kante ri ebenfalls bestimmt. Die durch 7r\ tt^, tz^ gehenden Ebenen 
erzeugen auf p*, p2, p3 je vier Durchschnittslinien, deren Doppelverhält- 
nisse denen der erzeugenden Ebenen gleich sind. Bezeichnet man: 
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[pldl]=el, [j,2flf2]=e2, [p9d^]=€^ 

[pl;jl]=^l, [p2;,2]=^2^ fp3^3]=^3 

SO erbalt man aus den vorstehenden Doppelverhältnissen die ihnen be- 
ziehungsweise gleichen Doppelverhältnisse : 

' Sin (tt^c*) sin(7t^O} 



sin (tt* e^) ' sin [jt^ ^^) 
[TT 71 '^— sin(7r2€3)-sin{7r2^3) 



Werden durch die Punkte D der Kante ö^, K der Kante r] Ebenen 
parallel zu p*, p^, p^ gelegt und dadurch auf den Kanten tt^, nr^, ^r^ die 
Abschnitte 0/)i, OD^, OD.^ und 0Ä\, OÄ^, OK^ gebildet, so lehrt der An- 
blick der Fig. 12, dass man nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie 
für die vorstehenden Doppelverhäitnisse setzen kann : 

^ ODs QÄ^ _ OK2 Ok\ 
~ OD2 ' OK2 ~ OD2 ' OD3 
__ QDi Qä; _ OA3 0A\ 
~ 0Z)3 • OA3 "~ 0Z)3 OZ)i 
_ 0Z)2 0A^2 _ QAi QA2 
"" ODi • OA, ~" 0/)i ' OD2 

Hieraus folgt, dass das Product der drei Doppelverhältnisse wieder 
gleich der Einheit ist. Die Werthe der Verhältnisse 
^ 0^.0ä^.0A3 

^^ OD^ ' OD2 ' OD^ 

mögen bezeichnet werden mit »?i : i?2 ^ ^aJ dann nennt man die Grössen i/i, 
^2; ^3 ^i^ Indices und [171^2^3] ^^^ Symbol der Kante )j. Demnach 
lauten die vorstehenden Doppelverhältnisse ausgedrückt durch die Indices : 

[p^p'^d'^z^] = [Tv'^Tt^e^ Ü) = 1^2 • ^3 

(II) (plp3rf2;j2) = [Tt^TT^eK-l] = 1^3 : ijj 

Hieraus erhellt, dass auch durch die Angabe von zwei Verhältnissen 
der drei Indices 1/1 : 1^2 : % die Bestimmung der Lage der Kante i] in Be- 
ziehung auf die vier zu Grunde liegenden Kanten geschehen kann. — Fällt 
ri mit d^ zusammen, so ist ijj = 1J2 = 1J3 == 1 ; die Kante 6^= [\\\] wird 
daher Einheitskante genannt. Fällt ri successive mit tt^, tt^, rt^ zusam- 
meU; so ist der Reihe nach 

ijj = 1 , 1^2 = , ^3 = 

^1=0, ri2 = \, % = ö 

19i = , ij2 = , 1?3 = ^ 
Die Kanten 7ri = [100", 7r2 = [010], 7r3 = [001] nennt man Fundamen- 
talkanten oder Axen. 
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Die Längen Oä\, Oä^2> OÄ3 werden die axoparallelen Abslände des 
Punktes A' von den Axenebenen p*, p^, p^ oder die Coordinaten des Punktes 
K genannt. Demnach kann man die geometrische Bedeutung der Indices 
r]\y ';2; '/3 ^^^ Rücksicht auf (2) durch den folgenden Satz aussprechen : 

Die Indices einer Kante sind proportional den Coordinaten eines ihrer 
Putikte und umgekehrt proportional den entsprechenden Coordinaten eines 
Punktes der Einheitskante. 

Aus den Definitionen für die Indices von Flachen und Kanten : 

OK, OK, OK 
'^ '^"^ ~ ODi' ODj' OD^ 

• 

geht hervor, dass diese Grössen unabhängig sind von den Winkeln zwischen 
den vier zu Grunde liegenden Flächen und Kanten. Sie hängen nur ab von 
der Gonstructionsart, durch welche man, von den letzteren vier Flächen 
und Kanten ausgehend, nach dem Gesetz der Zonen zu jenen Flächen und 
Kanten gelangt ist. Verändert man die der Bestimmung der Lage der Flä- 
chen und Kanten eines Kr^stallflächencomplexes zu Gpunde liegenden Fun- 
damental- und Einheitselemente, so treten, wie später gezeigt werden soll, 
doch immer wieder dieselben Indices, nur als Symbole anderer Flächen, 
auf. Auch bei verschiedenen Krystallflächencomplexcn kehren dieselben 
Flächen- und Kantensvmbole wieder. 

Die Ausführungen der Paragraphen 3 — 4 lehren, dass folgende Grössen 
zur Beschreibung der geometrischen Gestalt eines Krystalles nothwendig 
sind : 1) die Verhältnisse der Längeneinheiten der Fundamentalkanten (die 
sog. Axeneinheiten) OEi : OE^ : OE^ , welche mit Ausnahme der Fälle , wo 
zwei oder alle drei Fundamenlalkanten gleichwerthig sind, Verhältnisse 
von irrationalen Zahlen sein müssen, 2] die Winkel zwischen den Funda- 
mentalkanten [Tt'^Tt^)^ (tt^tt^), (TT^yT^) oder die Winkel zwischen den Fun- 
damentalflächen (p^p^), [p^p^jj [p^p^] — das eine System von Winkeln 
kann aus dem anderen berechnet werden, — 3) die Symbole der Flächen 
oder die der Kanten — die einen können aus den anderen abgeleitet wer- 
den. Die unter 1) und 2) aufgeführten Grössen werden die geometri- 
schen Constanten oder die Elemente des Krystalles genannt. 

Die in Rede stehenden Grössen \ — 3 können, mit wenigen Ausnah- 
men, nicht direct durch Messung gefunden werden. Sie stehen aber in 
einem angebbaren geometrischen Zusammenhange mit den Flächen- und 
Kantenwinkeln des Krystalles, welche ihrerseits mit einem hohen Grade 
von Genauigkeit gemessen werden können. Wie man aus gemessenen 
Flächen- und Kantenwinkeln die Elemente und die Indices der Flächen 
und Kanten eines Krystalles ableitet , ist in der Lehre von der Krystall- 
berechnung darzulegen. 
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§5. 
Durch die vier Flächen ;;^, p^^ ^^,3^ go igt ein Kr^'slallflächeucomplex 
geometrisch bestimmt. Man kann irgend eine Kante dieses Gomplexes zur 
Einheitskante wählen, so wie man umgekehrt irgend eine Fläche des durch 
die vier Kanten tt^, tt^, tt^, S^ bestimmten Krystallflächencomplexes zur 
Einheitsfläche zu nehmen berechtigt ist. Der Einfachheit wegen wollen wir 
die Fundamcntalflächen und -Kanten und die Einheitsfläche und -Kante so 
wählen, dass zwischen ihnen die Beziehungen bestehen, weiche durch die 
in § 3 — 4 angewendeten Bezeichnungen schon angedeutet wurden. Es soll 
demnach die Einheitskante d^ von der Einheitsfläche e^ durch die 
Fundamentalecke harmonisch getrennt werden; d. h. nach den 
in § 2 gegebenen Erläuterungen, es sollen die Geraden e*, €^ £® die Winkel 
(tt^tt^), [Tt^jt^), [Tt^Tt^ nach demselben Sinusverhältnisse aussen theilen, 
nach welchen die Geraden e^, €^,. e^ dieselben Winkel innen theilen, so 
dass : 

, „ - . ., s\n[7t^e*) sinyr-^c*) . 

sm [TT^e*) sin [Tt^e^) 



(111) ^.„.,.,.^=^!f^:V^^^ 

' sm hc^e^] sm (Ti^e^ 



— 1 



(^i^2efl,3) _ sin(7rte6; . sin:nrte3; _ 
^ sm [it^e^j sm [ti^S'^ 

Wir wollen jetzt die Bedingung dafür aufsuchen, dass eine Kante i; in 
einer Fläche h liegt, oder dass eine Fläche h durch eine Kante ij geht. Zu 
diesem Zw^eck müssen die Methoden der § 3 — 4 für die Bestimmung der Lage 
von Flächen imd Kanten verbunden werden, unter der Voraussetzung, dass 
die gegenseitige Lage von Fundamentalflächen und -Kanten, Einheitsfläche 
und -Kante die so eben angegebene sei, d. h. unter der Voraussetzung, 
dass die Beziehungen (l), (IIj, (IIIi bestehen. Zur Veranschaulichung des 
Zusammenhanges der in Betracht kommenden Gebilde bedienen wir uns 
wieder einer Linearprojection (Fig. 13), deren Schniltgeraden und Schnitt- 
punkte dieselben Buchstaben tragen wie die entsprechenden Flächen und 
Kanten. In jeder der Flächen /)*, p^, p^ sind sechs Durchschnittslinien 
enthalten : 

p^ ' ' /r^7t-^e^€*iü^^^ 

p2 . . . 7t^ 7t^ £^ s^ U)^ L^ 

Wendet man jedesmal auf die fünf ersteren Geraden die Identität : 

(1234) (1245) (1253)= i 
oder: 

(1234)(2135; = 11254, 

an, so erhält man aus der Multiplication entsprechender Doppelverhältnisse 
der Systeme (I) und (III) folgende Relationen : 
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{7t^7t^€*(0^){7C^7T^€^e^) = -^ = ,71^ 7t^ €^ 10^) 



(IV) 



7t^7t^€^lO^' ^Tt^Tt^e^e^] = T^ = 



'jt^ 71^ €^C0^) [71^7X^6^6^) = -~ = 71^71^6^0)^) 



f'2 



[Tt^TV^e^lO^] 




.7 



Fig. <3. 

Femer erhült man aus der Mulliplication entsprechender Doppelver- 
hültnisse der Systeme (11) und (IV) die Beziehungen : 



(V) 



(;t3 TT^ «2 r2) f^l .p3 ^2 ^^2; ^_ _ ^^ = {^3 ^1 co^ ^T. 

"2 '/2 



Bildet man nun aus dem Systeme (V) drei Gruppen von je zwei Glie- 
dern, welche denselben Nenner haben, wie z. B. 






_V5l =(;r3,-rlc2cü2) 



so liefert in dem Falle, wo die Kante rj in der Flüche h liegt (oder die Flilche h 
durch die Kante r] geht), jede dieser Gruppen die Einheit als Summe. In 
der Thal, das Ebenenbüschel, dessen Axe die Kante i; ist, schneidet die 
Flachen p2 und p^ so, dass : 

Nun ist: 7t^^^:f^io^)= [Tt^co^ ttK^ 

und: :>r27r3wiCi) + {Ti'^iüKrK^) = 1 



§ 5. Gleichung einer Fläche und einer Kante. 
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folglich : 

Diese Gleichung ist symmetrisch in Beziehung auf die Indices h^, h^^h.^ 
und r-i^ ri2, rj^^ Je nachdem das eine oder das andere System dieser Indices 
als constant betrachtet wird, stellt (31) die Gleichung einer Fläche 
oder einer Kante dar. Sind die Indices hi, h^j h^ constant, so erfüllen 
die Indices aller in der Fläche h liegenden Kantenrichtungen die Gleichung 
(9); d. h. in diesem Falle ist (S) die Gleichung der Fläche h. Sind die In- 
dices jji, 1^2) 'i's constant, so wird die Gleichung (21) befriedigt von den In- 
dices aller die Kantenrichtung i; enthaltenden Flächen; d. h. in diesem 
Falle ist (31) die Gleichung der Kante t]. 

Gleichung der Einheitsfläche e<^ : Gleichung der Einheitskante d": 

»;i 4- »;2 + ^3 = ö ^1 + ^2 4- ^3 = 

der Fundamentalfläche der Fundamentalkante 



P' 



';i = o 



';2 



= 



rf2 



Die Gleichung einer Fläche h, 
welche bezw. die Fundamentalkante 
rr*, TT^, 7V^ enthält; ist : 

h »J2 + ^3 »;3 = ö 

^3 ';3 + ^1 ^]\ = 

*i »?i + ^2 ^h = 
\\orin die Grössen h^y h^i h-s constante 
Grössen sind. 

Wird die Kante r; von der Fläche 
monisch getrennt, so ist nach (V): 



. Aj =0 
• A3 = 



Die Gleichung einer Kante /;, 
welche bezw. in der Fundamental- 
fläche /)*, /)2, p^ liegt, ist : 

^'2^2 + ^3% =0 
^'3 ';3 + /»i »;i = 
^i th + ^2 »?2 = 

worin die Grössen ijj, r^2> ^h constante 
Grössen sind. 

h durch die Fundamentalecke har- 



oder : 



folglich : 



[71^71^(0^ t^j = rc^nr* 0)2 ^2j = (/r^ tt'^io^ l^) = — i 

M2 ^ M_3 ^ Ml ^ I 
Ä3';3 ^1»/1 ^2^2 

_ 1 1 I 

';i:^2:'?3-yr^:;-:^ 



d. h. rf/e Indices einer Kante -Flüche) verhalten sich su einander wie die reci- 
proken Werthe der Indices derjenigen Fläche ■ Kante} ^ von der sie durch die 
Fundamentalecke harmonisch getrennt wird. 
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Drittes Kapitel. 



§ 1. Das Gesetz der rationalen Indices. § 2. Auflösung der unbestimmten 
Gleichung des ersten Grades für die Elemente eines Flächen- oder Kanten- 
büschels. § 3. Zusammenhang zwischen dem Gesetz der Zonen und dem 
Gesetz der rationalen Indices. § 4. Bedingung dafür , dass Flächen 
oder Kanten in einem Büschel liegen. § 5. Geometrische Bedeutung 

des Parameters. 



Die geometrische Eigenschaft , welche die Krystall formen vor allen 
übrigen Polyi^dern auszeichnet, wurde als Gesetz der Zonen ausgesprochen. 
Nachdem wir eine Bestimmung der Lage von Flüchen oder Kanten durch 
Zahlen kennen gelernt haben, sind wir im Stande aus dem Gesetz der 
Zonen einen Satz abzuleiten, der eine andere, für die Folge nützliche Auf- 
fassung der charakteristischen Eigenschaft der Krystallpolyt^der enthält. 
Zu diesem Zwecke haben wir zunächst die Indices für die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen und die Verbindungsebene zweier Kanten durch die 
Indices dieser letzteren auszudrücken. 



Die Indices einer Kante ?;, welche 
Durchschnittslinie der Flächen h und 
h' ist, genügen gleichzeitig den 
Gleichungen : 

^1 ^1 + ^2 ^2 + h >;3 = 
h\ rj^ + h\ r;2 + ^'s '/3 = 
Daraus folgt : 



(1) ''yi''/2*V3 — 



Ä2 /?3 



/?3 hl 

h',h\ 



hy h 
h\h' 



2 



oder in symbolischer Schreibweise : 
n\' ^12'^^^ = [hh')i:[hh')2'.[hh']^. 

Man bildet diese Determinanten, 
welche in dem Rechteck 



/?! /?2 /?3 
h\h\l?. 



= \ji\Wh: 



enthalten sind, successive nach dem 
Schema : 



h X "n 



/(' 









Xl\ X'"" 



h. 



Die Indices einer Flächet, welche 
Verbindungsebene der Kanten ij und 
rf ist, genügen gleichzeitig den 
Gleichungen : 

^1 »;'i + *2 ^]2 + A3 v'z = ö 

Daraus folgt: 

^2 ^3 . r.z i]i 
I f * f I 

'/2»;3 »>3»;i 

oder in symbolischer Schreibweise : 
Äi :Ä2 :/?3 = (1; ?;'), : ;i;i/)2 : (17 Jj')» 

Man bildet diese Determinanten, 
welche in dem Rechteck 



/?! : Ä2 : A3 = 



1) n2\ 
»? 1 ^ 2 



= {^1^2 A3} 



'/J ^2 r;^ 
^i 1 ^'2 Vi 

enthalten sind, successive nach dem 
Schema : 



^2 
^'2 



x^ X'/) X^? 

^2 






Vi 



§ \ . Das Gesetz der rationalen Indices. 
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Daraus folgt, dass eine Fläche h 
insbesondere die Fundamentalebe- 
nen pi = {100}, p2 = ^oiO}, p3 
= {001} in folgenden Kantenrich- 
tungen schneidet : 

Ä, Ä2Ä3 

1 



Daraus folgt, dass durch eine Kante 1; 
insbesondere parallel zu den Fun- 
damentalkanten TT* = [1001, iT2 
= [010], TT» = [001] folgende Fln- 
ehen gehen : 



0) 



(2) «2 = 



W 



1 
"~tO 1 



= [0Ä3Ä2] 

= [Ä3 0Vj 



z^ = 



';i'?2»/3 

1 
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S3 = 



= {Ö^3'/2} 
1 I V3"'?li 

= {'/2';i0} 



^l'/2^3 

1 



Den Kanten »j, rj' gehe die Fläche A, 
den Kanten ^, ü die Fläche A* parallel ; 
die Durchschnittslinie von h und k 
sei ^, dann sind die Indices von §: 

(3) ?i:?2:b^ = 

((w)(£r))i:(('/'?';(Cr))2:((^^''(Cr;)3 



Die Durchschnittslinie der Flächen 
h, h' sei »;, diejenige der Flächen fr, Ä' 
sei 5; den Kantern;,^ gehe die Fläche/ 
parallel dann sind die Indices von /: 

{hh' (A*':)i : {[hh^] [kk'i 12 :{[hh') (kk'^<, 



Diese Formeln lassen, wie jetzt gezeigt werden soll, die BeschafiFenheit 
der Indices näher erkennen. 

Da die vier Flächen p*, p^^ /P, e^ welche wir in § 3 des zweiten 
Kapitels betrachtet haben, nicht zu je dreien ,einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, so können sie nach dem Gesetz der Zonen einer De- 
duction der übrigen Flächen und Kanten zu Grunde gelegt werden. Die 
Indices der letzteren müssen dann mit Hülfe der Formeln 11 successive aus 
den Indices der Flächen p^, p^, p^, e^ gebildet werden. Nun sind die In- 
dices der vier zu Grunde liegenden Flächen, wie wir in § 3 des zweiten 
Kapitels gefunden haben, rationale ganze Zahlen, nämlich: 

pi = 100, /)2 = 010, p^ = 00\, e^= 111 

und die Indices der abgeleiteten Flächen und Kanten sind, wie aus (1) her- 
vorgeht, rationale ganze Functionen derselben. Demnach besitzen alle aus 
p^. /)2, p^^ e^ ableitbaren Flächen und Kanten rationale ganze Indices. Da 
nur die relative, nicht die absolute Lage der Krystallflächen bestimmt ist, 
so sind auch nur die Verhältnisse, nicht die absoluten Werthe der Indices 
bestimmte Grössen. Es genügt daher zu sagen, dass die drei Indices einer 
Fläche oder Kante Verhältnisse von rationalen Zahlen seien, da man sie 
selbstverständlich stets durch die Verhältnisse von drei ganzen Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Divisor darstellen kann. 

Die vier zu Grunde liegenden Flächen p^, p^^ p^^ e^ sind keiner an- 
deren Beschränkung unterworfen als der, dass sie nicht zu je dreien einer 
und derselben Zone angehören. Folglich erhalten die Flächen und Kanton 
eines Kry stall flächencomplexes allezeit rationale Indices, wenn die Bestim- 
mung der Lage derselben von irgend vier Flächen der angegebenen Be- 
schaffenheit ausgeht. Ein Gleiches gilt für die aus vier Kanten deducirten 
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Flächen und Kanten. Dieses Ereebniss führt den Namen: Gesetz der 
rationalen Indices. Zur Formuiirung desselben wollen wir eine von 
A. F. Mob ins glücklich gewählte Bezeichnung benutzen. 



Es seien drei nicht einer und 
derselben Geraden parallele Flüchen 
p^, P^j />•' gegeben , welche sich in 
dem Punkte schneiden und die 
Durchschnittslinien tt^, tt^, tv^ er- 
zeugen i Fig. 14). Eine vierte Fläche 



Es seien drei nicht einer und 
derselben Ebene parallele Kanten 
TT*, 7r2, 71^ gegeben, welche sich in 
dem Punkte schneiden und die 
Yerbindungsebenen p^, p^j p^ be- 
stimmen Fig. 1 5] . ' Die Goordinaten 




,:f" 



h45. 



Fig. U. 

e bestimme auf diesen Durchschnitts- 
linien Abschnitte, welche sich ver- 
halten wie die Längen : 

0Ei:0E2:0E^. 

Eine fünfte Fläche h bestimme Ab- 
schnitte, welche sieh wie die Längen : 

verhalten. Man bilde die drei Ver- 
hältnisse : 

0£\ qE2 OE^ 
Olli' ÖH2 OHi 

Wenn die beiden zwischen denselben 
bestehenden Verhältnisse 

OE. OE2 OEi , . , 



-4 




Fig. <5. 

eines Punktes einer vierten Kante d 
verhalten sich w ie die Längen : 

die eines Punktes einer fünften 
Kante r; wie die Längen : 

Man bilde die drei Verhältnisse: 

qk\ OK^ 0^ 
01)^' OD2' 0D{ 

Wenn die beiden zwischen den- 
selben bestehenden Verhältnisse 

OK^ OK2 QA"3_ 



gleich Verhältnissen von rationalen gleich Verhältnissen von rationalen 
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Zahlen Äi, Ä2, A3, die Null mit ein- Zahlen rj^j r^2f '/s? ^^^ N^^^ ^oi^' ©in- 
begriffen, sind, so nennt M ob i US begriffen, sind, so nennt Möbius 
die fünfte Fläche h aus den vier die fünfte Kante rj aus den vier 
ersteren Flächen jo*, p^^ p^; e a r i t h- ersteren Kanten /r^ tt^, tt^, d a ri t h- 
m e t i s c h ableitbar. m e t i s c h ableitbar. 

Demnach lautet das Gesetz der rationalen Indices: 

Das System der in einem Krystallflüchencomplex möglichen Flüchen und 
Kanten ist so beschaffen^ dass aus je vier Flüchen oder Kanten, xvelche nicht 
zu je dreien einem und demselben Büschel angehören, die jedesmal übrigen 
Flüchen und Kanten arithmetisch abgeleitet werden können. 

Im Allgemeinen ändern sich die Flächen- und Kantenwinkel der Kry- 
slalle stetig bei einer stetigen Temperaturveränderung. Da die Indices als 
rationale Zahlen sich nicht stetig mit der Temperatur ändern können, so 
müssen für jede Fläche oder Kante die Verhältnisse ihrer Indices bei jeder 
Temperatur dieselben bleiben — eine Eigenschaft der Kryslalle, welche 
unter dem Namen: Gesetz der Erhaltung der rationalen Indices be- 
kannt ist. 

Die Indices der Flächen und Kanten eines Krvstalles müssen aus Mes- 
sungen der Winkel desselben berechnet werden. Wegen der mannigfachen, 
zum Theil regellosen und unvermeidlichen Fehler, mit denen diese Messun- 
gen behaftet sind, wie Ausbildungsfehler der Krystalle, Unvollkommenheiten 
der Messinstrumente und der Sinne der Beobachter, ergeben die Rechnun- 
gen in den meisten Fällen zunächst irrationale Zahlen für die Indices. Da 
jedoch nur die Verhältnisse dieser Grössen in Betracht kommen, so wird 
man stets ganze Zahlen finden können , welche den irrationalen Werthen 
so nahe kommen, als man nur will. Die Willkür, welche demnach in der 
Ermittelung der w^ahren W'erthe der Indices zu herrschen scheint, w-ird 
indessen dadurch wesentlich eingeschränkt, dass, wie schon der Entdecker 
des Gesetzes der rationalen Indices, R. J. Hauy , bemerkt hat, in der über- 
wiegenden Mehrzahl der beobachteten Fälle die Indices nur den ersten 
Zahlen der natürlichen Zahlenreihe angehören. Das in Rede stehende Ge- 
setz muss also erfahrungsmässig: Gesetz der einfachen rationalen Indices 
genannt werden. Erst in dieser durchaus erfahrungsmässig begründeten 
Fassung bietet uns dasselbe ein Mittel zur Auswerthung der Messungsresul- 
tate dar. Denn man kann nur dann nachweisen, dass die Indices rationale 
Zahlen sind, wenn sie zugleich einfache Zahlen sein müssen. 

Die Reductionen der aus den Messungsresultaten abgeleiteten irratio- 
nalen Zahlenwerlhe auf die wahren rationalen Werthe für die Indices 
müssen natürlich innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler liegen; 
d. h. berechnet man aus den reducirlen Werthen der Indices von Flächen 
oder Kanten die von den letzteren untereinander eingeschlossenen Winkel, 
so müssen die Differenzen zwischen den gemessenen und den berechneten 
Winkeln geringer sein, als diejenigen Winkelgrössen, welche als regellose 
und unvermeidliche Fehler aus den oben genannten Fehlerquellen fliessen. 
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Erfahrungsgemäss genügt bei dem Vergleich der direct aus den Messungen 
abgeleiteten und der reducirten Werthe der Indices die Uebereinstimmung 
der ersten beiden Stellen des Decimalbruches. Die Methode der Reduetion 
besteht darin, dass der Decimalbruch in einen Kettenbrueh entwickelt und 
aus den Naherungswerthen des letzteren derjenige gewühlt wird, welcher 
den so eben hervorgehobenen Anforderungen genügt. 

Das Gesetz, welches später den Namen Gesetz der rationalen Indices erhallen hat, 
wurde von R. J. Hauy als eine Folgerung aus der von ihm über die geselzmässige An- 
ordnung der kleinsten Theilo der Krystalle aufgestellten Hypothese gefunden. (Extrait 
d'un Memoire sur la strueture des cristaux de grenat, approuv6 par TAcad. Roy. d. Sc. 
le 21. Fövr. 4 784. Journ. de Phys. Mai 4 782, pag. 366. Memoire sur la structure des 
Späth calcaires. appr. le 22. Dcc. 1781. Journ. de Phys. Juillet 1782, pag. 33. Essai 
d'une th^orie sur la structure des cristaux. Paris 1784, S^, übersetzt in Grcn's neuem 
Journal der Physik, 1795, 2, 418. Traitä de cristallographie, 2 vol. in 8^ avec alias in 4<>, 
Paris 1822. Traitö de minöralogie, T. I— IV, Paris 1801 — übersetzt von Karsten*und 
Chr. S. Weiss 1804. — See. 66'ii. Paris 1822 und zahlreiche andere Abhandlungen., 
Allein dieses Gesetz ist ein Erfahrungssatz, der keineswegs zur Annahme der Hauy'schen 
Vorstellung fiber die Structur der Krystalle zwingt. Es gelang zuerst J. Bernhardi 
und Chr. S. W^eiss die Hauy sehe Grundanschauung abzustreifen und die geometrische 
Beziehung zwischen den Flächen und Kanten eines Krystallpoly^ders rein geometrisch 
auszudrücken. 

Das Gesetz der rationalen Indices und das Gay-Lussac'sche Volumengesetz 
sind dadurch ausgezeichnet, dass sie Abhängigkeiten von einfachen ganzen Zahlen, die 
in den übrigen bekannten Naturgesetzen zu fehlen scheinen, aussprechen. 

§2- 

Wir sind jetzt in der Lage auf Grund der Ergebnisse des § \ die In- 
dices aller Flachen oder Kanten eines Büschels anzugeben. 

Damit eine Flüche h = {Ih^i^h} ^^^m Büschel, dessen Axe die Kante 
rj = [rj^ rj2 1]^] ist, angehöre, müssen nach §5, 21 des zweiten Kapitels 
ihre Indices die Bedingungsgleichung erfüllen : 

Man findet daher die Gesammtheit der Flachen des Büschels, indem 
man die Verhaltnisse der ganzen Zahlen //j :/?2 : li^ aufsucht, welche die vor- 
stehende unbestimmte Gleichung des ersten Grades mit ganzzahligen Coef- 
ficienten /;i, »;2? 'iz befriedigen. Die Gleichung (i) können wir schreiben : 

(2; fh fn + f'2 V2 = — '^3 ';:j 

Sind hierin i;^ und »^2 nicht von vornherein relative Primzahlen, so dividire 
man zunächst die beiden Seiten der Gleichung mit dem grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von »;i und );2- Dann ist die Gleichung ;2 immer in 
ganzen, resp. rationalen Zahlen Äj, ^2^ ^3 auflösbar, denn die unbestimmte 
Gleichung 3) mit den Unbekannten pi und p2 : 

(3 pi /;i + p2 r^2 = ^ 

ist, wenn tj^ und ij2 ganzzahlig und relativ prim sind, in ganzen Zahlen 
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auflösbar. Man findet die Auflösungen, indem man für r^i und r^2 ^^^ Schema 
des grOssten gemeinschaftlichen Theilers bildet : 

^1 = ?i ';2 + ''t 
'i2 = 92 f\ + '2 

;4 ''l = 93 '2 + ''3 

i\ _ 1 = gn + , r„ + 1 

und daraus durch successive rtlckwärts gehende Eintragungen eine 
Identität : 

ableitet, worin ni^ und m2 bestimmte, aus den ganzen Zahlen q^ 92***9n + i 
zusammengesetzte ganze Zahlen sind, welche eine ganzzahtige Auflösung 
von (3) darstellen. Auch die mit einer beliebigen ganzen Zahl 5 gebildeten, 
zusammengehörigen Zahlen : 

(5) Pi = Wi + 5 ii2 , P2 = rth — sr,i 

befriedigen die Gleichung (3). Nun erhält man aus einer Auflösung nii, ^2 

von :3) sofort eine Auflösung von ^): 

(6j Äi = — A3 r;^ w, , Ä2 = — ^3 ^3 ^2 

worin ^3 eine beliebige ganze Zahl ist, und es ist ersichtlich, dass auch die 
Zahlen : 

1) — A3 1^3 m, + sr^2, — ^3 ^^3 WI2 — sr^i 

der Gleichung (2) genügen. Diese letzteren Zahlen bilden für jeden be- 
stimmten Werth von ^13 zwei unbegrenzte arithmetische Reihen, von denen 
die eine die Differenz rj2i ^1^ andere die DifTerenz r^i besitzt. Diejenigen 
Glieder der beiden Reihen gehören zusammen, für welche die Zahl s die- 
selbe ist. 

Eine analöge Betrachtung gilt für Kantenbüschel. 

Beispiel. — Es sei 17 = [5i, i^, 3], worin 171 = 54 und >;2 = ^^ relative Prim- 
zahlen sind. Dann lautet die Gleichung (3): 

Pi*51 -f-P2-41 = 4. 
Das Schema des grössten gemeinschaftlichen Theilers giebt : 

5i = 4.n -f- 7 

44 = 4* 7 -f- 4 

7 = 4. 4 -f- 8 

4 = 1- 3 -f- 4 

Hieraus folgt umgekehrt: 

4 = 4 — 48 

— 4.3 = — 7 + 4 .4 

1 = — 7 4- J . 4 

2.4 s= 2.44 _ 2.7 

1 = 2.41 — 3.7 

— 3 -7 = — 3.5t -h 4i. n 

1 = — 3.54+ 14.41 
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folglich : 
und demnach 



Ferner nach (7;; 



iwi = — 8 , »i2 = 1 4 
Pi = — 3 -j- ^ 1 . Ä 

hl = 9 . A3 4- ^ 4 . s 
/i2 = — 4i • /13 — 31 • 5 



§3. 

Man kann nun zeigen, dass Flächen, deren Indices rationale Zahlen 
sind, im Zonenverbande stehen. 

Jede Flache h, deren Indices gegeben sind, wird bestimmt durch in 
ihr liegende Kantenrichtungen, welche ihrerseits durch schon vorhandene 
Flächen mit rationalen Indices erzeugt werden. In der That, man kann 
mit Hülfe der so eben entwickelten Methode die Gesammtheit der Flächen 
angeben, welche den FlächenbUscheln mit den Axen : 

Tri =[100], ^.f2=[0101, TT» =[001] 
angehören. Darunter befinden sich auch die Flächen: 

{OÄ2Ä3}, {ÄiO/,3}, {h.h^O}, 

welche auf den Fundamentalflächen : 

pi = {iOO}, p^ = {010}, p3 = {001} 
die Kanten : 

erzeugen. Durch je zwei dieser Kanten ist aber die Fläche h vollständig 
bestimmt. 

Analog ist die Bestimmung einer Kante r^ auszuführen. 

Der Zusammenhang zwischen dem Gesetz der Zonen und dem Gesetz 
der rationalen Indices wird also durch folgenden Satz ausgesprochen : 

Jede aus vier Flüchen oder Kanten arithmetisch ableitbare Flüche oder 
Kante ist aus denselben Flüchen oder Kanten auch geometrisch ableitbar und 
umgekehrt. 

F. E. Neu mann hat in seiner Inaug.-Diss.: De lege zonarum principio evolutionis 
systemalum crystallinorum. Berolini 48i6, pag. 2 auf den Zusammenhang zwischen dem 
Gesetz der Zonen und dem Gesetz der rationalen Indices aufmerksam gemacht. Der im 
Vorstehenden mitgethciite Beweis wurde zuerst von A. F. Möbius in dem für die neuere 
Geometrie bahnbrechenden Werke : Der barycenlrischc Calcul. 1827 gegeben, insofern 
derselbe in dem Abschnitte über das geometrische Netz in der Ebene S. 266 IT. Systeme 
von Geraden und Punkten der Ebene, welche die Eigenschaft der Flüchen und Kanten 
eines Krystalles besitzen, arithmetisch und geometrisch aus je vier unter ihnen ableit- 
bar zu sein, behandelte. Die Bedeutung seiner Untersuchung für die geometrische Kry- 
stallogrnphie bemerkte Mübius erst später (vgl. die auf S. tO cit. Abhandlung). 

§*• 

Wir suchen jetzt die Bedingung dafür, dass Flachen oder Kanten in 
einem Büschel liegen. 
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Wenn drei Flächen /?, h\ h" einem 
Büschel, dessen Axe die Indices 
r^ii]2^lz besitzt, angehören sollen, so 
müssen ihre Indices die Gleichungen 
befriedigen : 

hl r^i + /?2 m + ^3 '/3 = Ö 
(1/ h\ i?i + h\ ij2 + h's /;3 = 

woraus folgt, dass die aus den Indi- 
ces der drei Flachen gebildete De- 
terminante verschwinden muss : 

I ^1 ^2 ^3 

(2) i^'l^?^> =^ 

i h'\ h'\ Ä"3 , 

Umgekehrt folgt aus dem Verschwin- 
den dieser Determinante, dass die 
drei Flächen einem und demselben 
Büschel angehören. Bezeichnet man 
die linken Seiten der Gleichungen (1) 
symbolisch mit 

h %' h" 

SO verschwindet auch jede, vermit- 
telst dreier ganzen Zahlen /, Ä', )" 
gebildete lineare Verbindung dieser 
Grössen identisch: 

(3. lh^ + l'h^ + rh\ = 

denn man kann sie so schreiben : 

(AÄ2 + A'Ä'2 "f" ^"h"^ rj2 + 

und ersieht daraus, dass sie nur 
stattfinden kann, wenn jeder der 
Goefficienten für sich verschwindet : 

;LÄi +?:h\ +)"h\ = 
(4) ;j/2 + A'Ä'2 + >t"A'2 = 

;.Ä3 +A'Ä'3 4-^"Ä"3 = 
Dies ist aber der Fall, wenn, wie 
obön vorausgesetzt wurde, die von 
den Indices der drei Flächen ge- 
bildete Determinante : 



(5) 



h*i h'i h '2 



Wenn drei Kanten j;, r]\ if einem 
Büschel, dessen Ebene die Indices 
hih2h.^ besitzt, angehören sollen, so 
müssen ihre Indices die Gleichungen 
befriedigen : 

K^t\ + ^2»/2 4-Ä3»i3 =0 
^l ^/l +'^2 ^\ + A3 >;'3 = 

^1 n\ + Ä2 ^^"2 -h K ri"z = 

woraus folgt, dass die aus den Indi- 
ces der drei Kanten gebildete De- 
terminante verschwinden muss : 



^^! '?2 »;3 



= 



I 'S 1 '/ 2 *; :» 

tr tt it 

I '; 1 '; 2 ^] 3 

Umgekehrt folgt aus dem Verschwin- 
den dieser Determinante , dass die 
drei Kanten einem und demselben 
Büschel angehören. Bezeichnet man 
die linken Seiten der Gleichungen (1 ) 
svmbolisch mit 

nh^ ^\^ V"h 

SO verschwindet auch jede, vermit- 
telst dreier ganzen Zahlen /, /', T 
gebildete lineare Verbindung dieser 
Grössen identisch: 

denn man kann sie so schreiben : 

und ersieht daraus, dass sie nur 
stattfinden kann, wenn jeder der 
Goefficienten für sich verschwindet : 

^ '/2 4- '' f/2 + ^' ^f2 = Ö 

'»/S + ^''^'3 + f'^A = ö 
Dies ist aber der Fall, wenn, wie 

vorausgesetzt wurde, die von den 
Indices der drei Kanten gebildete 
Determinante : 



ff 



^a^iy] 2 
';3 n-i fi 
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welche mit '2) übereinstimmt, ver- 
schwindet. — Aus (4) ergiebt sich 
nun, dass man die Verhältnisse der 
Indices einer Flache h des Btlschels 
[h' h"] ausdrtlcken kann durch die 
Indices der Flächen h\ h" und eine 



ft 



Zahl ^ , welche mit der Flache h 

variirt: 

(6) h^\h<i'.h^ = 

Zu jedem Werthe von — gehört eine 

Fläche des Büschels und umgekehrt, 
für jede Fläche des Büschels kann 

man eine Zahl -jr , einen sogenann- 
ten Parameter, finden. 

Sind die Indices der Flächen Ä, 
Ä', h" gegeben, derart, dass sie der 
Bedingungsgleichung {%) genügen, 
so folgen aus (4) die Verhältnisse der 
Zahlen : 



welche mit (2; übereinstimmt, ver- 
schwindet. — Aus (4) ergiebt sich 
nun, dass man die Verhältnisse der 
Indices einer Kante ij des Büschels 
{r/ r/') ausdrücken kann durch die 
Indices der Kanten »;', i]" und eine 

r 

Zahl y , welche mit der Kante tj 
variirt: 

^ix + ^^i i'-lr^ 2 + Frj 2-1^3 + 1 V i 

r 

Zu jedem W erthe von y gehört eine 

Kante des Büschels und umgekehrt, 
für jede Kante des Büschels kann 

r 

man eine Zahl -p, einen sogenannten 

Parameter, finden. 

Sind die Indices der Kanten i;, 
r]\ tf gegeben, derart, dass sie der 
Bedingungsgleichung (2) genügen, 
so folgen aus ;4; die Verhältnisse der 
Zahlen : 



■hh'h 

\ 1 '' 



= .'/ 'Di •■('?"'?)2 :('?'?';» 



= ;'?''-/')3 :(»?"';.■ 3-'' 



,7) ;.:r:r=7j'Ä"i,:.Ä"Ai 

= h'h"h:':h"h]2 

Da nun der Parameter -p- durch die 

Indices der drei Flächen rational 
ausgedrückt werden kann, so ist er 
eine rationale Zahl, die alle Zah- 
lenwerthe von — oo bis -}- oo an- 
nehmen kann. 

Die Gleichung einer Fläche h des 
Büschels lautet : 

(8/ h^ ^ A'Ä'y, -|- ^"h"„ = 

Wie die Gleichung (2) lehrt, enthält die Bedingung dafür, dass dre 
Flächen oder Kanten einem Büschel angehören , nur die Indices dieser 
Flächen oder Kanten, deren Verhältnisse bei jeder Temperatur dieselben 
sind, und ist unabhängig von den Axenlängen und den durch die Axen ein- 
geschlossenen Winkeln, welche Grössen im Allgemeinen mit der Temperatur 
stetig veränderlich sind. Demnach bleiben die Flächen oder Kanten, welche 
bei irgend einer Temperatur in einem Büschel liegen , auch bei jeder 



r 

Da nun der Parameter y durch die 

Indices der drei Kanten rational aus- 
gedrückt werden kann, so ist er eine 
rationale Zahl, die alle Zahlen- 
werthe von — oo bis -\- oo anneh- 
men kann. 

Die Gleichung einer Kante ij des 
Büschels lautet : 
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anderen Temperatur in demselben Büschel vereinigt. Dieser Sat£ führt 
den Namen : GeseUs der Erhaltung der Büschel . 

Beispiel. ~ Der von den Flächen V« 240 und V es 444 bestimmten Zone [4 24] 
gehören unter anderen folgende Flächen an : 

240, 584, 824, 548, 444, 845, 423, 485, 012, 437, 448, S.8.44, 244, 345, 704, 
548, rr«, TT.J.5, 574, 754. 



Aus (7) ergiebt sich für : 

h = 584 
324 
543 
345 
423 
435 



so dass nach (6) : 



A:A':r= — 4 

— \ 

— 4 

— 4 

— 4 

— 4 
u. s. w. 



2:4 
4 :4 
4:8 

— 4 

— 4 

— 2 



5 
3 
5 



5 
8 
5 
8 
! 
4 



8 
2 

4 
4 
2 
8 



4 s= 2*2 + 1 *4 

4 = 4.4-^-1.4 

3 s= 4 .) 4. 8*4 

5 «» — 4 . 2 -I- 5 . 4 
8 = — 4.2 -f- 8-4 



2-4-f- 4 .4 
4.4+4.4 
4 . 4 4- 3.4 

— 4.4 -f- 5.4 

— 4.4 -f-8-4 

— 2.4 +5-4 



2.0 + 1 
4.0 + 4 
4.0 + 3 

— 4.0 + 5 

— 4.0 + 8 

— 2.0 + 5 



\ B — 2.2 + 5-4 

u. s. w. 
Im regulären Systeme ist [4 14] eine der »Diagonalzonen« des Oktaeders. 



§6. 



X" 



(1) 



Es soll die geometrische Bedeutung des Parameters -p- ermittelt wer- 
den*). Der Kürze wegen beschränken wir uns auf die Betrachtung von 
Flächenbüscheln. 

Aus § 4 (7) entnehmen wir: 

A" A2 A'3 — A3 Ä'2 As h\ — Aj A'3 hl h\ — ^2 h\ 
X ^2 A 3 — A3 A"2 A3 A 1 — Aj A"^ hyh 2 — Aj A"i 
Wird einer dieser Werthe, z. B. der dritte, umgeformt in: 

A' h\ ^2 A'2 

h^ h'\ 
so ist derselbe nach der Definition der Indices in § 3, 1 des zweiten Kapitels : 

X ~ h\ ' 1 — (yr2 7t^ €« 0)3) :(7C^7t^ €« w"3) 

worin oi'^ und (a"^ die Durchschnittslinien der Flächen A' und A" mit der 



*) Th. L., Zeitschr. f. Krystallogr. 4 879, 4, 202. — Vgl. W. Fiedler, Darstellende 
Geometrie. 2. Aufl. 4875, S. 544, Nr. 7. Hier ist das Resultat, ebenso wie das in Nr. 6 
zuletzt unrichtig abgekürzt. 

Liebisoh, Oeometr . Krystallogr. 3 
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PuDdamentalflflohe ffi bedeuten, siehe die LiBearprojection Fig. 16. Dieser 
Ausdruck lässt sich mit HUlte der von fünf Elementen eines Büschels gelten- 
den Identität : 

(183i)(1S45)(1S53)=1 



oder: 



[123i):(1S35]=(2U5) 




Fig. 1«. 

Bezeichnet man nun die Flächen des Btlscbels i] = [A, fi', h"], welche 
parallel zu den Funds mental kanten 

jr» = [100], 7rS=[010], rr3=[001] 
gehen, der Reihe nach mit mi, m^, m^, so dass: 

m^ = {o(Av.")3(W')j} = {o(a;;a},(ä"I)j) = {(m%iWh) 

m^={(h'k"UQm^] = {(A"A)30(O).} = {(AA%0(AA'),} 
m» = {(A'A")i(A'A"),0} = {(A"A)5(A"A)iO} = {1AA')3(AA'),0) 

dann ist, wie die Figur 46 veranschaulicht, das DoppelverhUllniss: 
(7r'w*w"*(u'ä) ^;'miAA''A') 

und demnach : 

A'i sin (ff)' A") sin(m'A') 

"~A"i sin (A A"! $in(AA') 



C) 
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^r_A\ sin jm^h") sin {h h') 

Y~h\ ' sin(miÄ')*sm(Är) 

X' 
Zwei analog gebildete Werthe erhält man für — y aus dem ersten 

und zweiten Ausdrucke in (1), so dass allgemein der Parameter: 



_^_^ sin (m'r) sin 



(ÄÄ') 



Ä",. sin(w*A') 8in(AÄ'*) 
worin i = ^, 2, 3. 

Werden die drei Werthe von — -ry einander gleich gesetzt, so ergiebt 



sieb: 



oder: 

(3) 



h\ s\n{m^h") ^h'.2 sin {m'^h") _ h'^ sin {m^h") 
h'\ sm[m^h:)~h\ sm [mn')~h\ sin(iw3Ä') 



h\ ^ h\ ^ h\ _ sin [K m>) sin [W nfl) sin [K m») 
A"i * h\ • Ä"3 ~ sin [h"m^] ' sin (Ä"m«) ' sin [h^m^) 

d. h. die Qtiotienten aus entsprechenden Indices zweier Flächen eines Kry Stalles 
verhalten sich unter einander wie die Quotienten aus den Sinus entsprechen- 
der Winkel, welche die beiden Flächen mit den, zu den Fundam^talkanten 
parallelen Flächen ihrer Zone einschliessen. 

Ein analoger Satz gilt ftlr Kanten : 

Die Quotienten aus entsprechenden Indices zweier Kanten eines Krystalles 
verhalten sich unter einander wie die Quotienten aus den Sinus entsprechen- 
der Winkel, welche die beiden Kanten mit den, von ihrer Verbindungsebene 
auf den Fundamentalflächen erzeugten Durchschnittslinien einschliessen. 

Sind die Winkel gegeben, welche zwei Flächen mit den zu den Fun- 
damentalkanten parallelen Flächen ihrer Zone einschliessen ^ so kann man 
nach (3) aus diesen Winkeln und aus den Indices einer der beiden ersteren 
Flächen die Indices der anderen berechnen. 

r 

Ist der Parameter p = ±: 1 , so ist : 

Ai : Ä2 :Ä3 = A'i ± h'\ '.h\ ± h\:h\ ± ^"3 
und aus (2j folgt: 

(4) Ä',. sin (m'r) sin [hh') ± h\ sin (m*A') sin [hh") = 
worin 1 = 4 , 2, 3. Da nun : 

(Ä &") = (Ä äO + [K A") , (»!• h") = (m'h') + [W h") 
so ergiebt sich aus der letzten Gleichung, dass in dieisem speciellen Falle : 

(5) A',- cot [m'K] 4- {A',. ± A",} cot (A' A") ± Ä",. cot [hK] = 

Um ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir 
eine Zone aus der von G. vomRath*) zusammengestellten flächenreichen 
Combination des vesuvischen Anorthits (Fig. 17). Die Flächen : 

*] Ein Beitrag zur Kenntniss d. Anorthits. Pogg. Ann. 4879, 147, 84, Taf.Il, Fig. 7. 

8* 
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241 



150- • 



241 




bestimmen die Zone : 

in welcher die zu den Fundamental- 
kanten Tt^y TT*, TT* parallelen Fla- 
chen : 

liegen. Es seien bekannt die Fla- 
chenwinkel: 



Fig. 17. 

und die Indices 45T der Flache A". 
rechnet w^erden. Aus (3) folgt: 



ml A') = 
;miA") = 
(w2A') = 
(mU") = 
(m»A') = 180 
(m3A")= 480 



310 46' 

72 36 

65 6 

24 16 

— 210 28' 
+ 19 22 



Die Indices der Flache A' sollen be-. 



, sin (m^ A') „ sin 31^46' 
^^=ii^(^^'*^ = sin72 36-* = 0,5517.4 

log sin 840 46' ^ 9,72487 — 40 
log sin 72 86 »9,97966 — 10 



0,74474 — 4 



Sin (m^A') Sin 650 6' 

^ sin(m2A") ^ sin 24 16 '^"^'^ 

log sin 650 6' ».9,95763 — 40 
log sin 24 46 a 9,64882 — 4 



Ä'. 



sin (m^ A') . „ si 



0,34384 

sin 210 28' 



sin (m3A") 



sin 19 22 



. 1= 1,1036 



log sin 240 28' = 9,56848 — 40 
log sin 4 9 22 -B 9,52063 — 10 



0,04280 

Da nur die Verhaltnisse der Indices in Betracht kommen und da man 
mit hinreichender Genauigkeit setzen kann: 

0,5517. 4 = 1,1036. 2 

2,2070-2 = 1,1036.1 
so ergiebt sich : 

A' = {A'iA'jA'a} = {2Jl}. 
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§ 1 — 5. Gesetz der rationalen Boppelverhältnisse. 



Die in dem vorigen Kapitel begonnene Untersuchung über den Para* 
meter, der in einem durch zwei Flächen oder Kanten bestimmten Büschel 
einer dritten Fläche oder Kante eignet, ist einer weiteren Entwickeluug 
fähig, aus der wir einen neuen Gesichtspunkt für die geometrische Be- 
trachtung der Krystalle gewinnen. Bilden wir den Quotienten zweier 
Parameter, so finden wir, dass er gleich ist dem Doppelverhältniss der bei- 
den das Büschel bestimmenden Flächen oder Kanten und der beiden Flächen 
oder Kanten, auf welche sich jene Parameter beziehen. In der That, 
sind K'K" zwei Flächen des Büschels sind rf'ri" zwei Kanten des Büschels 



[h h'] , so ist nach § 4 (6) deis dritten 
Kapitels : * 



[rirf]; sa ist nach § 4 (6) des dritten 
Kapitels: 






= nji +r'ri\ :ni2 + r^ri^irrj.^ -f- r'rj'^ 



h"\ : h 



'"2 : Ä 



nr 



Jtt 



nt 



J*i 



= aki+&h\:ah2 + a'h\\ah^ -f- &h\ 

und nach § 5 [4 *) desselben Kapitels 
dex Parameter : 



und nach § 5 (4*) desselben Kapitels 
der Parameter : 



n i 



{h"h')t ■.. 

a (n h)^ hi 

worin e, d und 1 = 1, 2, 3. Dem- 
nach ist der Quotient dieser beiden 
Parameter : 

Q\a' _{h"h),_{h'"hU_ 
q- a-{h"h'),[h'"h')8 



f' (»?"»? )f Vi I i " • ' 

r iVV)i Vi 

_ fl _ (5!!2l* — :2£ ^,< 



s 



iv v}d Vi 



|i) 



(m'h"h'h) 



(m*h"'h'h 



L={hh'h"h"') 



worin e, d und t = 1, 2, 3. Dem- 
nach ist der Quotient dieser beiden 
Parameter: 



[^i^ri 'rj'r]] 



rj rj rj j 



So ist das Doppelverhältniss von vier Flächen oder Kanten eines Büschels 
durch, die Indices dieser Flächen oder Kanten ausgedrückt. Für ein. Und 
dasselbe Doppelverhältniss findet man neun Ausdrücke in den Indices für 
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8 und d = 1 , 2, 3 ; zuweilen nehmen einige unter ihnen die unbestimmte 


Form jr an. 

Da nun die Indices stets rationale Zahlen sind, so sind es auch jene 
Doppelverhältnisse. Demnach gilt der Satz : 

Das Doppelverhältniss von vier Flächen oder Kanten eines Büschels ist 
eine rationale Zahl. 

Dieses Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse ist gleichbedeutend 
mit den Gesetzen der Zonen und der rationalen Indices, da es aus ihnen 
folgt, und da man auch umgekehrt von ihm ausgehend zu jenen gelangt. 
Es ist also eine dritte Ausdrucksweise für die charakteristische geome- 
trische Eigenschaft der Krystallpolyäder^). 

Von besonderem Interesse ist der specielle Fall, in welchem 

ist. Dann bat das Doppelverhältniss [hh'K'h"'] den Werth — 1; d. b. es 
ist ein harmonisches : 

Vier Elemente eines Büschels^ deren Indices in der Beziehung zu einan- 
der stehen^ dass 

h'\^hi + Th\, h"\ = h^-Th'i 

sind vier harmonische Elemente. 

In diesem Falle ergiebt sich aus : 

(h w K'h"'\ — ^'°(^^") . siP(^^"') _ , 
^'^^'^ "" i — sin [h'K'] • sin (Ä'Ä'") " ~ ' 

dass * 

sin [h"'h) sin [K"h'] _ 

sin(A"A)"^sin{A"A') ~ 
oder, wenn man : 

(A"'A") = (Ä"'A") + (A"A) , (A"' A') = (A"' A") + (A"A') 
setzt 

sin [h"'K'] cot [K'h] + 2 cos [h'"h") + sin [h"h") cot [h"h ') = 

oder: 

(2) 2 cot (A" A'") = cot (A" A) + cot (A" A ') 

d. i. eine Relation zwischen den Winkeln, welche vier harmonische Ele- 
mente eines Büschels unter einander einschliessen. Nun ist das Doppel- 
verhältniss : 

(AA' A"A'") = [hhh"'K') = {h"h"'hh') = [h'"h"h'h] 

also bestehen auch die Relationen : 



*) Doppel Verhältnisse wurden in krystallographischen Untersuchungen zuerst von 
C. Fr. Gauss angewendet. (Werke 2, 808. Aus dem Nachlass d. Jahres 48S4.) — Vgl. 
Th. L. Zeitschr. f. Krystallogr. 4878, 8, 28-- 80. 
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2 cot (h"'h") = cot (Ä'" A') + cot {h"'h) 
2cot{ÄÄ') =cot(ÄA") +cot(Är') 
2cot{A'Ä) =oot(A'A'") + cot(A'Ä") 

Von diesen Formeln wird bei der Berech- 
nung monokliner und trikliner Krystalle An- 
wendung gemacht. Ist z. B. bei einem mono- 
klinen Krystalle (s. Fig. 18] h die Basis, A' das 
Orthopinakoid, also : 

A = 00i, A'=400 

und sind h", K" zwei Flachen aus der Zone der 
Symmetrieaxe mit den Symbolen : 

A''=AiOA3, A'" = A"iOA3 



wonach : 







Fig. 48. 



ist, so erhält man aus : 

cot (AA') = i {cot (A A") + cot (AA'")) = \ {cot (A"' A') + cot (A"A')) 
oder aus den zur logarithmischen Berechnung bequemeren Formeln : 

8sin(AA^>in(AA^^) 2 sin (A" A') sin [V" A') 



tan (AA'} 



sin{(A"A') + (Ä'"A')} 

den Flächen winke! (AA') und* damit auch den von der Kiinoaxe und der 
Yerticalaxe eingeschlossenen Winkel, wenn die Winkel zwischen der Basis 
und den Flächen A"A'" oder die Winkel zwischen dem Orthopinakoid und 
diesen beiden Flächen gegeben sind"^). 

§2. 

Aus dem Gesetz der rationalen Doppeiverhältnisse folgt, dass drei 
Flächen oder Kanten ein Btlschel vollständig bestimmen, in dem Sinne, dass 
jedes mögliche vierte Element des Büschels mit den ersteren drei Ele- 
menten ein Doppelverhältniss von rationalem Zahlenwerthe geben muss. 
Selbstverständlich darf von solchen drei Flächen oder Kanten keine die 
Gegenfläche oder Parallelkante einer anderen unter ihnen sein ; sondern je 
zwei derselben müssen die Axe oder die Ebene des Büschels selbständig 
erzeugen. 

Wenn es sich nur um die Betrachtung eines Büschels, es für sich ge- 
nommen, handelt, so kann man, wie sich nun ergiebt, drei Elementen 
desselben beliebige, nur der Bedingung von § 4 (2) des dritten Kapitels 
unterworfene Indices ertheilen, ohne Rücksicht auf die Winkel, welche 
diese Elemente unter einander einschliessen. Von den drei Winkeln zwi- 



*) Ueber diese »Basalformel« von Chr. S. Weiss, vergl. Naumann» Lehrb. der 
rein, und angew. Krystallogr. 4880,2, 74, 425 — 426. Kupffer, Handb. der rechn. 
Krystallon. 4834, 387. Quenstedt, Handb. Min. 4855, 64. Grundr. der bestim. und 
rechn. Krystallogr. 4 873, 89, 844, 854. Klein, Einl. Krystallber. 4876, 225, 255, 276. 
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sehen drei Elementen eines Büschels sind nur je zwei von einander un- 
«ibhängig. 

Das Doppel verhältniss [hh'h"K"\ hat einen positiven Werth, wenn die 
Elemente K' und h"' den Winkel [h h') beide innen oder beide aussen theilen ; 

einen negativen Werth, wenn das eine dieser beiden 
Elemente den Winkel [h K) innen, das andere aussen 
theilt. Es nimmt den W^erth \ an, wenn hT' mit A" 
zusammenfällt; den Werth — 4, wenn die Elemente 
h* und h!" den Winkel [hK], das eine innen und das 
andere aussen , nach demselben Sinusverhältniss 
theilen (harmoiiische Theilung). Der Werth des 
Doppelverhaltnisses ist c», wenn hT mit A, und 0, 
wenn h"' mit V zusammenfällt. In Fig. 49 sind die 
Werthe des Doppelverhältnisses [hKK'h"') für den 
Fall, dass h" den Winkel [hh') aussen theilt, ver- 
zeichnet. 

Da nach Formel (1j in § 4 jedes Doppelverhältniss sich sowohl durch 
die In<j[ices seiner Elemente als auch durch die Winkel zwischen diesen 
Elementen darstellen lässt, so bieten sich zwei Aufgaben dar, deren Losun- 
gen durch die Beziehungen [\) gegeben sind"^). Es mOge der Ktlrze wegen 
die Betrachtung auf Flächenbttsohe^ beschränkt werdeff. Dann ist nach (i): 

(\-\ ihh'K'K"\ - ^^^"^^ ' ihh"')s_ smihh"] . sin(Ar-) 

I. Sind die Indices von vier tantozonalen Flächen: 

Ä = Äi A2 A3 , Ä' = A'i A 2^ 3 ? A" = h'\ h^2 ^"3 ? ^"^ = ^"'1 ^"'2 ^"3 
und zwei der sechs Winkel zwischen diesen Flächen bekannt, so sollen die 
tlbrigen vier Winkel berechnet werden. Es seien z. B. die Winkel 

(AA') and (AA") 

gegeben; (AA'")soll berechnet werden. Der Werth des Doppelverhältnisses 
(AA'Ä"A"'), ausgedrtlckt durch die Indices der vier Flächen, ist bekannt und 
möge mit 51 bezeichnet werden. Nach (4*) ist : 

_ Sin(AA^^) sin [h'h'") 

sm (h'h'Y sin [hh"') 
oder, wenn: 

(A'A") = (A'A) + (A A"), (A' A'") = (Ä' A) + (A A'") 

gesetzt wird, 

cot (An - cot ( A^^') 

^ ' cot(hh") — cot {hh'j 

Hieraus folgt : 

(3) cot(AA"') = (< — .9l)cot(AA') + acot(AA") 



*) Vgl. W. U. Miller, A treatise on crystatipgrapby 4838. 
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Ist Dach dieser Forme! (hh"') berechnet, so sind damit auch die übrigen 
Winkel zwischen den vier Flächen bekannt : 

(Ä'A") = (Ä'A) + (ÄA"), (A'A'^) = (*'*) + (**'"), (A''A'")c=(A''A) + (AA'^) 

Man bemerkt^ dass die Formel (5j in § 5 des dritten Kapitels und die 
Formel (2) in § 1 dieses Kapitels specielle Fälle der vorstehenden Formel 

(3) sind. ' 

II. Wenn die Winkel zwischen vier tautozonalen Flächen und die In- 
dices dreier derselben : 

A = A^ Aj A3 , A = A'j A'j A'3 , h" = K\ K\ K\ 

gegeben sind, so sollen die Indices der vierten Fläche K" berechnet werden. 
Der Werth des Doppel Verhältnisses [hh'K'K'*)^ ausgedrtlckt durch die 
Sinusse der Winkel zwischen den vier Flächen, ist bekannt und möge mit 9 
bezeichnet werden. Nun ist nach [\*)f\XTÖ^=i\: 

oder: 

A"^a g(A^A")^A2 — (AA")^A^2 
A'"3~8t(A'A'%.Aa-(AA")^A'3 

Analoge Ausdrücke erhält man für >d =^ i und ^ = 3.: : 

h'\_%{h'h"),h^-(hh"),h'^ 
K'\~ i[h' h"),h^ — [hK\h\ 

Ä^'^8l(A'A''),A2-(AA'%A', 

Hieraus folgt, wenn man für 9 seinen Werth : 

sin (Ar) sin (A h'" ) 
■" sin (A'A") • sin (A'A"') 

einträgt und mit P einen Proportionalitätsfactor, mit : 

G =sin(AA") sin (A'A'") (A'A'% 

6' ==: sin (A'A") sin(A A'")(A A")^ 
bezeichnet : 

PA^'i = GAi — G'h\ 

(4) PK'\ = Ghi — G'h\ 

Ph"\ = Gh^ — G'h\ 

für € = 4, 2, 3. Die Ausdrücke (4] besitzen, wie zu erwarten war, die 
Form von (6) in § 4 des dritten Kapitels. 

Die Lösungen (3) und [4] der Aufgaben I und II bieten die Grundlage 
für die Berechnung der Krystalle dar. W. H. Miller*) hat mit Hecht her- 
vorgehoben, dass diese einfachen und nützlichen Formeln nicht leicht in 
einer kryslallographischen Bezeichnungsweise, welche wesentlich von der 
durch Indices abweicht, ausgedrückt werden können und sich jedenfalls 

*) Crystallogr. Notices. Phil. Mag. London. July 4868. 
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allen ßezeichnungsweisen entziehen, welehe [wie u. a. die von Naumann] 
einfache Formen durch besondere Sjmbole darstellen, ohne im Stande zu 
seiU; die verschiedenen Flächen derselben von einander zu unter- 
scheiden*). 

Wir wollen die Anwendung der Formeln (3) und (4) durch die Berech- 
nung einer Zone des Anorthits er- 
läutern. Nach Des Cloizeaux '*'*) 
schliessen die in Fig. 20 durch Indices 
bezeichneten Flächen der Zone [1121 
folgende Winkel ein : 

(021*21») = 310 46' 

(2iriT0) = 21 28 

(lTa*45T) = 19 22 

(42r20T) = 24 16 

(20r423) = 22 7 

(42^1 IT) = 15 40 

(1ir02T) = 45 21 




Fig. 90. 



180 — 
I. Gegeben seien die Indices der vier Flächen : 

h = {021}, h' s= {241}, A"= {UO}, h"' = {42?} 

und die beiden Winkel : 

(ÄA') = 310 46', [h'h") = 210 gg' 

Es soll der Winkel (AA'") berechnet werden. — Nach Formel (1*) ist 
für € = d = 1 : 

^ h2 h\ — A3 h\ h\K'\ — h\h''\ _ —2.0+ M 41 + 2-1 _ 3 
~ A'2A"3 — h\h\'h^ K'\ — A3 K'\ ""—40 + 1.1*2.1 + 2- 1~2 

und nach (3) ist demnach : 

cot (A A'") = — i cot (A A') + I cot (A A") 

(AA") = (AA') + (A'A") = 530 14' 



Nun ist : 
also: 



cot (Ä h"') = — i cot 31 46' + I cot 530 \ 4' 
Man findet***): 



*) Nach dem Vorgange von Miller wurden diese Formeln für die Zwecke der 
Krystallberechnung benutzt von J. Grail ich, V. v. Lang, A. Schrauf, M. Websky 
u. A. Dagegen fanden sie keine Aufnahme in die Lehrbücher von Naumann, Quen- 
stedt, Schröder, Klein, u. A. 

**) Manuel de roin^ralogie. Paris 1862, I, 295. — Dasselbe Beispiel wurde von 
M. W e b s-k y bebandelt. Monatsber. Berlin. Akad. M. Jan. 1876. 

***) und zwar sehr bequem mit Hülfe der »Sammlung mathematischer Tafeln. Als 
neue und völlig umgearbeitete Auflage von Vega's grösseren logar.-trigonometr. Tafeln 
herausgegeben von J. A. Hülsse. Leipzig 1840«, welche in Tafel III die wirklichen Län- 
gen der trigonometrischen Linien von Minute zu Minute für den Halbmesser \ angiebt. 



§ 4 — 5. Gesetz der rationalen Doppel verfafiltnisse. 43 

|cot 530 44' =»)• 0,7474886 s 4Ji078i9 
icot34 46 s i - 4,6449880 « 0,8074660 

COiihh"') = 0,84 834 69 

folglich (AA'") =720 36' 12" 

wahrend nach Des Cloizeaux [AA'") = 72 36 ist. 

II. Gegeben seien die Indices der drei Flachen : 

A = {084}, A' = {24l}, h''={\U} 
und die drei Winkel: 

{AA') = 310 46', (A'A") = 210 28', (A"A'") = 49« 22' 

Es sollen die Indices der Fläche A'" berechnet werden. — Zunächst 
erhalt man für die zur Berechnung der Grössen G und G' in (4) erforder- 
lichen Winkel: 

(AA") = 53M4', (A'A'") = 400 50', (AA'") = 72« 36' 

und für (A'A")^ und (AA")^, wenn e = < gesetzt wird: 

(A'A")i = A'j A", — A'3 A"2 = — 4 . + M = 1 
(AA"ji = A^ A"3 — As A"2=: — 2.0 + <•<= < 

Demnach ist: 

G = sin 53« 44' sin 40^ 50' = 0,523795 

G' = sin24 28 sin 72 36 =0,349214 
DeoD es ist : « 

log sin 530 44' == 9,9036757 — 40 log sin 240 28' » 9,5634385 — 40 
log sin 40 50 = 9,8454854-7 40 log sin 7« 86 ^ 9,9796578 — 40 

0,7494644— 4 0,5430948— 4 

Daraus folgt nach (4): 

PA'^i = 0,523795 • — 0,349214 • 2 = — 0,698428 
PA^'i = - • 2 — - . l = 0,349266 
PA"'3 = - . T — - . 1 = 0,(74581 

Nun ist mit hinreichender Genauigkeit : 

0,349266 = 2 • 0,174581 = 0,349162 
0,698428 = 4 . - = 0,698324 

Folglich sind die gesuchten Indices der Fläche A'", deren Verhältnisse allein 
in Betracht kommen : 

A'",A"'2Ä"'3 = l2l = 42I. 

§3. 

Folgende specielle Fälle der Formeln (4) des vorigen Paragraphen 
erscheinen bemerkenswerth : 

(a) . . . Ist A"' eine der Flächen m^, m^, m^, d. i. eine der Flächen des 
Büschels [A, A', A"], welche parallel zu den Fundamentalkanten gehen (vgl. 
S. 34), so nimmt das Doppeiverhältniss 9 einen der folgenden Werthe an: 
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(Ä'r)/Ai' (Ä'Ä")/Ä2' {Ä'r)/Ä3 

worin e = 4, 2 oder 3. 

(6) . . . Ist A eine der Flächen m^, m^, m^^ so nimmt das Doppelverhält- 
niss % einen der folgenden Werthe an : 

fr^ {h'h'")^ K\ (h'h'")g a;^ (h'h"')g 
h"'^'{h'h'')yh-'\{h'h'')y h"','{h'h")s 

und die Formeln (4) gehen über in: 



A'", ~ U"i A'J"^A', 






2 W2 Ä'j/ A'j 



(4«) ,. 



A"'j~^'^U"2 A'j/^A'2 

All o,/A"i A',\ , A', 
A"' 



3 \A"a A'j/ A'3 

_ ij /A|2 ^\ 4. *i 

\A"3 A's/ A'3 



" 3 

Eine noch einfachere Beziehung bietet der nächste Fall dar. 
(c} . . . Geht man bei der Berechnung der Zone [001] von den Flächen 
A = {<00}, A' = {010}, A" = {HO} aus, so ist in (i) zu setzen für c = 8 : 

(A'A")s = A'i A", — A'jA", = . 1 — 1 • 1 = — 1 
(A A") j = Ai A"2 — A, A", = 1 • 1 — • 1 = 1 
und : 

p.h"\ = sin (AA") sin (A'A'") . T- 1 — sin (A'A") sin (A A'") • 1 • 

P . h"\ = sin (A A") sin (A'A"') • T • — sin (A'A") sin (A A'") \ \ 
p.h"'3 = Q. 

Hieraus folgt: 

A"'i _ sin (A A") sin (A'A"') _ 

A"'2 ~ sin (A'A") sin (A A"') "~ 

In analoger Weise erhält man in der Zone [010], wenn A = {001}, 
A' = {100}, A"={101}ist: 



A 



3 



= a 



I.'" 

und in der Zone [4 00], wenn h = {040}, Ä'= (001), A"= {014} ist: 



Ü 
.w 



Äff, — — Jk» 
3 



d. h. geht man bei der Berechnung der Zone einer Fundamentalkante von den 
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beiden PUndamentalebenen tmd derfemgem FIOcAe, cterefi von N%Ul versd^Mlene 
Jndkes einander gleich smd, auSy so ist das VerhäUniss der beiden von Null 
verschiedenen Jndices irgend einer vierten Fläche der Zone gleich dem Doppel-- 
verhaltniss der drei zu Grunde liegenden Flächen und dieser vkrten Fläche. 

Betraditet num die drei zu Grunde liegenden FlSchen in veiHnderler 
Reihenfolge, so ändert sich damit nattlrlidi der Werth des Doppelverhttlt- 
nisses. Setzt man x. B* in der Zone [004]: 



so ist: 



h = {100), h' = {1 40), h" = {010} 






Miller*) hat einen Ausdruck für das Doppeiyerhaltniss (hh'h''h'^) 
angegeben, welcher nicht, wie der des § 4 : 



(1) 



^ j — ^.^ ^^,^^ . ^^ ^^,^^^ ""(*'*")/ \h'h'")ß 



an dem Uebeistande leidet , dass eines der 
beiden Veriiältnisse der rechten Seile zu- 
weilen den unbestimmten Werth f annimmt. 
Gehören nämlich die Flächen h und h' be- 
ziehungsweise den Zonen : 

an (s. Fig. 24 ] und wird die Zone rj = [rji rj^ 173] 
der vier Flächen hKh"h'" durch TA'" be- 
stimmt gedacht, wonach : 




Fig. J4 . 



SO ist: 



A^:A2:Ä3 = (fjj)j:(fij)j:(^,j)3 
A'i:A'2:Ä'a = (?»?)i:(?i?)2:(Ci?)3 
Aus (4) erhält man für € = J = 4 : 

(A A' A"A"') _- ^^'3 — h^'\ . ^^"\ — ft3A'''2 

Ä 2 A"3 — A'3 A'2 A'2 A'% — A'q A"' 



3 



worin nun zu setzen ist : 



A3 = (f-jls = li(A"A"'), - liirA'"), 
h^^m-, = Uh"h"\ - Ci(A"A"'), 
A'3 = [Uh = Ci(A"A"'), - ?,(A"A'"), 



*) On the anharmonic ratio of radii normal to four faces of a crystal in one xone. 
Phil. Blag. London, Febr. 1857. 
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dass: 



Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Identität : 



Ä,Ä"'3 -AjÄ^j =(A''Ä'")i 



[A"i Ci + A"i C2 + A", ts} 
A"'i It + A^ I2 + A^s I3] 



A'2 A"'3 A's ^"'2 = C""*'")! {A"! ?t + *"'2 ^2 + ^"'3 ti. 

Demnach ist das Doppelverbaltniss (1 ] dargestellt durch die Indices der 
Flächen h" H" und der Kanten 1 1 : 

,«> ,1 1, r« i.»v _ A"i gl + A"t It + A"a Is . A"'i li + ^'"2 li + ^'"3 g^ 
[i) [nun n ]- ^„^ ^^ ^ ^„^ ^^ ^ ^„^ ^^ . ^.„^ ^^ _^ ^„,^ ^^ ^ ^,„^ ^^ 

Da nun keine der Flächen K'h'*' in einer der beiden Zonen ^t liegt, so 
kann keine der, in dem Ausdruck der rechten Seite auftretenden Verbin- 
dungen von Indices den Werth Null annehmen. 

Ferner hat W. H. Miller*) aus: 

„_ sin(/^r) sin [h'lT') 
~ sin [h'h") ' sin [h h'") 

noch folgenden, zur logarithmischen Berechnung des Winkels (hK*^) in Auf^ 
gäbe I, S. 40 bequemen Ausdruck abgeleitet. Setzt man: 

[Kh"') = [h'h) + (AÄ'"), [h'h") = (h'h) + [hh") 

sm (hh ) 



so ist: 



.3-0 siu {{h'h) + (hh"')} 

*^° " ~ sin (AA"') 



_ sin (AA'")+8in{(A'A)+(AA'")} _ 2sin{(AA'") + |(A'A)}cos^(AA' ) 
<-htanö— sia [hh'") ~ sin(AA"') 

_ sin (AA"')— sin{(A'A)+(AA"')} _ 2cos{(AA"')+^(A'A)}sin^(AA') 
1 — tanö— sin(AA"') " sin(AA"') 

folglich : 

^ ' 1 — tan tan \[hh ) 

und schliesslich : 

(6) tan {{hh'") — {{hh')} = tan i(AA'). tan (45« + ©) 

§5. 

Da man zu drei Elementen eines Büschels stets ein viertes nach ge- 
gebenem Doppelverhältniss construiren kann, so Ulsst sich die Aufgabe I, 

♦) a. a. 0. 
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S. M auch durch GonslruetioD Iomd. Dabei komrat der Satt cor Anwen- 
dung, daas sieh jedes Doppelverhttltnisa auf ein einfiofaes VerhSltniss su- 
roAftlbren ISast. Sind oSmlich (s. Fig. 9i) a, b, t und d vier filentente 
eines Büschels und trifft ein mit d pa- 
ralleles Element dieseUwD in A, B, C 
und in utMndUeh«p Feme, so ist das 
DoppelverbSltniss : 



{abcd} = (ABCoo]-- 



AC 
' BC 




Es seien nun o^, oj, e, tt die 
durch den Normalschnitt des Ebenen- 
bttschels h, h', A", h'" erzeugten Strah- ^'b- "■ 

len, welche sich Im Punklif schneiden 
(fl. Fig. 23). In der Aufgabe 1 sind gegeben das Doppelverhiltniss : 

(AA'O'"} ^ ?[ = («1 Äj « /e) 
und die Winkel : 

(AA'] = (o,«j}, (AA") = (a,£); 
es soll der Winkel [afirc] gefundm, 
d. b. der Strahl n omistniirt werden. 

Die rationale Zahl 9 sei = — , worin 

m und n ganze Zahlen sind ; zur Gon- 
struciion der Fig. 83 ist m ?= 3, m = 4 
angenommen. Mao schneide das Strah- 
lenbUschel durch die Gerade a, mache 
A^^ = n, A\E = m^ verbinde A\ 
mit A^ und E mit E und ziehe durch 
den Schnittpunkt M' der Vsrlnn-' 
dungsgeraden eine Parallele zu a^ , 
welche a in PtriOl; dann ist: 




A\E 



(o,0S«nr)«(,4'i4E'00)= -jig, 



.(^i^j^P) 



und die Verbindungslinie von M und P ist der gesucht« Strahl n.' 

Man kano auch A^E' = m, A\E' = n machen, A'^ mit Aj und E mit 
E verbinden und durch den Schnittpunkt Hf der Verbindungsgeraden eine 
Parallele zu a ziehen, welche o in P schneidet; dann ist: 



(ajajs?r) = {AtA'iE'co] = 



AK 

A'iE' 



= -={ArA2EPi 



In § 3 — i des sweiten Kapitels sind die Indices von Flachen und Kanten 
durch Doppelverhaltnisse, also als Functionen der Winkel, welche FISdien 
oder Kanten unter einander einschliesseo, ohne Zuhulfenahme von Axeo- 
abschnitten definirt worden. Es soll jetzt gezeigt werden, wie man sich 
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dieser Doppelverbttllnisse bedient, um mit Hülfe des Lineals und eines be- 
liebigen Massstabes Flächen oder Kanten, deren Indices bekannt sind, zu 
construiren. Der Kürze wegen beschränken wir uns auf die Gonstruction 
einer Fläche aus ihren Indices. 

Die Fundamentalflächen p^, p^, p^ und die Einheitsfläche e9 seien ge- 
geben. Sind die Indices A^, ^, A3 einer Fläche h bekannt, so sind auch die 
Indices der Flächen : 

{OA2A3}, {Ä,0A3}, {AtA^O}, 

welche durch die Fundamentalkanten jt^, 7t^, it^ gehen und die Funda- 
mentalflächen p^, jP'^ p^ in denselben Kanten o)^, w^, m^ schneiden^ wie die 
Fläche A, und demnach auch die Indices dieser Kanten als gegeben anzu- 
sehen. Nun wird die Lage der Kanten : 

ccii = [0A3Ai], m^ = [h^Oh,], iü^=[h^h;0] 

in den Ebenen p^, p^, p^ nac£^§ 3, I des zweiten Kapitels bestimmt durch 
die Doppelverhältnisse : 

[jt^ 7t^ €^ (0^) = Aj: A3 

(jt^ 7t^ e^ ü)^) = A3 

(tv^ 7t^ e^ ü)^) = Aj 

deren Werthe bekannt und von denen je drei Elemente ihrer Lage nach 
gegeben sind. Demnach können die Kanten w^y (o^^ (a^ als vierte Elemente 
in den Ebenen pS /'^ P^ nach ^^^ so eben beschriebenen Verfahren con- 
struirt werden. Die durch diese Kanten gelegte Ebene ist aber die gesuchte 
Fläche A. 



Ä2 



Fünftes Kapitel. 

§ 1. Transformation der Indices bei Yeränderang der Einheitsfläche oder 
Einheitskante. § 2. Identität zwischen den Gleichungen von vier Flächen 
oder Kanten. § 3 — 5. Transformation der Indices bei Veränderung der 
Fundamentalflächen. § 6. Unveränderlichkeit eines Doppelverhältnisses. 

§ 7. Beispiele. Historisches. 



§1. 

In dem Beweise des Zusammenhanges zwischen dem Gesetz der Zonen 
und dem der rationalen Indices wurden den Indices der vier zu Grunde 
liegenden Flächen oder Kanten specielle Werthe ertheilt. Wir wollen in 
diesem Kapitel zeigen^ dass hierin keine Beschränkung der Gültigkeit jenes 
Zusammenhanges liegt. . . 
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Sollen die Verhältnisse der Indices einer Fläche oder Kante bestimmt 
sein, so müssen, wie wir gesehen haben, ausser den drei Fundamental- 
flächen und Fundamentalkanten auch die £inheitsfläche und die Einheits- 
kante gegeben sein. Ist die Einheitsfläche bekannt, so ist es auch die Ein- 
heitskante und umgekehrt, denn beide sollen durch das Fundamentaldrei- 
flach harmonisch getrennt sein. Wir fragen nun nach der Veränderung, 
welche die Indices einer beliebigen Fläche oder Kante erfahren, wenn eine 
neue Einheitsfläche oder -Kante eingeführt wird. 

Wird die Fläche g = {^1^293} ^^^ neue Einheitsebene, folglich nach 

1 als neue Einheitskante ge- 

9\929zJ 
nomraen, so verhalten sich nach der Definition der Indices in § 3 des zwei- 
ten Kapitels die Axenabschnitte OGi, OG2, OG3 der Fläche g : 

9i 9i 9i 
Bezeichnet man die neuen Indices einer Fläche A = {Aj h^h^) mit rtrjrj, 

so verbalten sich die Axenabschnitte von h : 

fii h^ A3 
_ OGj OG2.OG3 

i> I hi hfl h^ 

Hieraus folgt : r^.r^ir^ = -^:-^: — 

9\ 92 99 
d. h. der i^ neue Index t\ einer Fläche h ist der g^ Theil des 1**° alten In- 
dex A,- derselben. 

Ferner ergiebt sich leicht : 

Der i^ neue Index einer Kante ist das gifache des t*®° alten Index der- 
selben. 

Wird die Kante y = [71^2/3] ^^s neue Einheitskante, also die Fläche 

MI) 

1 als neue Einheitsfläche genommen, so verhalten sich nach der 

yr/2yzf 

Definition der Indices in § 4 des zweiten Kapitels die Coordinaten OCt, 
OC2, OC3 der Kante y : 

OC^.OC^'.OC^ = yi'ODi:y2'OD2:yz'ODi 
Bezeichnet man die neuen Indices einer Kante rj = [i^i 1/2 ^3] n)i^ 
^t^2^3f so verhalten sich die Coordinaten von rj: 

Ok\ : OÄ'2 : OÄ'3 = 1^1 . ODy : IJ2 • OD2 : 1^3 • OD3 

= Qx ' OCi : Q2 • OC2 : Qz ' OC^ 

Hieraus folgt : q^: Q2''Qz = z":r':r 

y\ /2 /z 

d. h. der i^ neue Index q^ einer Kante rj ist der y^ Theil des i*®" alten In- 
dex rji derselben. 

Femer ergiebt sich leicht : 

L i 6 b 1 s c h , 0«ometr . Krygtallogr . 4 
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Der i^ neue Index einei* Fläche ist das y^fache des i^^ alten Index der^ 
selben. 

Mit Hülfe dieser Ergebnisse können folgende Aufgaben gelöst werden. 
Die Fundamentalflächen und -Kanten sollen festgehalten werden ; die Ein- 
heitsfläche und die Einheitskante sind so zu verändern, dass eine gegebene 
Fläche h die Indices 7*^7*2 7*3 erhält. Dann ist, wie aus dem Vorhergehenden 
folgt, zur Einheitsfläche eine Fläche g zu wählen, deren Indices : 

hi Äo A« 

M ^2 ^3 

sind, und zur Einheitskante die Gerade mit den Indices: 

1 i 1 

9i 92' 9i 
Soll eine gegebene Kante rj die Indices ^1^2 ^3 erhalten, so ist zur Ein- 
heitskante eine Kante y mit den Indices : 

At • Ai • AI —— '^ • j2 • »3 

yi • y2 • y3 --—•—• T- 

Qi Q2 Qz 
und demnach zur Einheitsfläche die Fläche mit den Indices : 

1 \ i 

yry2>3 

zu wählen. Im ersteren Falle erhält eine beliebige Fläche k = (Ä*, k^k^) die 
neuen Indices : 



im letzteren Falle die Indices : 


1 '2 


"3 




:ä-,22 

?2 


. 1. v^ 



§2- 
Vier Flächen, von denen nicht je drei einer Kante parallel gehen, seien 
bezeichnet durch : 

9^={9h9^2 9^z}, 9^={9^9\9hh 9^={9\9h9h)^ 9*={9\9^29Sh 
so dass nach § 5 91 des zweiten Kapitels die Gleichungen bestehen : 

9^ = 9\ rii 4- ^^2 V2 + ff*3^3 = 
92 = j2j rj^ ^ g2^ri2 + ^^31^3 = 

9^ = 9\ Vi + ^^2^2 + ^^3^3 = Ö 

9^ ^ 9^iVi + 9\n2 + 9SVz = Ö 

deren linke Seiten wir symbolisch mit g^, j^, g^, g^ bezeichnen wollen. 

Dann können immer vier Zahlen Cj, C2, C3, C4 so bestimmt werden, dass 

sie die Gleichungen : 

Cig\ + C^gh + C,g^, + C,gS = 
Cig'2 + C^gS + a,gS + C,g*., = 
QffS + C2g% + C,g\ + C,gS = 
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identisch erfüllen ; denn aus diesen Gleichungen können die Verbältnisse 
der Zahlen C^ C^ C3 C4 durch die gegebenen zwölf Indices g^i • • • jS ausge- 
drückt werden. Mit dem Symbol | a^a^a? \ oder | axa^a-i \ bezeichnen 
wir der Kürze wegen die Determinante : 



a\ a\ a\ 



a\ a\ a\ ; 
a\a\a\ oder 

deren Zeilen man erhält, indem man den im Symbol | a^d^a'^ \ oder 
i^i^2^! auftretenden Charakteristiken a^a'^a^ oder a^a^a^ der Reihe nach 
unten oder oben die Zeiger 1, S, 3 anhängt. In dieser Bezeichnungsweise 
lautet die Auflösung der vorigen Gleichungen : 

I 9''9^9' \- -\ 9'9'9' I : I 9*9^9^ \ ■ - \ 9'9^9^ I 
Multiplicirt man dieselben Gleichungen der Reihe nach mit tji rj2^,i^ so er- 
hält man durch Addition : 

d. i. die zwischen den Gleichungen der vier gegebenen Flächen bestehende 
Identität, welche von den Indices aller Kanten, die einer der vier Flächen 
parallel laufen, erfüllt wird. Dieselbe gestattet uns die Gleichung einer 
der vier Flächen g^» 'Q* mit Hülfe der Zahlen Q • • C4 linear durch die Glei- 
chungen der drei anderen Flächen auszudrücken. Die geometrische Be- 
deutung der Zahlen C] • • C4 soll in dem folgenden Paragraphen aufgesucht 
werden. 

In analoger Weise findet man die zwischen den Gleichungen von vier 
gegebenen Kanten bestehende Identität, welche von den Indices aller 
Flächen, die einer der vier Kanten parallel laufen, erfüllt wird. 

§3. 

Wir betrachten jetzt die Veränderungen, welche die Indices einer 
Fläche oder Kante erfahren, wenn neue Fundamentalflächen eingeführt 
werden. Die ursprünglichen Fundamentalflächen : 

;>! = {100}, ;;2 = (010). p^= {001} 
mit den Gleichungen : 

V\ = ^^ ^2 = ö, l?3 = 

sollen der Reihe nach ersetzt werden durch die Flächen : 

n = {r\n2fh}- n = (aaa}, p = (a aa) 

mit den Gleichungen : 

n ^ f\ r„ + A »a + f\ >i, = 

/•3 = A';i+A'?2 + A';3 = o 

deren linke Seiten wir symbolisch mit /"'. p. P bezeichnen wollen. Es 
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sollen die Indices berechnet werden, welche eine Fläche h = {AiÄjÄj} in 
Folge dieser Veränderung erhält. 

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, kann man die Gleichung 
der Fläche A : 

A = Äi i;, 4- A2 l?2 + A3 1^3 = 

deren linke Seite symbolisch mit A bezeichnet werde, mit Hülfe von drei 
Zahlen Ui if^u-^ linear ausdrücken durch die Gleichungen der neuen Funda- 
mentalflächen f^PP^ wofern keine drei der vier Flächen A, f^- -f* einer 
und derselben Kante parallel laufen: 

Hieraus folgt, indem man die Goefßcienten von rji 1^2 rj^ auf beiden Seiten 
beziehungsweise einander gleichsetzt : 

^1 = «iA + W2A + W3A 

(1) A2 = hJ^2 + l^iA + '^^2 

An = uJh 4- W2A + ^hfh 
Durch Auflösung dieser Gleichungen nach Ui 1/2^3 erhält man . 

Ou^ = \hpp 
(2) Oti^ = \php 

^^h = \nph 

worin : 

ist. Die Gleichungen (1) und ihre Auflösungen [2) sind Transformations- 
formeln. Ist ein Zahlensystem UxUiii^ gegeben, so findet man aus (1} das 
zugehörige Zahlensystem hih^h^] sind die Zahlen hy^h^h^ bekannt, so er- 
giebt sich aus (Sj das entsprechende System u^ 1(2 u^- Daraus folgt die geo- 
metrische Bedeutung der Zahlen UxU^u-^j wenn wir berücksichtigen, dass 
dem Werthsyslem : 

Ui = Wo = ti^ = I 

nach (1) folgende Zahlen entsprechen^ die wir mit d^d^d^ bezeichnen wollen : 

rfi = f\ + f\ + f\ 

rfs = fh + A + fh 

Es sind hiernach Uxii2U^ die neuen Indices der Fläche A in Beziehung 
auf Z*^, /^, p als Fundamentalflächen und die Fläche d mit den alten Indices 
did^d-i als Einheitsfläche. Bei dieser Transformation erhält die alte Ein- 
heitsfläche e neue Indices, die wir für den Augenblick mit q C2 C3 bezeich- 
nen wollen, und deren Werthe sich aus (2) für: 

Ai = A2 = A3 = 1 
ergeben : 

</)ci = \\pp^ 

OC2= f^\P\ 
(Do, = \ppi 
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Soll aber die alte Einheitsfläche e beibehalten werden , so dass die 
Transformation lediglich in der Einführung neuer Fundamentalflächen be- 
steht, so erhalten nach § i die neuen Indices der Fläche h, die wir mit 
Sx 828^ bezeichnen wollen, folgende Werthe: 

Ml Uo Wa 
Ol . 00 . 03 ^— "■"" • "~" • —"' 

Ci Cj C3 

oder: 

Nachdem diese Transformation ausgeführt ist, soll nun noch an Stelle 
der Fläche e eine Fläche A% deren ursprüngliche Indices kx k^ k^ sind, zur 
neuen Einheitsfläche gewählt werden. Dann hat man in (3) nach § 1 an 
die Stelle der Indices ä,-, /*\-, P^, P^ die A*,-^" Theile derselben zu setzen und 
erhält so die neuen Indices der Fläche A, welche wir mit t^ ^ (3 bezeichnen 
wollen : 

, t't.t -\^np\.\phpi\pph 

Diese Transformationsformeln ertheilen einer Fläche h das Symbol {^ ^2 tj} 
und insbesondere den Flächen p, P, p, k die Symbole {100}, (010), {001}, 
{1 H). Wir wollen sie in Beziehung auf die Indices A1Ä2Ä3 ordnen und auf- 
lösen. Bezeichnet man die zweigliedrigen Unterdeterminanten von mit 
^^,-, worin die Zeiger i und e = 1, 2, 3 sind, so bedeuten diese Zahlen 
offenbar die alten Indices der neuen Fundamentalkanten ^^, ^^, ^^, welche 
die Durchschnittslinien der Flächen PP, PP^ PP sind; es bedeutet näm- 
lich g)^i den ?*•" alten Index der e^^^ neuen Fundamentalkante. Nun ist be- 
kanntlich : 







•=i 


0, 


ijW, 


1 











= 0, {i^ 


lqp8 — 0-0 


r=r 


0, {e 


Setzt 


man 


der Kurze wegen die Zahlen : 








• 




kPP : 


-2k,<p\- 

♦=l 


A, 




(4; 






/■up: 


-Skfip\- 

1 = 1 


A-, 





k). 



so können die Transformationsformeln I, abgesehen von einem Proportio- 
nalitätsfactor. in folgender Weise nach den Indices ä, Ä^ ^3 geordnet wer- 
den: 
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und durch Auflösung dieser Gleichungen nach den Indices h^hih^ erhält 
man die ümkehrung der Transforroationsformeln I : 

Ersetzt man hierin die zweigliedrigen Unterdeterminanten von |y*<jp2y3i 
durch die Zahlen f^^ rail Hülfe der Relationen : 

^\q>\ — 9\^ph = ^Tu u- s. w. 
so resultirt, abgesehen von einem Proportionalilätsfaclor : 

Diese Transformationsformeln ertheilen einer Fläche / = (^i^^} die 
Indices Ä, ^2^3 und insbesondere den Flächen {100}, {010}, {001} die Indi- 
ces f\f^if\[ f\Pif\, PxfSfh' Setzt man f^ = fj = f^ = 1, so erhält 
man, wie aus (4) hervorgeht, die neuen Indices h^k^h^ der Fläche {Hl}. 

Da die Flächen /**, /^, P^ k die Richtungen der Fundamentalkanten 
und die Verhältnisse ihrer Längeneinheiten bestimmen sollen, so dürfen 
sie, wie die Anschauung lehrt, nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen ; oder analytisch ausgedrückt, so müssen die Werthe 
der Determinanten : 

O, Ä'i, Ä2, A3 

von Null verschieden sein. In diesem Falle sind aber nach einem bekannten 

Satze die drei Gleichungen des ersten Grades I» immer auflösbar, welche 

Werthe auch die Zahlen ^1/12^3 annehmen mögen, und nur auflösbar durch 

die in II* angegebenen Werthe. 

Die geometrische Redeutung der Coefficienten in den Gleichungen I» 

ergiebt sich, w^enn die W^erthe für die neuen Indices der alten Fundamen- 

talflächen: 

pi= 100, /)2=010, p^ = 001 

aufgestellt werden. Man hat zu diesem Zw^ecke in 1* für h^hih^ der Reihe 
nach 100, 010, 001 zu setzen und erhält dann für: 

W^\ W^i W^\ 

p^ die Indices ^ -^ -^ 

hl A2 A3 



P' - 



)-i - 



<p^ fps fp\ 

Äj hl Äj 

<p\ fph (p\ 

h \ A.2 A3 



d. h. der K Jache i^^ neue Index der e^^^ alten Fundamentalflüche p^ ist gleich 
fp^f oder gleich dem e^^^ alten Index der /**" neuen Fundamentalkante (pK 



{ 3 — 5. Transformation der Indices bei Veränderung der Fundamentalflächen. 55 
Die alte Einheitsfläche e erhält in dem neuen System die Indices : 

m 

K\ Ä2 A3 

§*• 

Mit Hülfe der Formeln I und 11 kann man folgende allgemeinste Trans- 
formationsaufgabe lösen. Vier Flächen : 

f'=f\f\fh, n=nin2n^y p=f\fsPz, k = k,k^k, 

von denen nicht je drei einer und derselben Geraden parallel laufen, er- 
halten der Reihe nach die neuen Indices : 

q\q^2qhj q\qhqhi q\q\qhj r^r^r^ 

es sollen die Indices m^ m2Tn^^ welche die Fläche h =^ [hih^h^] bei dieser 
Transformation annimmt, berechnet werden. 

Man bilde zuvörderst nach I die Transformationsgleichungen, welche 
den Flächen P, /^, P, k der Reihe nach die Indices : 

100, 010, 001, 111 

ertheilen; dabei nimmt die Fläche h die Indices ^1^2/3 an, welche nach I 
durch die gegebenen Indices Pi k^ und h^ A2 A3 ausgedrückt werden : 

M . ^ . ^ — \kf2f3r \fnp\ ' \ppk 



Demnächst stelle man nach II die Transformationsgleichungen auf, 
welche den Flächen /*S P^ P, k mit den Indices: 

100, 010, 001, 111 
der Reihe nach die Indices : 

9*1 9*2 9*3 , 9^1 qS qS » 9^1 9^2 9^3 ; *1 *2 *3 

ertheilen. Bezeichnet man für den Augenblick die Determinanten : 

\rq'^q^\ = L,, \qWq^ = I^, \qiq^r\=L, 
und die zweigliedrigen Unterdeterminanten von : 

mit \f/^i, worin die Zeiger i und e = 1 , 2, 3 sind, so sind nach II die In- 
dices mi ^2 m3 der Fläche h : 

m^: m2:m3 = \Ltxp2rpz \ :\^iLttp^\: lV'iV'2^^! 

Setzt man hierin für ^(2^ ^^^ obigen Werthe ein, so erhält man die 
gesuchten Transformationsgleichungen, welche die neuen Indices m^ ^2 m^ 
der Fläche A durch die gegebenen Zahlen /* V • * ^"3 und q\ - -- r^ ausdrücken. 
£s ist dann, abgesehen von einem Proportionalitätsfactor : 
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w. 



III m^ ^ 



ifi'M = 



kfifi ^>"^ IfH-p, '*"^ ir^k ^' 



rq^q^:\hpp 



\fnp 



+ 



q*q^r\f^f?h 



Ti 



h-nn 



9'3 + 






§5- 



/•1/^Ä- 



9^3 



Ä2 A3 


• 


A3 Äj 


■ 


*1 ^2 


h\h\ 


• 


A'3 Ä'i 


• 


A'i Ä'2 



Wir kehren jetzt noch einmal zu der durch die Formeln I und II dar- 
gestellten Transformation zurück und berechnen die Wertbe, welche die 
Indices der, den Flächen h = [hih^h^ und h' = {h\h\h'^ gemeinsamen 
Kanten rieht ung ij == [ij, ij2^3] ^^^^ der Transformation annehmen. Wir 
haben fUr die Indices der Kante 1; nach (1), Seite 24, die Werthe: 

Bezeichnet man die neuen Indices der Flächen h und h' mit t^t^t^ und 
t\ t'i t'i und die neuen Indices der Kante ij mit x^ z^ ^3 so ist analog : 

r, : r2 : 1:3 = 

Es sollen nun die Indices TiT^Tz durch die Indices der gegebenen 
Flächen f^ppk h und A' ausgedrückt werden. Setzt man für die Zahlen 
^1 ^2 ^3 ihre in I* angegebenen Werthe, so geht Tj über in : 



hh\ . 


hh 


• 


h h 


t\t\\- 


fit\ 


■ 


t\ t\ 



\ 



^1 = 



^1 9^^ + *2 (p\ + *3 9\ ^1 y^ + h <ph + h (p\ 
Äi Ä2 K^ Äi h\ (p\ 4- A'2 (p\ + A'3 ffS h\ (p\ + Ä'2 (p\ + Ä'3 9)83 

Ordnet man die zweigliedrige Determinante der rechten Seite nach 
den Producten y^-y^^, worin die Zeiger i und e = 4, 2, 3 sind, und er- 
setzt: 

^2 ^'3 — ^3^2 = 'ii » u» S- w. 
so erhält man für diese Determinante : 

Hierin kann man noch die zweigliedrigen Unterdeterminanten von 
I (p^ cp^ (p^ I durch die p^ ausdrücken : 

(p\(p\ — (p\(p\ = (Df\ , u. s. w. 
so dass : 

In analoger Weise behandelt man Ti und r^. Da nur die Verhältnisse 
der Indices r^ x^ r^ in Betracht kommen^ so ergiebt sich : 

Ti = Ä', Ä't iP^ i/t + P2 ';2 + f\ rjz^ 
IV r2 = Ä-2 Ä2 ( A r,x + fh ri2 "h A »?. ' 

rj = A3 A3 ; A 1^1 + A »/i + /*^3 ^^d) 
Diese Transformationsgleichungen ertheilen einer Kante ?; das Symbol 
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[^1 ^2 ^2 «öd insbesondere den Kanten ^K 9^, y* die S^inbole [4001, roiO], 

roor. 

Durch Auflösung der Gleichungen FV in Beziehung auf die Indices 
K\ ^2 K^ erhält man, al^esehen von einem Proportionalitütsfactor : 

ll| ll| A} A} II3 Aji 

A| Ai A} A} A3 A3 

r — <^*» r -U <^^* r -U ^^'^ r 
A| A] A) A] A3 A3 

Diese Transformationsgleichungen ertheilen einer Kante r = [r| t^ t^] 
die Indices tj] i;2';3 und insbesondere den Kanten 100, 010. 001 die Indices 

ySy'2y'3: T^ySy^r t*ispSt^- 

Die geometrische Bedeutung der Coefücienten in den Gleichungen IV 
erhält man, wenn man die Werthe für die neuen Indices der alten Funda- 
mentalkanten : 

^i = [1001, 7r2 = ;oio;. tc^ = [ooi ] 

aufsucht. Setzt man für i;i i;2ij3 in IV der Reihe nach 100, 040, 001, so er- 
hält man fUr die Kante : 

.T* die Indices Ä'i Ä'i /*>! ÄjÄ^/^i K^K^Px 

TT^ - - k\k\n^ K^K^ri A3Ä'3/^j 

rr3 - - K\k\r, Ä2Ä2A A3Ä3A 
d. h. der f"** wei/e Index der «*•" alten Fundamentalkante tt^ ist das K^K^ fache 
von Pf , dem «**" alten Index der i^^ neuen Fundamentalfläche /*•. 

§6. 

Da das Doppelverhältniss von vier Elementen eines Bdschels durch die 
Winkel zwischen diesen Elementen ausgedrückt werden kann, so ist offen- 
bar, dass der Werth desselben durch eine Transformation der Indices nicht 
geändert werden kann. Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man 
sich auch noch auf dem folgenden Wege. Nach (6) , S. 32, kann man die In- 
dices irgend eines Elementes in einem Büschel durch die Indices von zwei 
anderen Elementen desselben Büschels und einen Parameter q ausdrücken. 
Es seien nun hh' h'^h"' kl Elemente desselben Büschels, qq' q" q"' die den 
Elementen hh'h"h'** in Beziehung auf i* und / zukommenden Parameter, so 
ist also : 

h\ = Ä-, + Q' /, 
Ä", = Ä-, + Q"li 

worin der Zeiger 1 =: 1, 2, 3. Aus der am angegebenen Orte entwickel- 
ten Bedeutung des Parameters geht hervor, dass bei einer Transformation 
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der Indices die Werthe von qq'q"q"' unverändert bleiben. Da nun das 
Doppelverhältniss : 

(hh'h"h"'\ — !t]^ . \^'^")d _ Q —q" . q' — q" 

[hh)f [hh )g Q —Q Q —Q 

ist, d. h. durch die Parameter qq' q" q"' ausgedrückt werden kann, so be- 
halt es ebenfalls seinen Werth. 

§7- 
\, Beispiel. — Wir übertragen die Symbole, welche den Flachen 
des Axinits von G. vom Rat h*) ertheilt wurden, in diejenigen, welche 
A. Schrauf*"*") angenommen hat. An Stelle der Flachen : 

5 = 100, 6 = 010, c = 001 . 

welche von vomRath zu Fundamentalflachen gewählt wurden, nimmt 
S c h r a u f der Reihe nach die Flachen : 

y, fr, P, 
welche bei vom Rat h die Symbole: 

y=101, 6 = 010, P=201 

führen, zu neuen Fundamentalflachen. Die neuen Axeneinheiten bestimmt 
Seh rauf durch die Flache w, welche bei vomRath das Symbol : 

u= 110 
tragt. Demnach ist bei dieser Transformation : 

/•i = 101, /•2 = 010, /^ = 201, ft=110 

1 5 



o = 



1 

1 1 



=1+2=3 



und aus 1 ergeben sich die Schrauf^schen Indices tx^t^ für vom Rath's 
Flache Ä = Äj Aj A3 : 





A, 2 




Ä2 4 


t, = 


h h 


1 i 




\ h 




1 



= A, + 2A3 



h = 



1 Äi 2 

^2 

1 h 1 
1 1 2 

1 

1 1 



= Ä, 



*' Pogg. Ann. «866, 128, 20. 
**) Mineralogische Beobachtungen I. Sitznngsber. Wien. Akad. 1870, 62, 2. Abth. 



§ 7. Beispiele. Historisches. 



59 





\ hl 




1 ^2 


t» = - 


I A3 


f 1 




1 i 




1 



= h,—h. 



Umgekehrt ist : 

3Ä, = ^ 4- ^h 

3 *3 = ^1 — ^ 
Fr. H e s s e n b e r g "^j hat ebenfalls die Flachen y^ b, P zu Fundamental- 
flächen und die Fläche u zur Einheitsfläche gewählt. Aber die Symbole der 
drei ersteren Flächen sind von ihm dahin abgeändert worden, dass : 

P=100, 6 = 010, y = 004 
Daraus folgt, dass vom Rath's Fläche h = hih2h^ bei Hessenberg das 
Symbol ^3 ^j ^ trägt. 

2. Beispiel. — Es sollen die vier Flächen: 

von denen nicht je drei einer und derselben Geraden parallel laufen, der 
Reihe nach die neuen Indices : 

100, 010, 001, ri/jra 
annehmen, so ergiebt sich als ein besonderer Fall von III für die neuen In- 
dices mi rriim^ einer Fläche h=z hxh^h-^: 

I M'^P I 



kf^P 



_ \f^ph 



r2 



rz 



wobei von einem Proportionalitätsfactor abgesehen wird. . Man erhält diese 
Formeln auch aus (3) in § 3 durch die folgende Betrachtung. Werden die 
Flächen f^f^p als neue Fundamentalflächen eingeführt, so erhalten die 
Flächen h und k die neuen Indices : 

, ., ., ^\ hnp\ , \nhp\:pph\ 

*1.*1.*3 — \\f2pr\p\p\'\pp\ 

^,^.^^_ \knn\ ,\ nkp\APPk, 

Soll nun die Fläche k nicht^die Indices ccio^a^, sondern die Indices 
f\ r2 r^ annehmen, so gehen dabei die neuen Indices der Fläche h nach der, 
am Schluss von § 1 angegebenen Formel über in : 



*j Mineralogische Notizen 1873. In Abhandl. Senckenberg. naturf. Ges. Frank- 
furt a. M. Bd. VIII. 
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und dies sind die Formeln V. 



1\ Vn )\ 

1 ^^ ^3 




Fig. 24. 

h = nii »12 WI3, worin : 



w, = 



fW2 = 



mg = 



A, T 


A2 2 3 


A3 < 1 


1 T 


S 3 


1 4 


2 A, T 


A, 3 


< A3 1 i 


2 1 T 


3 


1 1 


j 2 A, i 


§ A2 


1 1 A3 


2 1 


5 


1 1 



Um ein bestimmtes Beispiel vor 
Augen zu haben transformiren wir 
die Symbole, welche die FlJichen des 
Axinits nach Naumann*, erhalten, 
in die, welche ihnen durch G. vom 
Rath ertheilt wurden. Die Flächen 
Sy bj c, /, welche bei Naumann die 
Symbole : 

204, 05l, T31, 100 
führen, w^erden von G. vom Rath 
mitdenlndices: 

100, 010, 001, 831 

bezeichnet. Demnach ist : 

/•i = 201,/^ = 0ll,/^-^ = T31. 
k = 100, r =551 

und die Nauman nasche Fläche 
h=ihxhih^ lautet bei G. vom Rath 



.5 = — 5A, —h.2 — 2Ä3 



.3 = — 3Ä, 



3 //o 4- 6 h. 



1=^1 — ^2 "" ^ ''3 



Demgemäss erhält man für die Flächen der in Fig. 24 nach der Nau- 



"^.i Mineralogie. 4828. 485. 
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mann 'sehen Aufstellung gezeichneten Combination des Axinits folgende 
Symbole : 



Naumann 


G. vom Rath 


/— iOO 


— 531 


M — HO 


— TTO 


/) — 4T0 


— 104 


x= m 


— lOT 


r=ai 


— TlO 


s — 204 


= 400 



Da sich die Transformationsgleichungen V nur durch die Factoren 
t\ r2 r^ der rechten Seiten von den Transformationsgleichung^n 1 , deren 
Umkehrungen unter II aufgeführt wurden , unterscheiden , so können wir 
sofort die Umkehrungen von V hinschreiben : 

M '^2 '3 

r, rj r3 

Ä'iA , ÄiA . Ä3A3 

M '^2 '3 



In dem vorliegenden Beispiele ist : 

Ä2= /"U-Z-a 



= — 5 
= 3 



folglich : 



52 .3.0 , ^ , 
Äi = — ^ m, + — ^ W2 + 2 • T ^3 

50 3.2 ^ ^ 

^2 = ;3^ ^1 + 33 m2 + 2 • 3 m., 

^3 = 215 ^ ^^ m2 + 2 • I ^3 



oder: 



Äj = 2 Wj — 2 »I3 

^2 = 2 7712 + 6 ??23 
. A3 = 77»! — 77*2 + 2 /7i3 

3. Beispiel. — Die Flachen m, p, x, r des Axinits führen bei Nau- 
mann die Symbole : 

HO, ITO, Hl, 1T1 

dagegen bei G. vom Rath die Symbole: 

ITO, 204, JOT, TlO 

Es sollen die Transformationsformeln ermittelt werden , welche an- 
geben, wie das Symbol einer Fläche A, die nach Naumann die Indices 
^1^2 ^3 ^<*^g^ ^^ der von G. vom Rath gewählten Aufstellung lautet. Hier- 
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bei kommen die allgemeinen Transformationsgleichungen III zur Anwen- 
dung. Es ist zu setzen : 

/*i = 440, /^ = 4T0, /'S =444, A* = 4T4 
q^ = TTO, 92 = 201, 93 = JoT, r = T40 

Dann wird: 



rq^q^\ = 



kpp\ = 



\hpp\ = 



\f'hP\ = 



\PPh\ = 



4 
4 T 


4 4 4 
T T4 

4 


Ai 4 4 
A, T 4 
A3 


4 A, 4 
4 Aj 4 

OA34 


4 4 Ai 
4 TAj 
00 A, 



= 8, Ij^r^^l = 



= «, \fnp\ = 



TTX 
T 4 
T 

4 4 4 



= 2, \q'qh^\=- 



T5T 
T 4 
4 

4 4 4 



= 2 



4 T 4 =2, \f^pk\ = \\ TT 



4 



4 



= § 



= — h\ — Ä^ + 2 Äj 



= -h+h 



= — 2A, 



Demnach ergiebt sich aus III : 

mi = 3 (— Äj — Äj + 2A3) + 2 (— Äi + h) — 8A3 
m2 = 3 ( — hl — ^2 + 2 A3) 
% = Ai — Äj — 2 A3 
oder: 

TWi = — 5 Aj — A2 — 2 A3 

fW2 = — 3 Aj — 3 Aj + 6 A3 

7^3 = Aj — A2 — 2 A3 

Wir erhalten also dieselben Transformationsformeln wie im 2. Beispiel. 

Dass irgend drei, nicht in einer Ebene liegende Kantenriebtungen eines Krystalls 
als Axenricbtungen gewäblt werden können, ebne dass das Gesetz der rationalen Indices 
aufbort zu besteben, wurde zuerst von A. T. Kupff er bewiesen. (Ueber die Kr^stallform 
des Kupfervitriols nebst Bemerkungen über das ein- und eingliedrige System. Pogg. 
Ann. 1826, S, 64, 245. Handb. d. rechn. Krystallon. Petersb. 4834, 497.) Später wurde 
die Lehre von der Transformation der Indices bebandelt von W. H. Miller (Treatise 
on crystallograpby. 4 830. On tbe anbarm, ratio of radii normal to four faces of a crjstal 
in one zone; and on tbe cbange of the axes in a cr^'stal. Pbil. Mag. London. Febr. 4 857), 
C. Fr. Naumann (Elem. der theoret. Kr>'st. Leipzig. 4856. §48 — 45, 79 — 84, 452 — 
458, 478—480, 205—208, 227), Q. Sella (Sulle forme cristalline del boro adamantino. 
See. mem. Mem. Acc. d. sc. dl Torioo. Cl. Fis. e Mat. 4 857. ser. II, 17. Nota (A): Sul 
cangiamento di assi in un sistema crlstallino), E. Weiss (Ueb. d. krystallogr. Entwick. 
d. Quarzsystems. Abb. naturf. Ges. Halle 4 860), V. von Lang (Lebrb. der Kr>'st. Wien 
4866. §44 — 43], Quenstedt (Grundr. d. bestim. und rechn. Kryst. Tübingen 4873. 
377 f.), Tb. L. (Zeitschr. f. Kryst. 4879, 1, 452—454.) 



Sechstes Capitel. § I — i. Der Sinus einer dreikantigen Ecke. 63 

Eine Darstellung mit Hülfe der Linearprojection auf dem zuerst von Quenstedt 
eingeschlagenen Wege gah M. Websk y Ueber die Ableitung des kr^'stallogr. Transfor- 
mations-S^-mbols. Monatsber. Berlin. Akad. 1881. 15i — 169. 

Eine voUstfindige Durchführung der Lösung bis zur Aufstellung der allgemeinen 
Transformationsgleichungen III. S. 56, ist jedoch bisher, so viel ich ^eiss, nicht ver- 
öffentlicht \^'orden. 
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§ 1 — 2. Der Sinns einer dreikantigen Ecke. § 3. Das sphärische Dreieck. 
§ 4 — 5. Coordinaten Ton Flächen and Kanten. § 6. Die Fnndamental- 
gleichnng der räumlichen Goniometrie. § 7. Der Cosinus eines Flächen- 
winkels und eines Kantenwinkels. § 8. Der Sinus und die Tangente eines 
Winkels. § 9. Zusammenhang der Indices einer Fläche mit den Indices 
ihrer Normale. § 10. Einfallswinkel einer Kante in Bezug auf eine Fläche. 
§ 11. Die Axeneinheiten in einem transformirten System. § 12—13. Senk- 
recht auf einander stehende Flächen und Kanten. 



Zwischen den geometrischen Constanten eines Krystalles, den Indices 
zweier FlSichen desselben und dem von diesen Flächen eingeschlossenen 
Winkel besteht eine Relation, welche uns gestattet den Flachenwinkel 
durch jene Constanten und die Indices auszudrücken. Der Ableitung die- 
ser Relation lassen wir in § 4 — 5 eine vorbereitende Untersuchung vor- 
ausgehen. 

Bedeuten tt^ Tt^jt^drei, nicht einer und derselben Ebene parallel gehende 
Gerade, so bezeichnet von Stand t"^) die Determinante: 

4 cos (Jt^ 7T^) cos (tT* 7t^) 

COS(7r27r>) \ COS[7t^7l^] 

cos [Tt^Tt^] cos [jt^Tt^) 1 

welche den Werth : 

(1) \ C0S2 [tI^TT^) COS^ [tV^TC^] COS^ (tt* 71"^) 

-|- 2cos {n^fr^) cos {rr^Tt^) cos (tt^ tt^) 



*, Ueber die Inhalte der Polyeder und Polygone. In : Crelle's Journ. f. rein. u. an- 
gew. Mathem. 1842. 24, 252. 
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hat, als das Quadrat des Sinus der von jenen Geraden gebildeten Ecke : 

Sin2 [Tt^Tl^Tt^) 

Die positiven Richtungen der drei, von einem und demselben Punkte 
ausgehenden Geraden Tt^Tt^n^ seien willkürlich, aber fest bestimmt. Von 
den durch diese Geraden gebildeten Winkeln sollen diejenigen als die posi- 
tiven gelten, welche durch eine Drehung der positiven Richtungen der Ge- 
raden in der cyclischen Aufeinanderfolge jt^jt^Tt^ beschrieben werden, also 
die Winkel : 

[Tt'^Tt^]^ (tT^tt*), [Tt^Tt^] 

Diejenige Ecke tt^tt^tt^, welche für einen mit den Füssen in stehen- 
den Betrachter, dem bei die- 
ser Bewegung die positiven 
Richtungen der Geraden auf- 
wärts gerichtet erscheinen, 
zur Linken bleibt, heisse die 
positive. Wir legen um den 
Scheitelpunkt der Ecke eine 
Kugel und bezeichnen die 
Durchstosspunkte der Gera- 
den Tv^Tt^Tt^ mit der Kugel* 
Oberfläche durch dieselben 
Buchstaben (s. Fig. 25). Die 
von den Flachen der Ecke 
gebildeten, an den Geraden 
Tt^Tt'^Tt^ gelegenen Aussen- 
winkel, welche nach der in 
S. 5 gegebenen De6nition 
die Flächenwinkei der Ecke, 
also die Winkel des sphäri- 
schen Dreiecks tt* tz'^ti'^^ sind, 
bezeichnen wir mit: 

(ttI), (7r2), (TT«) 

Die Normalen der Flächen ti^tz^^ rt^Tt^^ Tt^it^ seien beziehungsweise 
J^S P^) P^y dann ist p^p^p^ die Polarecke von jc^n'^n^ und es finden die 
Beziehungen statt : 

Bezeichnet man die Flächenwinkel der Ecke p^p^p^ mit 
so ist analog : 

Diese Beziehungen finden nicht statt und die im Folgenden abzuleiten- 
den Formeln verlieren ihre Symmetrie, wenn man an Stelle der Aussen- 




Fig. 25. 
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winke! die entsprechenden Innenwinkel der beiden in Rede stehenden 
Ecken, welche die Nebenwinkel jener sind, einfuhrt. 

Mit Benutzung der Additionsformeln der trigonometrischen Functionen 
lässt sich die Determinante (1) in das Product : 

(2) Sin2(7ri7r27r3) =4sin5sin(Ä — (yr2^3)jsin(5_(^3,^i)}sin{5— (ttItt^)} 
überfuhren, worin: 

gesetzt ist. Mit Hülfe dieses Ausdruckes wird sin^ [jt^ n^ 7t^) am einfachsten 
berechnet. Aus (2) folgt, dass der Werth von sin^ (tt^ tt^tc^) zwischen und 
1 liegt. Der untere Grenzwerth tritt ein, wenn die drei Geraden tt* n^ n^ 
einer und derselben Ebene parallel gehen, denn alsdann ist : 

[n^ 7t^ + (tt^ Tri) + (tt * TT») = 

Der obere Grenzwerth wird erreicht, wenn die drei Geraden senkrecht 
auf einander stehen. In (2) kann für drei, zwischen und tz liegende 
Winkel (tt^tt^), [n^Tt^) und (Tt^jt^) nur immer einer der vier Sinusfactoren 
der rechten Seite negativ sein. Soll nun das Product derselben positiv* sein, 
so muss es auch jeder Factor sein, d. h. die Summe je zweier der drei 
Winkel muss grösser als der dritte Winkel und die Summe aller drei Win- 
kel kleiner als vier rechte Winkel sein ; oder mit anderen Worten die drei 
Geraden Tt^TV^jt^ müssen eine körperliche Ecke bilden. 

Unter Benutzung der abgekürzten Bezeichnung : 

cos [7t* 7C^) = C^ = C]^i 

worin die Zeiger i und & = 4 , 2, 3 sind^ können wir schreiben : 

^1 ^2 ^13 

sm^(7t^7t^7C^)i= C21 C22 c^a 

C31 C32 C33 

Es ist daher zweckmässig für sin'^ [Tt^jt^Tt^) eine neue Bezeichnung 
einzuführen, welche gestattet die zweigliedrigen Unterdeterminanten der 
vorstehenden Determinante übersichtlich aufzuzählen. Wir bezeichnen : 

sin^ (tv^ Tt"^ 7t^) = J , 

und die Unterdeterminanten : 

sin^ (jt^Tt^) r= ^j^, sin2 (tt^tt^) = ^22» sin^ (/r* rr^; = ^33 

cos (jt^Tt^) COS (tT^ 7t^) cos [TC^Tt^] = ^23 = ^32 

(3) cos {tC^TV^) COS [Tt^Tt^] COS [jt^Tt^' = ^31 = -^53 

COS [n^Tt^) COS [Tt'^Tt^] — cos (tT^TT^j = ^,2 = z/21 

SO dass der Werth von J als Summe : 

3 

(4) =-5c,.,^,, 

1 = 1 



* = i 



Liebiseh, Qeometr . Krystallogr . 
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geschrieben werden kann. Bekanntlich finden zwischen den Zahlen c^j^ und 
J^j^ noch die Beziehungen statt : 

(4-) ic«^/tt = 

worin die Zeiger € und A* = 4 ^ % oder 3 und e ^ A*. Bezeichnet man die 
aus den Zahlen J^j^ gebildete Determinante : 

^21 ^22 ^23 
^31 ^82 -^33 

und ihre zweigliedrigen Unterdeterminanten mit ö^^, so bestehen die Re- 
lationen : 

(5) dit, = J . c^^ 
also insbesondere : 

^11 = ^22 = ^38 = ^ 

Nach dem Fundamentalsatz der sphärischen Trigonometrie ist : 

^23 = J^2 = sin [jt^Tt^] sin [ti^tc'^) cos (tt^) 

(6) ^/si = ^/i3 = sin [it^Tt^] sin (tt^^'j cos (tt^) 

^j2 = ^21 = sin [tc'^ti^) sin (tt^tt^) cos [tv^] 

und demnach : 

^23 ^23 = ^32 ^32 = ^22 ^33 C^S^ \7t^) 
^31 ^31 = ^13^13 = ^33^11 COS2(7r2) 
^j2 ^12 == ^21 ^21 = -^It ^22 COS^ [7t^) 

oder: 

^22^83 Sin2 (tT^) = ^/22 ^33 — ^23^23 = ^11 = ^ 

(7) ^/ss ^/u sin2 1^2) = ^33 ^jj _ J^^ J^^ = ^22 = ^ 

^11 ^22 sin* (tT») = ^/ii ^^22 — ^12 ^12 = ^33 = -^ 

Trägt man in (7) für J^^i ^221 '^33 i^re in (3) angegebenen Werthe 
ein, so ergiebt sich: 

sin [Tt^Tt^] sin (n^n^) sin [n^] = V^/ 

(8) sin (ttI 7r2) sin [n'^Tt^] sin (tt*) = V^ 

sin (n^Tt^) sin (tt^^*) sin (tt*) = "K^ 

Hierin ist V^ = sin (Tr^TT^TT^) positiv zu nehmen, wenn die Winkel 

[71^ 7T^]^ [it^Tt^]^ (Tt^jt^) und (tt^), (tt*), (tt*) in dem positiven Sinne be- 
schrieben werden. Die Formeln (8) lassen erkennen, dass: 

sin (7t^ 7t^ 7t^) = sin (tt* tv^ tt^'j = sin (tt^ tv^ tz^) 

= — sin [it^Tt^Tt^] = — sin [71*^71^71^] = — sin [tc^jt^tv^] 

ist, d. h. dass der Sinus einer Ecke das entgegengesetzte Vorzeichen er- 
hält, wenn die Ecke ihr Zeichen ändert. Aus (6) und (8) folgt : 
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(ö; 



tan (tt^) = -j- = -T- 

-^23 -^32 

^31 -^13 

tan (7r3) = -^ = — 



^12 ^21 

Mit Httlfe von (6] wird bekanntlich der für zwei Paare von Geraden 
oder Ebenen 1, 2, 3, 4 geltende^ von C. Fr. Gauss*] gefundene Satz ab- 
geleitet : 



(10 



cos(r3) cos (2^3) 
008(^4) cos{2U) 



= sin rr«) sin (3H) cos (12'34) 




Fig. 26. 

Wendet man diesen Satz, der auch für ein sphärisches Viereck (siehe 
Fig. 26) gilt, auf je zwei Paare von Geraden (siehe Fig. 25, S. 64): 

7i:2^3p2p3 • 

an, so erhält man folgende Beziehungen : 

cos [n^f^] cos (tt^jö*) = sin (/)^) sin (tt^) cos [f^n^] 

(11) cos (/r^p') cos (/r^jö^) = sin (p^j sin [tz^ cos [f^n^] 
cos [Tt^f^] cos (^r^pi) =: sin (p') sin (tt') cos (p'^*) 

aus denen hervorgeht, dass: 

sin (p2) sin (tt*) sin (p') sin (tt*) = cos^ (p*^^) 

(12) sin (p») sin [n^] sin (p^) sin (tt^) = cos« ['p'^tÄ] 

sin (p^) sin (tt^) sin (p«) sin [n^] = cos* (p^/r*) 



*; Disquisitiones generales circa superficies curvas. 1828. Werke 4, 220, 224. — 
Vgl. R. Baltzer. Eiern, d. Math. 8. Aufl. 4870, 2, 389. Determ. 8. Aufl. 4870, 205. 

5* 
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siu^ [p^p^p^] = 



Nun folgt aus (8), da nach S. 64 [ti^tv^) = (/)*) u. s. w. ist : 

(13) sin (tt*) : sin (tt^) : sin (tt^) = sin (p^) : sin (p^) : sin [p^) 

Demnach gehen die Relationen (12) über in : 

sin [p^) sin (tt*) = sin {p^) sin (tt^) = cos (p^^^) 
;I4) sin (p3) sin (tt^) = sin (p^j sin (tt^) = cos (p^n^) 

sin (pi) sin (tt^) = sin (p^ sin (tt^) = cos (p^tt^) 

Man kann jetzt an die Stelle der Gleichungen (8) auch die folgenden 
setzen : 

sin (tt^tt^) cos (^r^p*) = VJ 

(15) sin (TT» TT») cos (7r2p2) = yj 

sin [n^jt^] cos (tt^p^) = V^ 

Dieselben Ausführungen, zu denen J Anlass giebt, können auch mit 
dem Quadrat des Sinus der Polarecke von [Tt^Tt^Tt^]: 

\ cos (p*p2) cos (p^p3) 
cos [p'^p^) ^ cos (p^p^j 

cos (p3p^) cos (p5p2) \ 

welches mit V bezeichnet werden möge, angestellt werden. Die den Re- 
lationen (15) entsprechenden Ausdrücke : 

sin (p2p3) cos [p^Tt^] = V^ 

(16) sin [p^p^] cos [p^Ti'^i = "Kv 

sin [p^p'^) cos [p^TC^] = Vv 

ergeben mit (15) verglichen: 

]/V : VJ= sin (TT») : sin (p*) 

(17) = sin (tt^) : sin (p^) 

= sin (tt^) : sin (p*) 
oder: 

• V V sin (pi) sin (tt^) sin [tz^] 

yj sin (tt^) sin (p^) sin (p^) 

Mit Rücksicht auf (8) folgt hieraus: 

VV^ yJ ^ sin (7g>) sin (tt^) sin (tt^) 

y^ ~ sin (pi) sin (p2) sin (p») ~ y v 

und ferner mit Benutzung von (14): 

yj • Vv = sin [jt^Tt^Tt^] sin {p^p^p^) = cos (^r^p^) cos {n^p^) cos (tt^p') 
= sin (ttI) sin (tt«) sin (tt«) sin (pi) sin (p2) sin (p«) 

Da jeder der Winkel [n^p^), (^^p^), (^^p^) kleiner als 90« ist, so bat 
das Produet sin (tt^tt^tt*) sin(p^p2p3) stets einen positiven Werth, d. h. 
die Ecken tv^tc^tv^ und p^p^p^ haben einerlei Sinn. 



§ 4—2. Der Sinos einer dreikantigen Ecke. 
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§2. 
Fünf Flächen^ von denen nicht je drei einer und derselben Geraden 
parallel gehen, seien bezeichnet mit 1, 2, 3, 4, S, die Durchschnittslinien 
von 2, 3, 4, 5 auf i seien (s. Fig. 27] : 

[1,21=1, [4,3]=II, [^4] = III, [1,5]=IV 

Bedeutet sin (124) den Sinus der von den Flächen 4. 2, 4 gebildeten 




Fig. J7. 



Ecke, u. s. w., so wird unter dem Doppelverhältnisse der dreiflächigen 
Ecken, welche 4 mit 2, 3, 4, 5 bildet, folgender Ausdruck verstanden : 

^^~ Sin (134) Sin (135) 
Nun ist nach (8) auf S. 66 : 

sin (124^ =r sin (41) sin (12;i sin (III I 
sin (134) = sin (44) sin (13) sin (III II) 
sin (125) = sin (51) sin (421 sin (IV I) 
sin (435) = sin (54) sin (13) sin (IV 11) 
folglich : 

< . (2345) = ?!EJM^: !|£(|VI) _ (, „ ,„ ,,. 
' sm (III II) sm (IV II) 

Da das Doppelverhältniss (I II III IV) eine rationale Zahl ist, so^ergiebt 
sich der von C. Fr. Gauss*) entdeckte Satz: 

Die Doppelverhältnisse der dreiflächigen Ecken, 
welche eine von fünf Flächen mit den vier übrigen bildet, 
sind rationale Zahlen. 

Ein analoger Satz gilt für fünf Kanten. 



♦) Werke II, S. 808. 
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§3. 

Versteht man unter den Winkeln eines sphärischen Dreiecks die Aus- 
senwinkel desselben, wie es nach der auf Seite 5 gegebenen Definition eines 
Flächenwinkels erforderlich ist, so nehmen die zur Berechnung eines sphä- 
rischen Dreiecks dienenden Formeln folgende Gestalt an *) . 

Es seien (pi), [p^), (p«) die Winkel und (tt^), (tt^), (tt») die Seiten 
eines sphärischen Dreiecks (s. Fig. 28], so bestehen die fundamentalen Be- 
ziehungen : 

cos [p^) = cos [p^) cos (p3) — sin (p^) sin (p^) cos (tt^) 

(1) cos (p2) = COS (p^j COS (p^) — sin (p^j sin (p*) cos (tt^) 
cos (p3) = cos (p^j cos (p2) — sin (p^) sin (p^) cos (tt^) 

cos (tt*) = cos (tt^) cos (tt^) — sin (tt^) sin (tt^) cos (p^) 

(2) cos (tt^) =t cos (tt^) cos (^^) — sin [tv^] sin (tt^) cos (p^j 
cos (tt^) = cos (tt*) cos (tt^) — sin (/r^j sin (/r^) cos (p*) 

i3) sin (p*) : sin (p^) : sin (p^) = sin [jt^] : sin [n^] : sin (tt^) 

Wird dabei vorausgesetzt, dass die 
Winkel und die Seiten positiv und < 1 80 <> 
sind, so sind alle Sinusse positiv. Ist 
sin (tt*) ^ sin [jt^] oder, was dasselbe 
ist , sin (p^ j ^ sin (p^) , so ist die Seite 
(n^) mit dem Innenwinkel 4 80« — (p^) 
gleichartig, d. h. wenn (tt^) ein spitzer 
Winkel ist, so ist auch 480^ — (p^) ein 
spitzer u. s, w. Durch die Seiten (tt*) (tt^) 
und den Winkel (p^ ist dann auch der 
Winkel (p^) genau bestimmt; ebenso 
durch (p*) (p2) und (tt^) die Seite [tc^] . Ist 
Pig 28 dagegen sin (tt^XsIu (tt^) oder sin (p^)<C 

sin (p2) , so wird, wenn das Dreieck über- 
haupt möglich bleibt, im ersten Falle der 
Winkel (p*) , im zweiten die Seite (/r') zweideutig. 
Aus den Formeln (4j und (2) leitet man ab: . 

sin^) — (tt^) 




;4) 



worin 



ist, und : 



tan2 IP^] = ^^"<^ 

\ 2 / sin ^) — (7r2j sin p — (tt») 

tan2 lPl\ - siP<> sin<>-( 7r2) 
\ 2 / "■ sin») — (tt«) sin ») — [jt^) 

\ij sm »> — [tt«) sm ») — (tt^) 

2 »> = (tT^) -I- (7r2) -i- (TT») 



*) Vgl. H. Grassmann. Lehrbuch der Trigonometrie. Berlin 1865, S. 400r. 
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p sinp — (/>*) 



\ 2 / smp — 



(/)2) sinjB — (/>») 

(5) tan»(^)= ■ '''°^, /'°P - !^;! 

^ ' \ 2 / smp — (/)') sinj5 — (p^) 

ian^l—] = s^^^P sinp — (p>) 
\ 2 / sinp — (pi) sinp — (p2) 
worin : 

2p = (pi) + (p2) + (p») 

Aus (3j folgen die Gleichungen : 

I {sin (pi) — sin (p'l) sin (jt*) = {sin (;r*) — sin itt*)} sin (p*) 

II {sin (p>) + sin (p«)) sin (;r») = {sin (tt') + sin («:«)} sin (p») 

« 

und aus (1 ) und (2) ergiebt sich : 

III {cos (pi) + cos (p2)} sin [tt^) = — (cos (p») + 1} sin ((ttI) + [n:^)) 

IV {cos (ttI) + cos (7r2)} sin (p») = — {cos (tt») + 1} sin ((pi) + (p2)) 

Fuhrt man in die Gleichungen 1— IV die halben Winkel und Seiten ein, 
so gehen dieselben über in : 

(6) ^^ = ^2^3 

^V, = — PsPa 

— ^,^, = p^p, 

wobei die Bezeichnungen : 

benutzt sind. Aus (6) folgt: 

Demnach ist entweder : 

^4 = p^ oder : ^4 = — P4 

(7) *i = Pi %=-/^i 

% = _ P3 ^2 = P^ 

%= — P2 V^ = P2 

Sind die Winkel und die Seiten <] 180<^, so gilt das zweite System 
dieser Gleichungen, welche nach ihrem Entdecker die Gauss^schen ge- 
nannt werden : 
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(8) 



sm '' ' ^" ■ sin ^ = 
cos ^ sin ^ = 
sin ' cos -4r^ = 

cos '^ g ^"^ ^ cos ^ = 



— sin ^^ — '—zr-^ — sin -^ 
z z 



Sin -i — —i cos 



cos — '-Y- — sm -i^ 
— cos -i =— i — ^ cos ^—-^ 



oder 



Aus denselben ei^eben sich die sogenannten Neper'schen Analogien : 

% P,' Va~ P, 

*3 Pj' *4~ Z»* 




tan 



ip') - {P^i 



^ tan '-i^ 
Sin ^ TT^ — - 



,„M_±M__ 



tan 



cos 



cos 






tan 



(P^ 



.^9) 



tan 



(ttI: — (7r2, 



sin(^i=lM 



tan 



(/r3) 



Fig. 29. 



tan 



{^') + i'T^: 



cos 



ip']-{p') 



cos 



>^; + {/> 



fn2 



tan 



(/r-^i 



Ist in dem sphärischen Dreieck der Winkel [p^) = 90^ (s. Fig. 29), so 
bestehen folgende Gleichungen : 



2* 
oder 



cos (tt^i = cos (tt^i cos (tt^) 
sin (tt*) =sin (tt^) sin (p>; 



sin 



cos (pi; 



. / ,, sin ttM 
in pi = . - 

j, _ _ tan (yr^j 
tan iTtK 



, .. tan ITT Vi 

tan pi = — . ..: 

sin /r-^ 



§ 4 — 5. Coordinaten von Flächen und Kanten. 
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5* cos [p^) = — sin (p2) cos (tt^) 

6* cos [tv^) = cot (pi) cot (p2) 

Durch Einfuhrung der Hilfswinkel ip^ tp^^z und x\ XiXz^ welche durch: 

cot ^i = tan (p^) cos (tt^I 

coti/;2 = tan (p*) cos (tt^) • 

cot I//3 = tan (pi) cos (tt^) 

cot Xi = taö (tt^) cos (pi) 

cot X2 = t^D (tt^) cos (p2) 

cot X3 = tan [tc^) cos (p^) 

definirt sind, gehen die Formeln (4) und (SIJ über in : 

cos [p^] sin {i//i — p5) 



cos (p*) = 

(10) cos(p2; = 

cos (p*) = 

cos (tt^) = 

sinxi 

(ll)cos(.r^) = ^^'^''^'"^^^-^^^ 

, ,, cos (tt^) sin (yo — tt^) ^ 
cos (tt^) = i ^ . ^^^ ' ^ 



sirn/Zi 
cos (p^) sin (t//2 — P^) 

sint//2 
cos (p^) sin (t//3 — p^) 

sini//^ 

cos (tt^) sin (x\ — ^^) 




s>nx3 



Fig. 30. 



§4. 



Bezeichnet man die Terhältnisise der Längeneinheiten der Fundamen- 
talkanten : 

OEi : OE2 : OE^ = o^ : o^ : 03 

so sind die Verhältnisse der Abschnitte OH^, OH^, OH^ der Fläche h 
= {/t| h^h^) auf den Funda mentalkanten nach der auf S. 47 gegebenen De- 
finition : 

OÄ, :0/fj:0ff3=?i:^:^ 

"l "2 ''S 

Bedeudet hy die Normale der Fläche A, so ist aus Fig. 30 ersichtlich, 



dass: 



OH^ : OÄ2 :|0£^3 = 



1 



1 



\ 



cos (Äy TT*) * COS [hy 7t^) ' cos [hp 7t^] 

woraus folgt : 

(1) Ai : A2 : A3 = Ol cos [h^Tt^] : 05 cos [hyTt'^) : 03 cos [hyTt^] 

d.h. d/e Indices einer Fläche sind proportional den Längeneinheiten der Fun- 
damentalkanten und den Cosinus der Einfallswinkel dieser Kanten in Bezieh- 
ung auf die Fläche. 

Wir bezeichnen die Verhältnisse: 
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cos [hy 7t^) : cos [hy 7t^] : cos (A^ tt*) = Uj : U2 ^ ^ 

und betrachten Ux\j^u^ als die homogenen Coordinaten der Fläche h^ d. h. 
d\Q homogenen Coordinaten einer Flädie sind drei Zahlenj welche sich verhcU- 
ten wie die Cosinm der Einfallswinkel der Fundamentedkanten in Beziehung 
auf diese Fläche. 

Insbesondere verhalten sich die Coordinaten der Einheitsfläche e^ und 
der Fundamentalflächen p^, p^, p^ wie: 

\ \ \ 

^^^ • ^^^ • ^^^ 

Ol 02*03 
4:0:0, 0:4:0, 0:0:4 

Wir wissen, dass die Indices hxh^h^ der Fläche h die Gleichung : 

Ai 1^1 4- Aj 1^2 + As 1/3 s=a 

erfdUen, worin rji 1^2 ^3 ^^^ Indices irgend einer in der Fläche A enthaltenen 
Kante rj sind. Ersetzen wir hierin die Indices A^ A2A3 durch die Coordinaten 
i^U2^ der Fläche A nach der in (4) angegebenen Beziehung, so ist die 
Gleichung der Fläche A : 

(2) WiOii?i + W2a2i?2 + «303% = 

Wir wollen die hierin auftretenden Coefficienten von ti^ 1^21^ als die 
homogenen Coordinaten der Kante t] betrachten und bezeichnen : 

Ol i?i : 02i?2 : 031^3 = fi : fj • I3 
so dass die Gleichung (2) übergeht in : 

"1& + W2I2 + W3l3 = 

Wie wir gesehen haben, können die Indices einer Kante rj, welche 
Durchschnittslinie der Flächen A und A' ist, in folgender Weise durch die 
Indices dieser beiden Flächen ausgedrückt werden (S. 24): 

^1 • ^2 • ^3 = fhf^'s — A3 A'2 • A3A'! — AiÄ'3 : Aj A'2 — AjA'i 
Hieraus ergiebt sich für die Coordinaten derselben Kante rj : 

?i : & : ?3 = «^w'3 — ^^\ ' «^ w'i — ^\ w'3 • ^ w'2 — ^^\ 

worin UxU2Uz und t^\u'2t^'3die Coordinaten der Flächen A und A' sind. Be- 
zeichnet man die Normalen der beiden Flächen mit Ay und A'^, so ist nach 
dem Satze von Gauss S. 67 : 

U2u\ — u^u\ = sin [hph'p] sin (tt^tt^) cos (A^A'/tt^tt^) 
1/3 u'i — Ui w'3 = sin [hph'p) sin (tt^tt*) cos (A^A'/tt^tt^) 
Mj w'2 — U2u\ = sin (hph'p) sin [tz^tz'^) cos (A^A'/tt^tt^) 

Um hieraus die von den Flächen A und h' aus der Zone der Kante 1/ 
abhängigen Grössen zu entfernen, setzen wir an die Stelle der Winkel 
zwischen der, die Normalen der tautozonalen Flächen enthaltenden Ebene 
und den Fundamentalflächen: 

(A,,AV^*^'), (A^AV^*^*), [hph'p" Tt^Tt^) 
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die ihnen gleichen Winkel, welche die Kante rj mit den Normalen p^^, p\y 
p\ der Fundamentalflächen einschliesst : 

inPVn i^PVn {riP\) 

Dann ergiebt sich : 

(3) fi • I2 -13 = sin (tt^^s) cos(ijp^y): sini/c^n^) cos{rj p\): sin (n^Tt^) cos{rjp\) 

d. h. die Coordinaten einer Kante sind drei Zahlen, welche sich verhalten wie 
die Cosimu der Einfallswinkel der Kante in Bezug auf die Fundamental- 
flächen, jeder Cosinus multiplicirt mit dem Sinus des in der betreffenden Fläche 
gelegenen Fundamentalkantenwinkels, 

§5. 

Wir haben gesehen, dass die Indices einer beliebigen FlSiche h eines 
Büschels, welches durch die beiden Flächen h' und h" bestimmt ist, sich 
durch die Indices der Flachen V K' und einen mit der Fläche h variirenden 

Parameter p- ausdrücken lassen. In analoger W^eise können jetzt die Coor- 
dinaten der Fläche h durch die Coordinaten der Fläche h' h" und eine mit 
der Fläche h veränderliche Zahl ß dargestellt werden. Setzt man näm- 
lich in (6) auf S. 32 : 

Äj : hl : A3 ^= Ä' Ä'i -|- X"K\ : U h\ 4- X'h'\ : i'A'3 4- k"h'\ 

* 

die Werthe : 

h^ = Qa^Ui, h\ = qa.u\, h\ = q"aiU'\ 

ein, worin qq' q" Proportionalitätsfactoren bedeuten, so ergiebt sich, wenn 
noch die Bezeichnung: 

eingeführt wird : 

(1) Ui : U2 : W3 = u\ — ßu\ : u\ — ßv!\ : u'3 — ßu\ 

Hieraus folgt : 

__ M2 »^'3 — ^ ^\ ^ U3 U\ — Ui U\ _ Ui U\ — U^ U\ 
W2 ^"3 U3 U'\ M3 w"i Mj U\ Mj Vl\ J/2 U'\ 

oder in symbolischer Schreibweise : 

worin der Zeiger 1 = 1 , 2, 3 ist. Ersetzt man nun die in den Ausdrücken 
für ß auftretenden Zähler und Nenner durch ihre im vorigen § angegebenen 
Werthe und berücksichtigt man , dass die Normalen der Flächen h h' h" in 
einer und derselben Ebene liegen und hier dieselben Winkel unter ein- 
ander einschliessen wie diese Flächen, so ergiebt sich : 
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Die Zahl ß erleidet keine Veränderung, wenn an Stelle des Drehungs- 
sinnes, in welchem die Winkel zwischen den Flächen des Büschels [h h"] 
anfänglich beschrieben wurden, der entgegengesetzte eingeführt wird. Da 
diese Zahl die Lage der Fläche h in Bezug auf die tautozonalen Flächen h* 
und h" durch Angabe des Sinusverhältnisses , nach welchem die Fläche h 
den Winkel [h'hT] theilt, bestimmt, so wurd sie das Theilungsverhält- 
niss der Fläche h genannt, ß ist positiv, wenn die gleichnamigen Rich- 
tungen der Normalen der Flächen hh! h" in dem Cyclus hyh\h!\ oder dessen 
Umkehrung, negativ, wenn dieselben in dem Cyclus h'yhyh*\ oder dessen 
Umkehrung auf einander folgen. Ist : 

ß = ^ 4 

so halbirt A den Winkel (ä'ä") oder dessen Nebenwinkel (vgl. den Normal- 
schnitt des Flächenbüschels in Fig. 31). 

Mit Hülfe des Theilungsverhältaisses ß ist die Lage der Fläche h in 
dem Büschel [h'h"] leicht zu construiren. Es stelle Fig. 32 einen Normal- 





Fig. 82. 

schnitt des Büschels dar. Man fälle von einem beliebigen Punkte C der 
Schnittlinie der Fläche h die Normalen CN und CP auf die Schnittlinien 
der Flächen h' und h". AB sei diejenige, von den letzteren Schnittlinien 
begrenzte Gerade, welche in C halbirt wird. Dann ist : 

. sinfÄA'; NC PC NC 



und 



folglich : 





i-» — 


sin [h h") MC " 


MC 


PC 




NC 
PC 


NC 

AC 


PC 
BC ~ 


sin NAC 
sin PBC~ 


sin 
sin 


MAC 
MBC 


MB 
MA 



3fA 



Hieraus ergiebt sich folgende Construction. Man trage auf den Schnitt- 
linien der Flächen A' und A" von M aus zwei Strecken MA und MB ab, 
welche sich verhalten wie die reciproken Werthe von sin (A A') und sin (A A"; , 
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verbinde die Endpunkte AB und halbire die Strecke ^4^ in C, dann ist MC 
die Schnittlinie der Fläche h. 

Die Formeln (1j, (2) und (3) dienen zur Lösung folgender Aufgaben. 

I. Sind die Coordinaten von drei tautozonalen Flächen A, h\ h": 

gegeben, so dass wir auch : 

kennen, und ist ausserdem einer der drei Winkel : 

(A'A"), (A"A), (AA') 

bekannt, so lassen sich die beiden anderen Winkel berechnen. Es sei z. B. 
der Winkel (AA") gegeben, so folgt aus (3): 

sin(AA') = /:?sin(AA") 

der Winkel (AA') und aus : 

(A'A'T = ;A'A) + (ää") 
ergiebt sich (A'A"). 

II. Sind die Coordinaten u\u'2u\ und u*\xi\\i\ von zwei Flächen A' 
und A" und ausserdem die WMnkel, welche diese Flächen mit einer Fläche 
A aus ihrer Zone einschliessen, gegeben, so dass auch: 

._ sin(AA') 
^""sin(AA") 

bekannt, so kann man die Coordinaten UxXi^u^ der Fläche A berechnen: 
denn es ist : 

Pmj = u\ — ßu'\ 

Pii^ = m'j — ßu'2 

Pih = w'3 — ß^"z 
worin P einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

Die von fünf Geraden oder Ebenen I, 2, 3, 4, 5 im Baume eingeschlos- 
senen zehn Winkel sind nicht unabhängig von einander, sondern durch 
eine, unter dem Namen: Fundamentalgleichung der räumlichen Gonio- 
metrie bekannte Belation verknüpft. Man gewinnt dieselbe durch die Be- 
merkung, dass cos (45) sich als eine lineare homogene Funktion von 
cos (41), cos (42) und cos (43) darstellen lässt: 

(1) cos (45) = Aj cos (41) + ;i2 cos (42) + A3 cos (43) 

Denn die Coefficienten ^ it^ itj können aus den Gleichungen bestimmt 
werden, welche man aus der Belation (1) dadurch erhält, dass man die 
Gerade oder Ebene 4 der Reihe nach mit 1, 2 und 3 zusammenfallen lässt: 

cos 15) = Ai -f- hl cos (1 21 -f- ^ cos (1 3) 

'2) cos (25) = Ai cos (21) + ;i2 + A3 cos (23) 

cos (35) = A, cos (31 ) + A2 cos (32) + A3 
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(3) 



= 



Das Resultat der Elimination der Coefficienten kii^h ^^^ (^) ^^^ (^) 
ist die gesuchte Fundamentalgleichung : 

cos (45) cos (41) cos (42) cos (43) 

cos (45) 1 cos (42) cos (43) 
cos (25) cos (24) 1 cos (23) 

cos (35) cos (31) cos (32) \ 

Mit ihrer Hülfe kann der Cosinus eines der zehn Winkel ausgedrückt 
werden durch die Cosinus der neun übrigen Winkel. Wird aus (3) das mit 
cos (45) behaftete Glied herausgehoben , der Rest nach den Elementen der 
ersten Zeile und der ersten Reihe geordnet, 

sin2(123) = ^ 

gesetzt und den Unterdeterminanten von ^ die Bezeichnung J^^ gegeben, 

so ist : 

cos (44) cos (42) cos (43) 
cos (45) 4 cos (42) cos (43) 
cos (25) cos (24) 4 cos (23) 
cos (35) cos (34) cos (32) 4 



J cos (45) = — 



oder: 

(4) 



J COS (45) = 2Jfjg cos (4 t) cos (5ä) 



•k=:l 



In dem besonderen Falle, wo 4 mit 5 zusammenfällt, folgt aus (3) : 

4 cos (44) cos (42) cos (43) 

cos (44) 4 cos (42) cos (43) 

cos (24) cos (24) 4 cos (23) 
cos (34) cos (34) cos (32) 4 



und aus (4): 

(5) 



= 



J = 2J^]^ cos (4 1] cos (4 A) 



Dies ist eine Beziehung zwischen den sechs Kantenwinkeln eines voll- 
ständigen Vierkants oder den sechs Flächenwinkeln eines vollständigen 
Vierflachs. Sie kann aufgefasst werden als eine nicht homogene Relation 
des zweiten Grades in Beziehung auf : 

cos (44), cos (42), cos (43) 

oder als eine homogene Relation des ersten Grades in Bezug auf: 

^j ^iU ^22» -^33? ^23? ^31? ^\2 

Betrachtet man die Geraden 4, 2, 3 als Coordinatenaxen, so stellt die Re- 
lation (5) eine nicht homogene quadratische Beziehung zwischen den Coor- 
dinaten einer Fläche, deren Normale die Gerade 4 ist, dar. 

Sind von den sechs Winkeln zwischen vier Geraden oder Ebenen fünf 
gegeben, so liefert die Relation (5) zur Bestimmung des sechsten Winkels 
eine quadratische Gleichung. Man erhält demnach zwei Werthe für den 
sechsten Winkel, entsprechend den beiden Lagen, welche die Construction 
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der vierten Gerade oder Ebene ergieU. Es seien beispielsweise die 

Winkel: 

. (23), (34), (42), (44), (24) 

gegeben. Dann lautet die ans der Relation ^5) fliessende, in Bexiehong auf 
den Cosinus des su bestimmenden Winkels (34) quadratische Gieiehung : 

(6) « cos2(34] + 89 cos(34)+ <S = 
worin: 

9 = ^23 cos (24) + ^/ji cos (U) 

6 = ^n cos« (44) + J^ cos« (24) + 2 ^12 cos (U) cos (24) — J 

gesetzt ist. Die beideü Wurseln von (6) sind : 

— g (© — Vö) und — ^ (© + V^ Ö[ 
worin: 

Ersetxt man in dem Ausdruck fttr Q die Grössen 9, 9, 6 durch ihre 
vorstehend angegebenen Werthe, so erhält man zunächst : 

e = cos« (i 4) {JiyJix — Jn ^33} + cos« (24) {J^ J^ — Jri ^33} 
+ 2 cos (U) c«5 (24) {z/jö z/31 — z/12 ^33} + ^^83 

und dann, mit Rücksicht auf die Formeln (5) und (7) in § 4 dieses Kapitels : 

© =^{4_ cos« (12) — cos« (14) — cos« (24) + 2 cos (42) cos (4 4) cos (24)} 

oder: 

(7) © = sin« (4 23) sin« (4 24) 

Demnach sind die Wurzeln der Gleichung (6) : 

(8) — -^ {z/23 cos (24)) + z/31 cos (44) =P sin (423) sin (424)} 

^33 

Bilden die Geraden oder Ebenen 4 , 2, 3 und 4 , 2, 4 je eine körper- 
liche Ecke, so sind nach § 4 dieses Kapitels sin« (423) und sin« (424) positiv, 
also sin (423) und sin (424) reelle Grössen. Die beiden Wurzeln werden 
nur dann einander gleich, d. h. es ist nur dann eine vierte Gerade oder 
Ebene vorhanden, wenn das Product: 

sin (423) sin (424) 

verschwindet. Unter den geltenden Voraussetzungen tritt dieser Fall ein, 
wenn: 

sin (424) »O 

ist, d. h. wenn die Geraden oder Ebenen 4, 2, 4 einem und demselben 
Büschel angehören. Ist: 

sin (424)^0 

so unterscheiden sich die beiden Wurzeln der Gleichung (6) dadurch, dass 
für die eine sin (424) einen negativen, für die andere einen positiven Werth 
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hat ; d. h. die beiden möglichen Lagen der Geraden oder Ebene 4 und 4* 
befinden sich auf entgegengesetzten Seiten der Verbindungsebene der Ge- 
raden 4 und 2 oder der Schnittgeraden der Ebenen \ und 2. (Fig. 33 stellt 
die Schnittpunkte der von einem Punkte ausgehenden Geraden k, k\ k\ k" 
und k"' mit einer um den Ausgangspunkt gelegten Kugeloberfläche dar.) 
Die relative Lage von vier Geraden oder Ebenen im Räume ist also 

nicht vollständig bestimmt durch 
die Angabe von fünf der sechs 
Winkel, die sie unter einander 
einschliessen. Die Entscheidung 
über die beiden möglichen Fälle ist 
erst mit Hülfe des sechsten Win- 
kels herbeizuführen. 

Bestimmt man die Goefficienten 
^1^2 A3 der Gleichung (\) dadurch, 
dass man die Gerade oder Ebene 4 
der Reihe nach mit den, auf den 
Ebenen oder Geraden 23, 34, 12 
senkrecht stehenden Geraden oder 
Ebenen I, II, III zusammenfallen 
lässt, so ergiebt sich : 




— c^ 



Fig. 33. 



(9) 



cos(l 5) = li cos (I i) 
cos (II 5) = Aj cos (II 2) 
cos (III 5) = A3 cos (III 3) 

und die Gleichung (1} nimmt die von Kronecker"^) angegebene Gestaltan: 

%i\^ /iif\ cos(I5) ,.-. , cos(115) ,,., , cos(IlI5) ,,^. 

^10) cos (45) = ;:;:^^ cos (41 ) + ^^^ ' ^ COS (42) + _ ;,„ J, cos (43) 



cos (I 1) 



cos (III 3) 



In dem besonderen Falle, wo die Geraden oder Ebenen 4 und 5 zu- 
sammenfallen, folgt hieraus : 

cos (III 4) 



cos (III 3) 



cos (43) 



/i-•^ i cos (14) ,,,, . COS (II 4) ,,^, , 

li ^ = — ini ^s ^^ H 7ü-^^ cos 42 + 

^ ' cos(I 1) \ ' ' cos (II 2) V ' ' 

Es ist leicht die Formeln (4) und (10), sowie (5) und (11) in einander 
überzuführen, indem man sich der in § 1 dieses Kapitels zusammengestell- 
ten Formeln bedient. 

Mit Benutzung der Formeln (15) in § 1 dieses Kapitels leitet man aus 
(10) die Form ab, in welche die Fundamentalgleichung der räumlichen 
Goniometrie durch Mob ins**) gebracht wurde. Es ist nämlich: 



^; Bemerkungen zur Determinantentheorie. In: Borchardt's Journal für Mathe- 
matik. 1870. 72, 161. 

**) Analytische Sphärik. In: Abhandl. bei Begründ. d. kgl. SKchs. Ges. d. Wiss. 
Leipzig. 1846. § 8, § 11. 
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(12) sin (3 <) cos (II 2) = sin (< 23) .i •:•<..■..;.'.• . ■;:! 

sin (4ll) <»s (III 3) t=^sin (123) 

jsin^SS:] o« (1-5) -v=a 8in:(fia3) 

(13) . %m (31) cos (11 ö) = sin (153) 

, sin (1 i) cos (III 5) == sin^l 25) 



I I 



folglich : 



cos (1 5) ^ sin (52^) 

cos(l 1)~sin(123)'"**"'?"^ 



,-.!■» 



V 1 



Dfeinnach gellt t1^) Über in : 

(14) sin(183) cos(4l^^ sin(23) cos(I 5) cQs(^1)+'sin(31} tos (Ü^) >fts\i«) 

+ sin(l4) cos(llT5) co~s(43)' " ' ' ^- 

oder m die Mob lus'sche Form: , ' ,■ ^ 

(15) sin(123) cos(45)=sin(523icos(44)^+,3in(|^5^ cos (42) + sin (4 25) cos (43) 

In dem besonderen Falle, 1^0 : ". " ^ ^ 

^ = sin2(4S3)=b- 

ist, währenddy WiÄkel(28), (31), (»8f)Votf«<> ödeMg»^ vörtchledtti und 
also auch die GrOfisai ^^ von-Nul) verschieden \siBd, Mgt aus den Re- 
lationen (42): ' . . s V V V 

cos (I 4) » oo&(Il 2} »»«0S (UI S) =iiO \ 

d. h., wenn wir iiiite^4,' S, 3 gerade: Linioii yersiehen: die Nonnaleo I, U, 
IIl der Ebenen 23, 34, 42 stehen auc^ auf den Geraden 4, 2, 3 senkrecht, 
oder mit andern Worten die Geraden 4, 2, 3 liegen in einer und derselben 
Ebene und die Normalen 1, II, JJ! fallen zusammen. Demnach ist die Summe 
der Winkel: - ....-- 

■_ ■ . (23) + (3JJ + (42)=0 

und: 

cos (I 5) = cos ^11 5) = cos (III 5) 

Die Gleiebang (44) geht also ia diesem Fall^ über in : /; 

{idj 'siri'(23) cos(44) + sin'(3lVcos(48)'4-- sin (42) cös (43)~ • 

d. i. die von MObius"^) zur Gründlage seiner Darstellung der sphärischen 
Trigonometriid yerwMdet^ Be^iehtufttg z^wischen den Winkelt! ton vier Ge- 
raden 4^, 2,' 3, 4; ¥oh denen dreV nämlich t, ^, 3, in dnei' und derselben 
Ebene liegen'. Es ist dies gleiöBzeftig die Bezlehndg zwischen vier Punkten 
einer Kugeloberfläche, von denen drei in einem Hauptkreise liegen. 

Sind ^1^293 lu^d XiX^x^ zwei Systeme von je dfei Geraden, welche 
nicht in einer und derselben Ebene liegen, so kann das Product der Sinus 
der von diesen Geraden gebildeten Ecken : 

sin (yi y^ »3) sin (x, (C2X^) 

*) a. a. 0. 7. Vgl. Baltzer, Elom. der Math. 4870. 2, 843. 
Liebiso h, G«ometr. KiysUUogr. 5 
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1 



JJJ 



durch die Winkel (^lO^) . . . (^3^^) ausgedrückt werden. Bezeichnet man 
für den Augenblick : 

und die Unterdeterminanten von d mit J^y^^ so geht: 

\ cos (yi yj) cos (yi ^3) 

cos (yj yi) cos (yj y2) 1 

nach Forme] (4) dieses § über in : 

J 2^,TtCos(yia:,.)co8(y2a:j) 5*:/,.»cos(yiX<)co8(yia?4) 

2z/,^cos (y2 (Trf) cos (yi x^) J :^J^^co% (y^ a? j cos (y3 ccj) 

^^rtCos(y3a?Jcos(yia;J2^,.fcCos(y3a:,.)cos(y2a?j) z/ 

Setzt man hierin für J in der ersten, zweiten, dritten Zeile nach Formel 
(5) dieses § beziehungsweise : . 

2z/rt cos (yi CD,.) cos yi (r^) 
:J ^rt cos /^yj a?,.) cos (yj 0?^^) 
:J4/^ cos (jfc ^1) cos (y^ ajj) 

so erhellt, dass die vorstehend^ Determinante gleich dem Product : 

008 (yi (Ti) «OS (yt ccj) cos (y, ovj) 2 
cos (y2 a?i) cos (yj ocj) cos (yj 053) 
cos (y3 flc, ) cos (j^ a^j cos (y3 0^3) 

ist. Nun hat der erste Factor dieses Productes den Wertfa : 

folglich bleibt:*) 

cos(yicci) oos(yia?2) cos (y^ 053) 

sin (yi y2 y^) sin (.Xj 0^20^3) = cos (y2a?i) cos (y2 (c^ cos [y^oi^ 

cos (y3 oPi ) cos (y3 0:2) cos (yj x^ 

§7. 
Wir verstehen jetzt unter den Geraden 4 , 2, 3 die Fundamentalkanten 
TT^, TT^, n^ und unter den Geraden 4^ S die Normalen v und v* der Flächen : 

h = Äj h^h^j h = A I A'2.A 3 

eines unsymmetrischen Krystalles. Dann wird durch die Formel (4) des 
vorigen § der Cosinus des Normalenwinkels [vv']^ der gleich dem Flächen- 
winkel [hV) ist, als bilineare Funktion der Coordinaten der Flächen h und 
h! dargestellt: 

(1) J cos [hK) = 2^ik CCS [vTt*] cos [v' 71^] 

fit = 1 



^11 


z/12 ^13 




^21 


^22 ^23 


• 


^31 


-^32 ^3:* 





*) Dieser Satz ist von vonStaudt angegeben worden, in: Ueber die Inhalte der 
Polyäder und Polygone. Crelle's Journ. f. Math. 4842, 24, S52. Vgl. R. Baltzer. De- 
term. 1870, 484, 204, 206. 
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Wir wollen nun in dieser Relation die Coordinaten der Flächen h und 
h' durch die Indices derselben und durch die Axeneinheiten eraelien. Nach 
Formel [\) in § 4 dies^ Kapitels ist: 

a 
if 

c©s(y'7r*) = o' — 

worin q und If Propprtionalitälsfiactoren bedeuten. DenmacA ist: 

(2) Jcos(hhr)=QQ'2 ^h,h\ 

Lässt man successive h' mit h und h mit K zusammenfoUen , so erhält 
man aus (2); ; ., c 

t%, «=5:t ^i^k 

wodurch die Werthe von q und q' bestimmt sind. Wir finden also folgen- 
den Werth für den Cosinus eines Flachenwinkels {hK)^ ausgedrückt durch 
die Elemente des Krystalles und die Indices der flächen h und K: 

(4) cos [h A') = / 3 jI^''''^ j 

Wir werden zuweilen der Rttrze wegen die in Bezug auf die Indices 
Ai hl A3 ganze homogene Function des iweiten Gi^des : 

und die in Bedug auf die Indices Ai A9 A3 und A'i A'^ A'3 'ganze homogene 
Function des ersten Grades : 



setzen. Dann ist also: 



eos (AA') ==. ,Ai^, 



Versteht man unter den Geraden 1, 2, 3 die Normalen v^v^v^ der 
Fundamentalflächen und unter den Geraden 4,5 die Kanten : 

so ergiebt sich aus der Formel (4) des vorigen § der Ck>sinu8 des Kanten* 
winkeis (17 rl) als bilineare Function der Coordinaten der Kanten 17 und 1^' 
in folgender Weise. Multiplicirt man in der Determinante (3) des vorigen § 



=0 
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sowohl die zweite, drilte, vierte Zeile als auch diezweitej dritte. ' vierte 
Reihe bexiehongsweise mit: 

sin [tc^ 7t^) , sin {tt^ttI) , ' sin [ii^ >r') 

so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Formeln (6) in § 1 dieses Kapitels : 

cos (ij t]') siu{7v^7t^)cos{r]v^) sin(7r'7r^)cos(ijv^) sin(7r^7r2)cos(ijv^) 
sin(7r27r^)cos(i/*iy') J^ ~ ^I2 ^13 

sin(7r37f*jcos(y2|^') ^^i ^22 ^23 

sin (ttItt^) cos {«^»ly')-^ ^81 -^32 ^3S 

oder, wenn das mit cos (i; i;7 behaftete Glied herausgehoben wird : ,. 

3 
(5) ü/ cos.(iji2')== ^ c,.j^ sin (jp*) sin(p^J cos(i;y*) cos(ij'i^) 

In dieser Relation sollen wieder die Coordinaten der Kanten tj und 17' 
durch die Indices derselben und durch dia-Axeneinheiten ersetzt werden. 
Nach Formel (3) in § 4 dieses Kapitels ist: 

sin (p») cos [rj^) =^ ^^i^i 
sin (p*) cos{ij'y*) = (/ajfcij'jfc 

worin a.und (f Proportionalitätsfacloren.bedeuten. Demnach ist': 

»C = 1 

f 

Lasst man successive rl mit 1] und 17 mit r[ zusammenfallen, so erhält 

man aus (6) : - - ~ ' < 

V 3 r I 

■m\ ik=i 

[V , • ' ■ - .-- • 3 ■'■' '" -i- ■ ■' 

wodurch die Werthe von o uad4i^ bestimmt siDd. Wir finden also folgen- 
den Werth für den Cosinus eines Kantenwinkels [ri ri) , ausgedrückt durch 
die Elemente dtö* Krystalles und die Indice» der Kianten ^ und v(\ 

;8) cos [ri ij') = / 3" '"''' 3 

Wir werden zuweilen der Kürze wegen die in Bezug auf die Indices 
H\ '/2'23 ganze homogene Function des zweiten Grades: 

•1: = 1 

und die in Bezug auf die Indices h^h^ih^ und li\h\h\ ganze homogene 
Function des ersten Grades : 

3 



§ 7. Der Cosinus eines Flttcheawiokels und eines Kantenwinkels. S5 

setzen. Dann ist also : - 

. . ./.- •„. - . y . ym-fin') . . . , . . 

Die Resultate dieses § gewähren uda die Mittel, den Ifel^ßrgang von 
den Coordinaten einer Fläche oder einer ELante zu den Indices derselben 
und umgekehrt vollständig auszuführen. Wir bemerken, dass hierzu die 
Kenntniss der Elemente des Krystalles erforderlich ist, denn es ergiebt sich 
für die Coordinaten einer Fläche h : 

cos(V7r^) = — 



(9) "cos [v 7t^) =.^— 



r a,Ofc < * 

^ r-. ^2 



" i l' 



.... . ^ «<«*-- 

und für die Coordinaten einer £aol6 17: 

sin(;)i) cos^^y^)?=3 . [. ^^V/ 



(10) sin (p*) cos [tj v^) =52 

■■.■..•■'■ " - ■ " " 



— -- ^^V 



2 



y^fiik<^^kmnk 



;■ , t .■ " r K i^OA.iL.aA.r) .m^ * > » 



Fttr das TheilungpyerhältnisS]/? Jn § 5 dioses Kapitels: 

- . . ; . •-• . . : ■7..M')<~e':.(AA")* 

erhält 8Qi|ktt (jetzt eiimuAasdrucli duroh die Indices der Flächen &, AS ^" und 

die Elemente des Krystalles : 

' -~ \ . _ 




(11) /» = toS/ • j^ 

Wenn wir mit Hülfe der Wertfae für cos(AA^] und cos(iji7') die Aus- 
drücke für die Sinus und die .7anjgentßn derselben Winkel bilden wollen, 
so kommt eine Identität, weiche: in. der Lehre von den quadratischen For- 
men und in der analytiscbeaiGeemeirie der Kegelschnitte abgeleitet wird, 
zur Anwendung. Es sei : 



,i ■..-.. ...V 
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f{XiX2X^)= Oi^XxXi + 022X2352 + 0330^053 

+ 2 023052 053 -f: SOsiOC^O^ + 2a|2X]052 

eine ganze homogene Function des zweiten Grades mit den VeränderlicheD 
Xi X2 053 und den reellen Coefficienten : 

I , ■ ■ ■ ■ T 

Oll 0x2 013 
aai022 023 

^31^132033 
wobei : 

«23 = ^2? Ö31 :«s 0i3, ©12 = O21 

Die in der Determinante des Systemfc dieser Coefficienten : 

Oll ^12 ^3 
R = 02i'022.023 

I <^i Ö32 O33 
= «11 «22 O33 — «11 «23 «32 + «12«2S «SL — «12 «21 «33 + «13«21 «32 — «13«22«31 

enthaltenen partiellen DetenQinanten des zweiten Grades : 

A • • L 

^11= «^ «33 -*- «23 «32 
^22 = «83 «11 —«•*««« 
-^33 = an O22 — O12 021 

-^28 = -^32 =; «12 «13 — «II «28 
-^31 = -^13 === «23 «21 — «22 «31 
^12 = ^21 = «*1 «Sa — «83 «12 

heissen die adjungirten Elemente des Systems der Coefficienten von f und 
die mit diesen adjungirten Elementen ^Is Coefficienten gebildete ganze 
homogene Function des zweiten Grades mit den Veränderlichen Uiii2t^: 

y («1«2«%)= ^ll^iWi + ^22«2«2 + i483<^W3 

+ iA^zU^^ + ^AziU^Ui + 2i4i2t*iW2 

wird die zu der quadratischen Form f adjungirte quadratische Form ge- 
nannt. Zwischen den Grttösen a^ ... und ^n . . . bestehen die Relationen : 

Oi,.^l^ + «2A^2^ + «3^^^ { = l 121 l 5 ^ 

Al ^12 ^131 

-^31 -^32 -^33 1 

-^22 ''^33 — -^23-^82 =^ ROn 

•^33 -^11 — -^31 "^13 ^^= ^ «22 

•^ll''^22 "^ -^12^21 =*^ ^«33 . 

Ai^Aiz i^n Af3 **= ÄO23 

^23^21 — -^22 -^31 ==* Ä «31 
-^31 At7 -^ ^33 i4i2 5i=s» Äai2 

Bezeichnet man : - - • - '. 



so ist : 
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3 

S o,* xjt = a.i ic, + a,., x^ + a,8 o?, = /; (x) 

3 .-. 

^ ^ik^k = ^fi ^i + ^t« w« 4^ ^.5 «*5 = 9l M 

y (Wlt<2«8) = M, 9)1 {Ü) 4- Wjg)^ (o) 4- M3 ^3 (w) 

Ersetzt man nun in f^{x) die Veränderliche Xi durch 9)1 (ti) u. s. w., 

so ergiebt sich : „ ' 

3 3 33. 

/;(y(w))= f a^(pi,/fi)=^ S aii,Aii,u;^= SuiS a^Ajj^^ UiR 

und wenn man in q)^ [u] die Veränäerliche u^ durch /*! [x) u. s. w. ersetzt, 
so folgt umgekehrt : 

3 ü ' * */ . 

9>< (/"(öp)) = ^ hifk (^) = ,•* 4t öaa?A = ,-^ ^A '^' 4<oa = ^i^ 

Diese Relationen dienen zur Ableitung, dßs Zu^aj3;upenhaAge$ zwischen 
einer quadratischen Form und der zu ihr adjungirten quadratischen Form. 
Derselbe wird durch die Transformationsgleichungen : 

I A9i(^)9aW.SP3(w))=Ä9P(Vitijt^) . 

II q>{fi[^)h[^)h[x))=t^f[xxX^oi^) 

ausgesprochen. Dieselben Relationen werden benutzt zur Ableitung zweier 
Identitäten, zu denen eine quadratische Form und die zu ihr adjungirte 
quadratische Form Anlass geben. Bezeichnet man der Kürze wegen : 

/'(xiXjOJa) m\if[x) 

yiA(a?) + y2AW4-»s/3(«) - /(y, a?) 

Vi Vi (w) + «^2 92 (w) + vj 9)3 (w) - 9) (v, w) 

f2y3 — ^«^aÄ - («y)i ^- s- w. 

W2*^3 "^ W3V2 - (wv)l U- S. W. 

SO ist : 

"I m m - fix, y)f[o^. ») = 9 [(xy)) 

IV q>[u) q>[v) — 9)(w, t;) fp{u, v) = Rf[[uv]) 

In dem hier vorliegenden Fälle handelt es sich zilnäclist um eine An- 
wendung der Identitäten III und IV. Wir haben in dem vorhergehenden § 

die quadratische Form : 

3 

^(^ik<^iHnink='M 

gesetzt. Die aus ihren Coeffioienten gebildet^ Determinante ist: 



R 



Ci, aiOj 0,20402 Cxz^h^ 

^i^% c^02<h ^^2*3 
€31030, €320302 C33O3O3 
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oder : 

und die in R enthaltenen partiellen Determinanten des zweiteja Grades 
sind: 

Aix =' a\ 0^3 ^U 1 -^23 = ^\ Ö2 03 ^23 

4ss = a\ 0^^331- -^12 F=5 o^öi fh^xt . 
so dass allgemein : 

^,jk = a^aSa23--i^ 
Demnach hat die ac^ngirte Form vtm /"(ij) den Wenh : 

oder nach der in^ vprigen^§ eingeführteji ^Zeichnung : ,. 

a\a\a\fp[h) 

Folglich läuten die FdefilftHteü HI und lY jetzt: 

' mfW) -f\nin') JM^^^^^ 

Nun ist der Cosinus eines Fluchenwinkels : 
folglich : 



,„i,,,^YmM^^gnm 



oder 



Vih] SP(A'). 






und 



OiOjOj ' q>{h) <p{h') 



tan AA')=* ^ Tr-T^n 



Ferner ist der Cosmus. eines Kapt«nwinkels°: 

cos 



folglich 



oder 






sin (« «') - i/MWiEMsTZH) 



^'"(^^'^ = "'"'■^1^^ 



§ 8. Der Sinus uod di^ Tangeate eines Winkels. gQ 

« 

und: 

/(Vj V ) 

Besonders einfach sind die Werthe für die trigonometrischen Tangen- 
leü derjenigen Winkel, welche die Flftcben aus der Zone einer Krystallaxe 
anter oMäBder dnscfaliessen. * Wir wollen diese Werthe hier zusammen- 
stellen, um später von ihi^en Anwendung machen tu können. 

lii der Zdile der Aie nr^ n>[400] ist: 

tan (040^0A,A3) = i. ^ ^'\^/ ^ 

AijOj sin. (tt^tt^) sin (tt*) 



/z2 03 sin (Tt^Tt^) -l- A3 02 sin (tc^ tz^] cos (tt^) 
cot 040^0*2*8 =* r - -^^w-rV-^-V-n + cot TT* 

tan (004^0*, A3) - , ^''l^f ■' ^ 

' A3 02 .^33 + A2 03 ^32 

K A2Q3 sin^7i?^/g^) sin(7r^)r 

^ A3 02 sin (^^yr^) -4- A2 «3 sin [n^Tt^) cos (^r*) 

In der Zone der Axe n^ = [040] ist: 

tan (00< * K OÄ,) = I *'°!/.^ . 

V - AjOs sih(7r^i7r^) 8in(/r2) 

A3 Ol sin [71^ ^?] •+• Ai 03 sin [^'^st'^) cos [71^) 

trv^^h, ^, K AaOj sinfTT^TT^) . , ^, 

öot fea4> OÄ3 =± ,,■ ■ . ; 2^^ • / a^ + cot TT« 

, Ai03 sm (tt^/t^j sm(7r2j • ^ ' 

tan (ldO*Ai OAj) t= ^''°' . ^ — ^ 

A, O3 ^11 + A3 Ol Ji3 

A3O1 sin(7r^7r*i sin (tt^) .. 

Aj 03 sin [Tt^Tt^] ^ A3 Ol sin [tv^tc'^] cos (nr^) 

In der. Zone der Axe 7t^ = [004] ist: 

tan (4 00^ Ai Aj 0) = r ^^^/f^ ^ 

^ A2 Ol sin [tz^tz^) sin (tt») 

Ai 02 sin (^ijrr^ 4- A2 Of sin (Tr^nr^) cos (tt») 

cot (400 AiA2 0) = 17 — . . » \. — ; — 7—rr + COt f/T^j 



tan(040'AiA2 0; 



A2 Ol sin [tv^^tv^] sin [tc^] 

hy 02 V^ 

*i ttt^M H- A, «2 «^21 
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hl a2 sin (/r^ tt^) sid (tt*) 



^2 01 sin [Tt^n^] + Äi 02 sin [TC^Tt^] cos (tt^) 

§9. 

Wir wollen jetzt den Zusanuoenhang der Indices einer Fläche mit den 
Indices ihrer Normale- aufsuchen. Zuvt^derst können wir mit Htllfe der 
Formel [1 ) in § 7 dieses Kapitels die Coordinaten der Normale i^ einer FULche 
h, d. h. nach § 4 , wenn v^v^p^ die Normalen d^ Fundaraentalflichen 
p^p^p^ bedeuten, die Grössen: 

8in{7t^7t^) cps (vv^) 

sin (n^Tt^) CCS [vv^) 
sin(;r*fr') cos (vv^) 

durch die Coordinaten der Flächen A, d. h. durch die Grössen: 

cos (y TT*) , cos (V It^] f cos (V 7$^) 

ausdrücken. Es folgt nämlich aus jener Formel, da: 

cos [v^ n^ = cos [v^ TT«) = cos 90« = 
ist: 

J cos \yv^) = cos (V* TC^) [Jii cos [vtV^) + -^12 cos {V7t^} + i^i3 cos (l/TT*)} 

oder, da nach Formel (15) in § 4 dieses Kapitels: 

^ ' Sm (tT^ TT"*) 

ist : 

VJ sin (tt^tt*) cos [pv^) =? ^it cos (^tt^) + ^12 ^s (i/tt^) + J^^ cos (vtt*) 

In analoger Weise ergiebt sich : 

(1) VJ sin [Tt^Tt^) cos (vv^) = ^21 cos (vTr*) 4- ^jj cos [ptc^) + ^23 cos (y tt^) 
V^ sin [tv^tv^) cos (w^) = ^31 cos [vtc^] + ^32 cos (vTr*) + ^^33 cos {vjt^) 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit : 

cos (V7t^)y COS [V TT^) , COS [v 7t^) 

so erhält man : 

sin [tc^tv^) cos {vv^) cos [vtv^) + sin {tt^tc^) cos [vv^) cos (i/tt^) 

+ sin {tv^tt^) cos (f y') cos {p7t^) 
3 

JJ ^^ cos [P 7t*) COS (f' TT*) 

oder nach Formel (5) in § 6 dieses Kapitels : 

=ry2r=«:sin(7y*7r27r3) 

Wir wollen die Coordinaten der Fläche h und die ihrer Normalen v be- 
ziehungsweise mit : 

tiiU2^ und*Viy2^3 
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bezeichnen. Dann können wir das so eben erhaltene Resultat in folgender 
Weise aussprechen : . . 

Die aus den Coordinaten einer Flocke und den Coordinaten ihrer Nor-- 
male gebildete ganze homogene Function des ersten Grades : 

isty wie auch die Fläche gewählt werden möge, constant und zwar gleich dem 
Sinus der von den Fundamentalkanten gAüde^ Ecke. 
Durch Auflösung der Gleichungen (4) in Bezug auf: 

Äs (y TT *) , cos [p j||r^) , cos (v 7t^} 

oder direct aus Formel (5) in § 7 mitJBerttcksichtigung der Formeln (4 Iß) 
und (47) in § 4 dieses Kapitels erhalt man die umgekehrten Transforma^ 
tionsgleichungen : 

yjfcos{yn^)^ sinln^n^) cos{y r^)-^ cn s\n{n^n^) cos(yy^]-\'Ciz sin{n^n^) cos(vk8) 

(2)Y^co8{y7t^^ Cfi sin (71* TT«) co8(i'»'*)-j- ßinin^n^) cosiyy^-^-cnsinin^n^) co8(v»^ 

y ^ cos(y »•i« (^ 8in(»> n^) ca^{y y^)-^ cjjj ginj[7i* ti*) co8(y y-] -f- sm{n^ n^j cqs( v y^ 

Eraetzt^man im (i) die Coordinaten der Flache A und ihrer Normale r 
durch ihre Werthe ; ausgedrückt durch die Indices von h und v und die 
Krystallelemente, für die man nach den Formeln (9) und (40) in § 7 dieses 
Kapitels erhält : j h- 

cos(i'7r»] = — • 



' ft,Ofc • * 

»a(p') CO»(f>)>*)B= — ace- -• - 



SO ergiebt siöb : 



y^'^ik^iHninu 



(3) Paji/2 = ^i.^ + ^M^ + ^»^ 

a\ 02 üß 

O] 02 03 

worin T _ / 

gesetzt ist. Auf dieselbe Weise erhält man aus (2) die Umkehrung der 
Transformationsgleichungen (3), nämlich: 

Q — '=*'öi ijr-f Ciaa^i^j + 013031^3 
"1 

(4) <? ~ = «2101^1 + «2^2 + ^2303^3 

: - A 

(? — =^iOi^i+ 032021^2+ 031^3 
a% 
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worio : 



gesetzt ist. Aus der Relation : — 

erhalt man durch die angdgebenen SubstitutioneD : 



■ .111 I »iii.ii illig itii» 11 



(5) Ai iji -)- Aj ijj + A»ij»;=F \/: — '^ 2r ~ 

Durch die Gleichungen (3) bfs (5) ist der gesuchte Zusammenhang der In- 
dices einer Fläche mit den Indices ihrer Normale ausgesprochen. 

§ 4a. : 

Bedeuten Ujt^Us die Coordinaten einer Fläche h und I1I2I3 ^^^ Coor- 
dinaten einer Kante rj , so .nimmt die ganze homogene Function des ersten 
Grades : 

den Werth Null nur für die der Fläche h parallel laufenden Kantenrich- 
tungen fj und nur für die dei^ KaiHe rj parallel gehenden Flächen h an. 
Diejenigen Kanten 17, für welche^-di^se Function einen von Null verschiede- 
nen Werth erhält, schliessen^mit der Fläche h einen von 0® oder 480® ver- 
schiedenen Winkel ein. Wir wollen jetzt den Zusammenhang des Werthes 
jener Function mit der Grösse dieses Winkels aufsuchen und werden zu 
diesem Zwecke den Cosinus des Einfallswinkels einer Kante rj in Beziehung 
auf die Fläche h durch die Geordiaaten^ von rj und h ausdrücken. Bedeutet 
V die Normale der Fläche h, so ist (i; v) der Einfallswinkel von t] in Bezug 
auf h. Aus der Formel (6) ia § 7 dieses BLapitels ergiebt sich : 

3 
-^ cos (ij v) = 2 c,.j^ sin (p*) sin (p*) cos (rjv^] cos {vv^) 

oder, wenn man die Coordinaten der Normale v mit i^t^2^3 bezeichnet: 

i' 

J cos{f]v)— 3 c^k^iPk. 

Ersetzt man hierin die Coordinaten der Normale v durch ihre in den Formeln 

(4] des vorigen § angegebenen Wetthe, so erhält man: 

_ 3 

VJ • J cos [rjv] = ^S Cijf^iJ^ux 

ikX = 1 

3 3 

a^ = i jk = 1 

Hierin ist die letzte Summe = für 1 ^ A und = ^ für i = L Demnach 
bleibt : 
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(1) V^cos(iyi/)=«i?i+t/2|j + W3I3 

d.h. die aus den Coordinaten UiU2U^ einer Fläche h und den Coordinaten 
Si S2 ?3 ^'^^i ^w A nicht parallelen Kante t] gebildete ganze homogene Function 
den ersten Grades : 

ist gleich dem Product aus dem Sinus der von de^i Eundamentalkanten gebil- 
deten Ecke in den Cosinus des Einfallswinkels der Kante rj in Bezug auf die 
Fläche h. 

Gleichzeitig ergiebt sich, dass die Grösseuverbindungen : 

Wl^l +W2I2 +W3?3 
U\^i + U2^2 + ^^Z 

worin ^^ $'2 ^3 die Coordinaten einer Kante rj bedeuten , dieselben oder 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzeUi je nachdem die Kanten rj und rj' auf 
derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten der Fläche h liegen. 

Werden in die Relation (4) die hidices der Fläche h und der Kante rj 
eingeführt, so resultirt : 

(2) S cos {ijr) ^ Äi i?i + Aii?2 + Ä3% 
worin : 




**A|Äjt . Ic^^a^a^ri^rij, 



iH 



gesetzt ist. In dieser Formel (9) ist die Formel (5) des vorigen § als der 
specielle Fall, wo : 

eos(i;v)==cosO^= \ 
ist, enthalten. 

§11. 

Die bisherigen Resultate dieses Kapitels gestatten uns die im fünften 
Kapitel begonnene Untersuchung über die Transformation der Indices fort- 
zuführen und fnsbeisondere die neuen Axeneihheiten durch die bei einer 
solchen Transformation gegebenen Grossen auszudrücken. 

Wir haben flic neuen Axen mit 9)^, (p\ q)^ und die neue Einheitsfläche 
mit k bezeichnet. Es seien &i, 629 ^3 ^^^ neuen Axeneinheiten und x die 
Normale der Fläche k, so ist nach Formel (1) in § 4 dieses Kapitels: 

1 4 1 

b| : 60 : 6« = -, 77 : ; r- : -, rr 

' ^ ^ C08(X9l) 006 (xqp^) oos{x9?») 

lUan findet also die neuen Axeneinheiten, wenn man die reciproken 
Werthe der Cosinus der Einfallswinkel unserer neuen Axen in Bezug auf 
die neue Einheitsfläche durch die alten Axeneinheiten 04 Oj 03, die Winkel 
zwischen den alten Axen Tt^Tt^Tt^ und die alten Indices der Axenebenen 
f^f^f^ und der Fläche k darstellt. Nach Formel (2) des vorigen § ist : 
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cos xo)') = -== • \kPP 
Vq>{k}m 

cos (xfl)«) = ^^ . \fnp 

cos (xo)») == -=i£= • l/"»^* 

worin nach der in § 7 eingeführten Bezeichnungsweise: 

w(k)= S ^k:ki 

Hieraus folgen die VertiSltnisse der neuen Axeneinheiten*): 

Nach Formel I in § 3 des fOcften Kapitels sind die neuen Indices /, t^t^ 
einer Flache h : 

tu u- !*/!£!l • \llhfll . Ifinh} 

und nach § 4 dieses Kapitels sind die neuen Axenfcbschnitte der Ftache h : 

h h h 
Demnach erhält man für die YerhäUnisse dieser Abschnitte : 

fc1.fe2.fe3_ VfW) . V/V) ■ V/V) 

hh- h~\hnpv\nhp\-\pph\ 

Aus Formel (4), Seite 83, ergiebt sich, dass zwei Fischen : 

A = {Ai A, Aj) und A' = {A't A'jA'j} 

senkrecht auf einander stehen, wenn die Indices A^AjAj und h\h\h\ die 
Gleichung: 

(i) 1 A±.h,h\ = (s 

welche in Bezug auf jedes System von Indices vom ersten Grade ist, be- 
friedigen. Sollen in einem Krystailflächencomplex zwei auf emander senk- 



*) Diese Formein sind zuerst ron A. T. Kupffer abgeleitet worden. Handbuch 
der rechn. Krystanonomie. Petersburg. 4884. S. 494. Später wurden sie von G. F. Nau- 
mann reproducirt. Eiern, der theoret. Krystaliogr. Leipzig. 4856. §§ 48 — 48. 
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recht stehende Flächen vorhanden sein, so müssen also die sechs, aus den 
fünf Elementen des Complexes : 

Ol-: «2 : 03 nnd (tt^tt^), (Tt^n^), {Tt^n^} 

gebildeten Grössen : 

(2) —IL ^» ^3> ^u ^n ^la 

^ OiOi ' 0202* 0303' 0503' OjOt ' OiO^ 

welche im Allgemeinen irrational sind, durch die vorstehende homogene 
Gleichung (4) des ersten Grades mit ganzzahligen Coefficienten verknüpft 
sein. Bezeiebnen wir die Coefficienten in (4) mit: 

hi h\ ä: rji , Ä2 h\ s^ r22 , ^3 h\ =? r^^ 
A2 Ä's + *3 ^\ = 2 rjs , A3 h\ + A, A'3 =±= 2 r3i , Aj A'2 + A2 A'j =2 Vy^ 

so können wir die Gleichung (4) schreiben: 



(3) 



8 



Uk = 



Besitzt ein Krystalläächencomplex zwei auf einander senkrecht stehende 
Flächen, so besteht also stets eine lineare homogene Relation (3) mit ganz- 
zahligen Coefficienten zwischen den unter (2) aufgeführten Grössen. Umge- 
kehrt ist das Bestehen einer solchen Relation zwar eine nothwendige, keines- 
wegs aber eine hinreichende Bedingung für das Vorhandensein eines Paares 
senkrecht auf einander stehender Flächen. Denn die ganzzahligen Coeffi- 
cienten r^^ in der Gleichung (3) sind gewissen Bedingungen unterworfen. 
Zunächst muss die aus den Zahlen r^ gebildete Determinante verschwin- 
den, denn es ist : 

A| h\ -4* Aj h\ A2 h\ -H hx h'i A3 A\ -H Ai A 3 
hf A'2 •+• A2 A'j A2 A'2 + A2 A'2 A3 A'2 •+• ^^^2 A 3 
Ai A'3 + A3 A'i Aj A'3 •{-A3 A'j A3 A'8 -}- A3 A'3 

Femer müssen die den Zahlen r^i, r22} ^33 aus der Diagonale dieser 
symmetrischen Determinante adjungirten Unterdeterminanten vollständige 
Quadrate sein, denn es ist : 



^11 ^2 ^18 

»•21^22^» 
''si ^82 ^n 







^22 ^'23 
*'32 ^33 

^83^81 

*'tl^'l2 
^21 ^22 



= — (A2A'3 — A3 A'2) 2 
^-(h,h\-h,h\)^ 
= - [h,h\ - h^h\)^ 



Daher können wir den Satz aussprechen : sind die sechs Grössen 



J: 



ik 



0|ÖJt 



durch eine homogene Gleichung des ersten Grades mit ganzzahligen Coeffi-- 
cienten r^ verbunden^ so enthält der Krystallflächencomplex dann und nur 
dann ein jRsar von auf einander senkredU stehenden Flächen^ wenn die aus 
den Coefficienten r^j^ gebildete Determinante verschwindet und ausserdem die 



96 Sechstes Kapitel. 

den Coefficienten r^j, r22, Vj^ adßinghien ' UfUerdeterminanten vMHöndige 
Quadrate sind. ' : - ' ; . 

1d analoger Weise ergiebtsich aus Formel (8), S. 84, dass zwei Kanten : 

n = [^1 m »?3] und V = [»j'i ^'2 V'i] --■''■■■:' : 

senkrecht auf einander sttöen,- ^nn die^Indices^ 1;, 1/2 1^3' und rj\ ij'2 ij'a die 
Gleichung: 

welche in Bezug auf jedes System JVonimlices'vom'^fsteiiGTiBide'ist, be- 
friedigen. Sollen in^nem Krystallfl|iche9CompleX::%:Wei auf einander senk- 
recht ateheqde Kanten vorhamlen sein, so müssen die sechs, aus den fünf 
Elementen des Complexes gebildeten, im Allgemeinen irrationalen Grössen : 

(2*j oia,, 0502, 0303, 0230203, CaiOaO,, ^20102 

durch die vorstehende homogene Gleichuifg (1*) des ersten Grades mit 
ganzzahligen Coefficienten verknüpft sein. Bezeichpen wir die Coefficienten 

72^'i -H %^'i = ^WiV'^ä^'f + 'yi ^3^ ^Psi , ^i^'i-f ^2^1 — *?I2 
so können wir i^ie Giei^upg (4*) jscbrei^pjj : . i - ..; .^ 

Auch die' ^aiizzialili^nGbeffidenten (»,j^ dieser Gleichübg sind gewissen 
Bedingungen von derselben Form, wie die vorhin abgeleiteten, unter- 
worfen ; so dass- wir zu dem Saize gelangen : \smd die sechs Grössen Cjj^a^o;^ 
durck eine homogene Gleichung det ersten Grctde^ fnü ganmzahligen Coeffi- 
cienten Qijc verbunden , so ent^t der KrystcUlfktcheneomplex dann und nur 
dann ein Paar ^^pi} ai^ einander senkrecht, stehenden. Kanten ^^wenr^ die aus 
den Coefficienten q^ gebildete Pefern\inantß verschwindet und ausserdem die 
den Coefficienten p^ , ^22» ^33 adjungtrten Unterdeterminanten vollständige 
Quadrate sind, 

§43. 

Wenn auf einer Fläche Ä = (Aj Aj A^} zwei Flachen : 

h' = {A'i A'jA'a} und A" = {A", A"2 A'^ 

senkrecht stehen, so stehen gleichzeitig unendlich viele Flächen auf A senk- 
recht, nämlich alle Flächen der durch A' und A" bestimmten Zone [A' A"] . 
Sind die Elemente des Krystalles und die Indices der Fläche A bekannt, so 
findet man die Gesammtheit der zu der Fläche A senkrecht stehenden 
Flächen auf folgendem Wege. Aus den Gleichungen, welche nach (4), 
Seite 94 , zwischen den Elementen des Krystalles und den Indices der 
Flächen A, A' und A" bestehen : 
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(2) 1 ^A,A", = 

ergeben sich die Y-erhällDisse der Indices der Durchschnittslinie [^'^"1- 
A'j Ä'3 — A'3 h\ : Ä'3 A"i — h\ K\ : A'j ^"2 — ^'2 ^"1 ^^^ 
4 ^ ^ . 43 ^.. 1 ^ ^. 

Demnach geht die Gleichung einer beliebigen Flüche / = {/] /2 1^} aus der 
Zone [A'A^: 

(A'2 A"3 — A'3 h\) k + [h\k\ — h\ h\] k + [h\ h\ — h\h\] l, = 
tlber in: 

(3) 1 /?*<'* = » 

woraus nach (4), S. 94, folgt, dass die Fläche / ebenfalls senkrecht auf der 
Fläche A steht. Die Gleichung (3) ist eine unbestimmte Gleichung des 
ersten Grades in Bezug auf die Indices /] I2 1^ der Fläche /. Man findet daher 
die Indices aller auf der Fläche A senkrecht stehenden Flächen durch Auf- 
lösung der Gleichung (3) nach ^ ^^3. 

Bezeichnet man die ganzzahligen Coefficienten in der linken Seite 
von (3): 

so muss nach § 42 die aus den Grössen t^^ gebildete Determinante ver- 
schwinden. Da die Fläche / in der Zone der Flächen A' und h!' liegt, so 
können nach § 4 des dritten Kapitels die Indices von / durch die Indices 
von A' und A" und durch einen Parameter X dargestellt werden : 

ly = A'i -f- Xh*\ 

l^ = h\ + >tA"2 

^ = A'3 + AA"3 
Demnach ist : 

oder, wenn man : 

setzt : 

Uk = ^ik + ^^ik 
Die aus den Grössen t^^ gebildete Determinante lautet nun : 

Tj! + kSii ri2 -|- Aäi2 rj3 -|- AÄJ3 

r^i + A«2i ''22 4" ^*22 ''23 + ^% 

^Zl ■}" ^*31 ''32 "f" ^*32 ^33 H" ^^33 

oder entwickelt : 

(4) 9i + AM^ 4. A2@^ + A3® = 

worin : 

L i • b i ■ c b , Oeometr. Kr jsUllofT . 
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''ll ''12 


''13 




«u« 


12 «13 




SR 




''21 ''22 ''23 
''31 ''32 ''33 


, ® = 


«21 ^22 «23 
^31 ^32 «33 






nin2*13 




''11^12 ''13 


«Il''l2''l3 


%- 


^21 ^22 «23 


+ 


''21 ^22 ''23 


+ «21 ''22 ''23 




''31 ''32 *33 




''31 ^32 ''33 


^31 ''32 ''33 




''ll ^12 ^13 




^11 ''12^13 




^11 ^12 ''13 


®r- 


''21 h2 «23 


+ 


«21 ''22 *23 


+ 


J2i«22''23 




''31 ^32 ^33 




*31 ''32 ^33 




«31 «32 ^'33 



gesetzt ist. Wenn die in (4] auf der linken Seite stehende GrOssenverbin- 
dung der Null gleich sein soll, so müssen gleichzeitig : 

sein. Dass 9} und ® verschwinden müssen; geht nach § 42 schon daraus 
hervor, dass, wie vorausgesetzt wurde, die Flächen h' und h" auf der 
Fläche h senkrecht stehen. In diesem Falle müssen aber auch nach § 12 
die den Coefficienten r^, r^^j r^z u°^ ^11 ) ^229 % ^^ 9i und ® adjungirten 
Unterdeterminanten vollständige Quadrate sein : 



r22 ''23 

''32 ''33 

''33 ''31 
''13 ''11 

''11 ''12 
''21 ''22 



= — (A2 A'3 — A3 Ä'2) '» 
= — (AaA'i — Äi/i's)^, 
= — (ÄiA'2 — Ä2Ä'i)2, 



522 ^23 
«32 ^33 


— (Ä2A 3 A3Ä2)^ 


^83 ^31 
^13*11 


-{h,h'\-h^h\)^ 


«11 «12 
«21 «22 


= (^1*2 A^A 1)* 



Da die flächen h' und h" nicht zusammenfallen dürfen, so dürfen die 
vorstehenden Unterdeterminanten von 91 und ® einander nicht proportional 
sein. Das Ergebniss dieser Betrachtung können wir durch den Satz aus- 
sprechen: sind die sechs Grössen — ^ durch zwei homogene Gleichungen 
des ersten Grades mit ganzzahligen Coefficienten r^^ und «,j^ verbunden : 



3 



J: 



rt=i a.Ofc 



^ r,i- = 



Uk 



ß 

2 



J^ 



i^ s.u = 



.jk=i a^a^ 
so enthält der Krystallflächencomplex dann und nur dann eine zu einer Fläche 
senkrechte Zone , wenn die Determinanten 9i, ® und die Determinantenver- 
bindungen 9i,, ©,. verschwinden und ausserdem die den Coefficienten ?*ii, 
''22» ''33 ^^^ hxf ^22) ^33 ^^ 9t und ® adjungirten Unterdeterminanten einander 
nicht proportional sind. 

Die in den § 12—18 bewiesenen Sätze wurden zuerst aufgestellt von H. St. Smith 
(On the conditions of perpendicularity in a paralleleptpedal System. Proceed. Crist. 
Soc. London 1877, 40. Proceed. Math. Soc. London. 1877, 8, 8S — 108.), der auch die 

Fälle, in denen die sechs Grössen — — durch drei, vier oder fünf homogene Glei- 

chungen des ersten Grades mit ganzzahligen Coefficienten verknüpft sind, ausführlich 
behandelte. 
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Siebentes Kapitel. 

§1—4. Die Linearprojection. 



§4. 

In dem zweiten Kapitel ist auf den projectivischen Charaeter der 
Linearprojection hingewiesen und angedeutet worden, dass diese Projection 
ein Hülfsmittel zur graphischen Darstellung des Zonenzusammenhanges der 
Flächen eines Krystallformencompiexes darbiete. Es. soll jetzt gezeigt 
werden^ dass die Linearprojection auch als ein construclives Verfahren zur 
Bestimmung der Lage von Flächen und Kanten aus deren Indices, oder um- 
gekehrt zur Bestimmung der Indi- 
ces von Flächen und Kanten aus 
deren Lage benutzt werden kann. 

Aus den projectivischen Eigen- 
schaften der Linearprojection er- 
giebt sich, dass die Schnittgeraden 
der Flächen und die Schnittpunkte 
der Kanten mit den Indices der 
entsprechenden Flächen und Kan- 
ten bezeichnet werden können, wie 
übrigens auch die Projectionsebene 
gelegen sein möge. Auf diese Be- 
merkung stutzen sich die Lösungen 
der folgenden Aufgaben. 

Es seien die Schnittlinien und 
die Indices von vier Flächen , welche nicht zu je dreien einer und der- 
selben Geraden parallel gehen : 

r^riAA, f"=r\rir\, r-^nnn, k=^k^k,k, 

sowie die Schnittlinie einer fünften Fläche t gegeben (s. Fig. 34). Es sollen 
die Indices der Fläche : 

/ = /i ^2 ^3 
gefunden werden. — Man bezeichne die von diesen Flächen gebildeten 
Kanten : 

[tn =t', [tn =A [tr"] = T' 

Dann liegen in den Flächen /^, /*", /*" je vier Kanten , deren Doppel- 
verhältnisse : 

7* 




Fig. 34. 



jit 



j*f 



jn 
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[cp" g>"' x' t') , [q>"' <p' x" t") , (<jp>" x'" r'") 

rationale Zahlenwerthe sind. Wie wir in § 5 des vierten Kapitels gesehen 
haben, können diese Werthe durch Construetion mit Hülfe eines Lineals 
und Anwendung eines beliebigen Maassstabes ohne Kenntniss der Winkel, 
welche jene fünf l^lächen unter einander einschliessen , ermittelt werden. 
Bezeichnet man nun : 

(f'\ h + <p'\ h + y"3 h = ^1 
so ist nach § 4 des vierten Kapitels : 

f"f " '^ ' - A3 ip'\ h + <P"2 h 4- q>\ h 

i,j" ^'j>^\ *k y'i ^ r + y 'a ^ + y 's <a 

^«' ^«" v'" .r"n — ^ y"i ^1 + y"a h + y"3 <3 

Man erhält also drei Gleichungen des ersten Grades für die Indices 
hhhi von denen je zwei zur Bestimmung der Verhältnisse dieser Grössen 
genügen. 

Siod die vier zu Grunde liegenden Flächen insbesondere die drei Fun- 
damentalflächen und die Einheitsfläche : 

;)i = 100, p2 = 010, p3 = 004, cO=144 

so findet man , wie in § 5 des vierten Kapitels ausführlicher dargelegt 
wurde, die Verhältnisse der Indices einer fünften Fläche h unmittelbar 
durch Construetion der Werthe von je zweien der Doppelverhältnisse, durch 
welche in § 3 des zweiten Kapitels die Verhältnisse der Indices der Fläche 
h ausgedrückt wurden. 

Die Umkehrung der so eben behandelten Aufgabe besteht darin, dass 
die Schnittlinie einer Fläche ^, deren Indices bekannt sind, construirt wer- 
den soll , wenn ausserdem nur noch die Schnittlinien und die Indices von 
vier Flächen, /*'/*" /^"A*, welche nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, gegeben sind. — Mit Hülfe der Indices berechne man 
die rationalen Zahlenwerthe der Doppelverhältnisse: 

ifp"<p"'xT), (<!p'>'x"t"), (q>' <p" *•" t"') 

und construire dann in den geraden Punktreihen, welche Schnittlinien der 
Flächen ffT sind, die Punkte tW". 

Analoge Betrachtungen können mit fünf Kanten angestellt werden. 
Das Ergebniss dieser Untersuchung wird durch den folgenden Satz ausge- 
sprochen : 

Wenn von irgend vier, nicht zu je dreien einer und derselben Geraden 
oder Ebene parallel gehenden Flächen oder Kanten eines Krystalles die Lage der 
Schnittlinien oder Schnittpunkte in einer Linearprojection und die Indices ge- 
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geben smd^ so können die Indices aller übrigen Flächen und Kanten — oder, 
wenn die Indices aller übrigen Flächen und Kanten gegeben sind, die Schnitt- 
linien und Schnittpunkte derselben — gefunden werden allein mit Hülfe des 
Lineals und eines beliebigen Maassstabes ohne Kenntniss des Centrums des pro^ 
jicirenden Bündels oder der Winkel, welche die Flächen und Kanten desselben 
unter einander einschliessen, oder des SystefnSj dem der Krystall angehört *) . 



§2. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
des Bündels und der Linearprojection ergeben sich Formeln, welche die 
Distanzen der Schnittpunkte durch die Winkel der entsprechenden Kanten 
und die Winkel zwischen den Schnittlinien durch die Winkel zwischen den 
entsprechenden Flächen oder umgekehrt diese durch jene ausdrücken **i . 

Es seien aa* a*'a'" vier Kanten eines 
Büschels, AA Ä'A*' ihre Schnittpunkte auf 
der Projectionsebene (Fig. 35) . Dann ist das 
Doppelverhältniss : 



oder: 



(1) 



[att'a"a"') = {AA'A"A"] 
siin [a a") sin [a a'") _ A A" A A 



\ttf 




Sin [a'a") ' sin (aV") AA" ' A'A 
Bezeichnet man die Winkel : 

[a a') = i?t , (ö a") = »?2 , (« « ") = ^3 Fig. 35. 

und die Strecken: 

AA'=^txy AA" =^ t^i A -4"' = ^3 
SO ist: 

(aV) == («'«) + (««") =ij2-'?i 

[a'a^ = [a'a) + (a «"') = ija - '?i 

A'Ä' = A'A+ A r =t2 —h 

A'A"' = A'A + AA" =tz —t, 

und die Doppelverhaltnissgleichheit (1) ergiebt: 

h — h . ^3 — ^ ^ sin [ri^ — jyt) . sin(i;3 — ri^) 

h h sin ^2 * n^ 

oder: 

h — h h <^ot 1J2 — cot iji 

* 

Werden die Nenner dieser Gleichung fortgeschafft, so folg : 



(2) 



*) Dieser Satz wurde von W. H. Miller aufgestellt. On the employment of the 
gnomonic project. of the sphere in crystallogr. Phil. Mag. London. July 1859. Art. 17 — 28. 
♦*) Vgl. M. Websky. Monatsber. Berlin. Akad. 17. Jan. 1876. Zeilschr. für Kr^- 
Stallogr. 1879. 4, 208. 
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(3) /i (^2 — h) cot );, + hh — h) cot i;2 + ^3 'i — ^2) cot 1/3 = 
oder, wenn man : 

^2 — ^3 = (^1 — ^3) + 'h — h) 
setzt : 

M \ h — U _ h 00t 1^2 — <i cot i^t 

h — h <3 cot t]^ — ^1 cot 1/, 

Ein KantenbUschel ist nach § 2 des vierten Kapitels durch drei seiner 
Kanten a et' a'% also auch durch zwei seiner Winkel ij, 1^2 bestimmt. Daher 
sind die einer geraden Punktreihe angehörenden Schnittpunkte in der 
Linearprojection durch drei derselben, AA'A\ also auch durch zwei 
Strecken ^^2 bestimmt. Mit Hülfe einer der Formeln (4) . . (4) kann fttr 
irgend eine vierte , durch den Winkel 173 gegebene Kante die Strecke ^ 
und damit der zugehörige Schnittpunkt gefunden werden. Umgekehrt 
kann für irgend einen vierten, durch die Strecke ^3 gegebenen Schnitt- 
punkt der W^inkel i]^ und damit die zugehörige Kantenrichtung ermittelt 
werden . 

Es seien aa'a"a"' vier Flächen eines Büschels, ää'«"«'" ihre Schnitt- 
linien mit der Project ionsebene. Dann ist : 

(ao'a"a'") = ;2irrr') 
oder : 

sin (g g") sin (g a"') _ sin (« r ) sin (« r^) 

^^' sin [g'g") * sin (g'g'") ~ sin (Sl'«") ' sin (21' r') 

Bezeichnet man die Winkel : 

laa') =1,, iaa") =fi, (aa'") = |, 

SO ist * 

:a'g") =^^2-§i, (a'a-j =^^3-^1 
(2l'r)=52-5i, (ä'r')= 53-^1 

und (5) geht Über in : 

cot ^1 — cot ^2 cot Äj — cot ^2 

cot ^i — cot ^3 cot Si ^ — cot 53 
oder: 

(6) COt|i [cot Ä2 — COt53)+COt|2 iC0tS3 — C0t5i) + COt I3 iCOt Äj — COt52) = 

In Folge hiervon gilt für Flächenbüschel ein, dem vorhin für Kanten* 
büschel aufgestellten Satze entsprechender Satz. 

§3. 

Es ist üblich zur Projoctionsebene einer Linearprojection eine Ebene 
zu wählen, w^elche einer der Fundamentalflüchen parallel läuft. Diese Wahl 
ist namentlich vortheilhaft für die Verwendung der Linearprojection zum 
perspectivischen Zeichnen der Kristalle. Ist die Fundamentalfläcbe zugleich 
Symmetrieebene oder steht sie senkrecht zu einer Symmetrieaxe des Kry- 
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slalles, so werden durch die Linearprojeclion auch die Symmetrieverhält* 
ntsse der Anschauung unmittelbar zugänglich. 

Beansprucht die Ausführung einer Projection auf eine bestimmte Ebene 
mehr Raum als zur Verfügung steht, so entwirft man nach dem Vorschlage 
von F. £. Neumann gleichzeitig Projeclionen auf verschiedene Ebenen*). 

Für jede Lage der Proj'ectiousebene können mit Rücksicht auf den 
projecti vischen Charakter der Linearprojeclion die Gleichungen der Schnitt- 
linien und Schnittpunkte aus den Gleichungen der entsprechenden Flächen 
and Kanten abgeleitet werden. Wir beschränken uns an dieser Stelle au 
die Betrachtung einer Linearprojection, deren Ebene parallel zur Funda- 
montalflache p» = 001 geht. 

Die Projectionsebeae soll die Fundamentalkante n' in dem Punkte P 
(s. Fig. 36] so schneiden, dass die Entfernung dieses Punktes von dem 




Fig. SS. 



Mittelpunkte des Bundeis PO ^ c^ der Längeneinheit ist. Die Funda- 
menialflachen pi und p> schneiden die Projectionsebene in den Geraden 'a 
und b, welche parallel zu den Fundamentalkanten tc' und ti^ sind. 

Die Einheitsfläche e° und die Fläche h des Bündels schneiden a, 6 in 
den Punkten A, B und M, N. Die Schnittlinien E und H der Flächende« 
und h gehen parallel den Geraden e* und to^ (vergl. S. 16]. Aus §3 (1) des 
zweiten Kapitels folgt, dass : 

') Vgl. E. Weiss. Ueber die krystallogr. Entnickl. ü. Oiiarzsyslems. Abh. 
n Bluit. Ges. Halle. 1860. fi, S. <g des Sep.-Abdr. 
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... PA PB . 

ni: n2 : n^ = — : — : i 

Die hierin auftretenden , von der Geraden H auf a und b erzeugten 
Abschnitte PM und PiV sind die Plücke raschen Coordinaten der Schnitt- 
linie H der Fläche h. 

Die Einkeitskante d^ und die Kante t] des BUndels schneiden die Pro- 
jectionsebene in den Zonenpunkten ^ und H. Die durch diese Punkte 
parallel zu den Fundamentalflächen p^ und p^ gelegten Ebenen schneiden 
a, 6 in den Punkten ^, B und M, N. Nach § 5, III des zweiten Ka- 
pitels ist : 

— i = (ooPAA) = 



— i={ooPBB) = 



PA 

PB 
PB 



und demnach : 

PA = — PA, PB = —PB 

Mit Rücksicht hierauf ergiebt aus § 4 (2) des zweiten Kapitels, dass : 

PM PN , 

m ' 'i^''i^ = — -pj'' — 'pB 

Die hierin auftretenden, parallel a und b genommenen Abstände des 
Punktes H von b und a sind dieCartesischen Coordinaten des Schnitt- 
punktes H der Kante t] *) . 

Die Bedingung dafllr, dass die Kante ri in der Fläche h liegt > 

geht durch Einführung der vorstehenden Werthe für die Indices über in : 

PM PN 

d. i. eine Relation zwischen den Coordinaten einer Schnittlinie und den 
Coordinaten eines auf derselben liegenden Zonenpunktes, welche in diesem 
speciellen Falle allerdings auch aus der Fig. 36 direct abzulesen ist. Denn 
es ist Dreieck MHM ähnlich Dreieck MNP und demnach: 

PM— PM _ PN 
PM ~ PN 

woraus sofort (1) hervorgeht. Setzt man der Kürze wegen : 

PA = a, PB = b 

so ist: 

PM=—, PiV = -, PM = -, PN = - 

m n fii V 



*) Vgl. über diese Ableitung W. Fiedler. Darst. Geom. 3. Aufl. 4876, 584. 
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und (i ) geht über in : 

(2) 
oder in : 

(3) m V -\- n ,u ^ fiv 

Die Gleichung einer Fläche oder Kante wird durch die Einführung der 
Verhältnisse der Indices an Stelle der Indices selbst unsymmetrisch, — ein 
Uebelstand, welcher sich auf die an eine Linearprojection anknüpfenden 
Rechnungen überträgt. 

Aus (3) folgt: 






^ = 



m I 



1» 



V 



n 



n = — (m — m) 

Die Goordinaten — = x und 

m 



b 
n 



nu 



y = 



[n — ;/* 



a 



-=y der Schnittlinie, welche durch - = JJ des Zonenpunktes, der den 



6 

V 



Die Goordinaten — = f und 




ata. 



Fig. 37 



Fig. 38. 



die Zonenpunkte — und — -f geht, 

(s. Fig. 37), ergeben sich durch 
Elimination aus : 

X \i y V 
x^ yv 



Schnittlinien und —7 — gemein 

ist (s. Fig. 38 , ergeben sich durch 
Elimination aus: 



a * 

--1 + 77'/ = ^ 
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(4) 



V 

7-' 

V 



-4 4 



a b 

ft V 

I a b 

a h 

a b 



fiv — /iiv a 






Haben die Goordinaten zweier 
Zonenpunkte — und —, -7 dasselbe 
Yerhaltniss, d. h. ist: 

so geht ihre Verbindungslinie durch 
den Mittelpunkt P und umgekehrt. 
Hieraus folgt, <lass das Yerhältniss 
der Coordinaten einer durch den 
Mittelpunkt gehenden Geraden einen 
bestimmten Werth hat. Dasselbe ist: 

y ^i fi' [v' — v)h IX h^ 

X vv (ju — jti') a va 

Das Yerhältniss der Coordinaten 
einer durch den Mittelpunkt gehen- 
den Schnittlinie ist also durch die 
Coordinaten irgend eines ihrer 
Punkte auszudrücken : 



a b 

Ist V = v\ resp. fx s= fi\ so 
geht die Schnittlinie parallel der Ge- 
raden a, resp. b: die entsprechende 
Fläche liegt also in der Zone der 
Fundamentalkante n^^ resp. tt^. 

Liegt einer der beiden Zonen- 
punkte, welche eine Schnittlinie be- 
stimmen, in der Geraden a, resp. 6, 
so ist die von Null verschiedene Co- 
ordinate dieses Zonenpunktes gleich 
der ersten, resp. zweiten Coordinate 
der Schnittlinie. 






*? = 



a 
a 



m n 






a b 




n — n' 


m'n' 


nm — n m 


a b 






m n 






a b 




m' — m 


m n 


nm' — n'm 


a b 







a 



Haben die Coordinaten zweier 

Schnittlinien und —, —, dasselbe 

m n m n 

Verhältniss, d. h. ist: 

m '. n zs=^ m' : n' 

so sind die Schnittlinien einander 
parallel und umgekehrt. Hieraus 
folgt, dass das Yerhdltniss der Co- 
ordinaten eines unendlich entfernten 
Zonenpunktes einen bestimmten 
Wertb hat. Dasselbe ist : 

I n' — na na 

rj m — m b m b 

Das Verhältniss der Coordinaten 

des auf der Schnittlinie unendlich 

mn 

fern liegenden Zonenpunktes ist also 

durch die Coordinaten dieser Linie 

auszudrücken : 

b 



a 
m 



n 
n = n' 



Ist m = m', resp. n = n' , so 
liegt der Zonenpunkt auf der Gera- 
den a, resp. 6; die entsprechende 
Kante liegt also in der Fundamental- 
fläche p2, resp. p^. 

Geht eine der beiden Schnitt- 
linien, welche einen Zonenpunkt 
bestimmen, parallel zu der Geraden 
a, resp. 6, so ist diejenige Coordinate 
dieser Schnittlinie, welche nicht 
einen unendlich grossen Werth be- 
sitzt, gleich der zweiten, resp. ersten 
Coordinate des Zonen punktes. 
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Die Coordinaten der Schnittlinie, 
welche Verbindungslinie der Zonen- 
punkte der Kanten : 

^'" ' 

-T/v o, — 6 

resp. : H = jr : -jp : c 

, _ a 6 

und i?ii?2% = -: - : c 



Die Coordinaten des Zonenpunk« 
tes, welcher Durchschnittspunkt der 
'Schnittlinien der Flächen : 



oo oo 
OO oo 



resp. : 



und A4 AoÄo = — : : c 
' * m n 





Fig. 39. 



Fig. 40. 



ist (s. Fig. 39], erhält man, wenn ist^s. Fig. 40), erhält man, wenn 
man in die Ausdrücke für x und y man in die Ausdrücke für ^ und rj 
auf S. 4 06 : 

^' = 0, ^ = 
resp. : ^u' = , v' = — 

setzt; also: 



^ = (^-^)«'J' = -(^-i;)* 



auf S.. 106: 

m'= oo, 
resp. : m' = oo , 

setzt; also: 



n = oo 
n' = — oo 



— b 



m 



n 



resp.: 



-(^^. -(^+-:)' 



resp.: 

1= 



a 



m + n ' ' m -^ n 



Die Schnittlinien der Flächen — 



a — 6 



a 



: c und — : — : c sind die Dia- 
oo oo oo oo 

gonalen der Parallelogramme, deren Seiten ihrer Richtung und Länge nach 

durch : 

Pa , Pb und Pa , Pb 

bestimmt sind. Die Längen der Diagonalen dieser Parallelogramme seien be- 
zeichnet mit d und d' (s. Fig. 41 S. 108]. Dann sind die Abschnitte, welche 

die Schnittlinie einer Fläche h auf den Geraden — ; und — : — er- 



oo 



oo 



oo oo 



zeugt : 
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d' 



m + n 


m — n 


denn es ist (vergl. Fig. 40 und 44): 




, ad 
,a : d — ; : -, 


also Q - 


,, a d' 

a \ d — : — , 

m — n a 


also a ■ 



= w 4- n 



= rn — n 




Fig. 44. 



Sollen die Zonenpunkte — — , 

— , -r , —jf-r, auf derselben Schnilt- 
linie xy liegen; so muss: 

4 a , 1 6 
X fi y V 

ac jtt'-. y V 



4 


^" ^ y V 


folglich die Bedingung : 


• 


' ' K 








— 




M 4 

/i" v" 


- 



oder: 



Ol b 

Sollen die Schnittlinien , 

m n 

-T -7 , —T,-T, einen Zönenpunkt f )? 
gemein haben, so muss: 

folglich die Bedingung: 



wi n 






ff 



n 
n 



ff 



4 
4 

4 



= 



oder 
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to» 



i 


1 


1 




^ 


y 




1 1 1 


— 


lo 

V 


= 


1 \ \ 




lo 




it^" iU-|U' 




V" V v' 



y V V 



oder: 

(5) 

fi ^ — fi 

erfüllt sein. 

Setzt man in (5) ju" = oo, resp. 

v" = oo und tragt die ulsdann aus 

(5) sich ergebenden Werthe von i/', 

resp. ju", in die Zonenpunktcoordi- 

naten : 

ab ab 

~5f j resp. jf 
oo V ^ ^ oo 

ein, so erhalt man die Coordinaten 
des Zonenpunkt^s derjenigen Kante 

aus dem Büschel der Kanten — und 

— -7, welche der Fundamental- 

flache p* resp. p*, parallel geht, 
nämlich : 

a /UV — [IV , 
oo ' yviu — u) 



resp. 



iTgl. Fig. 37.) 



a, 



oo 



m n I 

m' — m w' — w 
m" — m n" — w 



= 



oder : 



m — m n — n 



m 
m 



— m n — n 



m 

erfüllt sein. 

Setzt man in (S) m" = 0, resp. 
n"=Oy und tragt die alsdann aus 
(5) sich ergebenden Werthe von w", 
resp. m", in die Schnittlinioncoordi- 
naten : 

a b a b 

5 ^'' ''^^''' m'' Ö 

ein, so erhalt man die Coordinaten 
der Schnittlinie derjenigen Flache 

aus dem Büschel der Flachen 

mn 

und —7 —7 , welche der Fnndainen- 
m n 

talkante 7C^, resp. /r'-*, parallel geht, 

nämlich : 



resp. 



oo 


a. 


m — 

nm — 


- m 

- /i 


m 


/; 




1 
n - 


— n 


f( , 


00 


./^ 


nm' - 


— w'm 


(Vgl. 


Fig. 


38.; 









Beispiel. 

Der Zonenzusammenhang der Flachen des Olivinkrystalles Fig. i"i, 
S. 110 aus dem Meteoreisen von Krasnojarsk in Sibiriien wird durch die 
Linearprojection Fig. 43, S. 111 veranschaulicht*,. Die Verhaltni.sse der 
Axeneinheiten des Olivins sind : 

a : b : c = 0,4658 : 1 : 0,5866 

Die Symbole der projicirten Formen sind mit Rücksicht darauf, das5» 

*, \. von Kokscharow, Materialien zur MineraK^gie KuMlamlft. Peterftbunr, 
487«. •, 41. Tafel 75. Fig. 4. 
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die Linearprojection auf die Ebene der Axen a und b entworfen ist, die 
projicirenden Ebenen also durch den Endpunkt der Einheit von c gehen : 






(100) _ 


'oO 


--) 


a 


= (0(0) _ 


(a: 


^-) 




= (00() = 


(ooo : oo6 : c) 




= (((0)=- 


\« 


±:o) 




= (120) - 


la 






= 1(30] = 


\oo 


300 / 




= («(() = 


(ooa : b : c] 




= (08(| = 


loa 


\ 




= (04(1 = 


(»,«:^o) 




= ((«) = 




b:c) 


r 


= ((8(1 = 


ja : 




1 


-((3() = 


la: 




c 


_(((«) = 


(Sa 


: 86. c) 



Die erste Reihe dieser Tabelle enthalt die Buchstabenbezeichaungen 
ftlr die nebenstehenden Formen. 



Die Linea rproJectioD wurde von 
G. I(ose**)aDeewendet. Von Fr. A. Q 
wickelt und In urohssender Weise tüi 



;. Neumann*) ersoonen und zuerst von 
itedt*") wurde sie spiller ansnibriich eot- 
Zwecke der eeome Irische o Krystallographie 

verwertbel. Er beieiühnele die Coordioaten eioer SchoittflSche allgemein mit , die 

/t v 
eines Zonenpunkles mit ma nb , ao dass die Ausdrücke Tür xy und {17 lauten: 



■j Beitrage Kur Krystallonomie. im. Hl. 
**) Ueber einige neu« Formeo des regulären Krystallsystems. Pogg. Ann. 1818. 12, 
48S. Tat. IV. 

■■■) Darstellung und Eolwickelung der Krysl all verbal In Isse mittelst einer Projec- 
tlonsmetbode. Pogg. Ann. IHSS. U, BOB, 654. Entwkkelung und Berechnung des Datc- 
llths nacb dieser Methode. Ib. 88, SiS. Bemerkung über eine at^ekUrate Projeclion. 
ib. id. ST9. Uelbode der Kryslallographte. Tübingen (gto. Beitrage lur rechnenden 
Kristallographie. Aked. Progr. d. philosoph. FaculUII. Tübingen tgts. Handbuch der 
Mineralogie. tBSS. 1, Aufl. iSti. 8. Aufl. 48TB. Gnindriss der beelimmenden und 
rechnenden Krystallographie. Tübingen, <STS. 



. Die Linearprojeclion . 



Die FonnelD (<] und (ij, deren Ableitung schon Chr. S. Weist 
ensledt als Sectlonelinienrormel und Zonenpunktformel **). 



) gab, beze [ebnete 




Die auf der Schnittlinie der »SHule» a : b . ooe gelegenen Zonenpunkte nannte 
Qnemtedt nach Woiss***} °Kantenzonenpunl(te> und die fUr solche Punkte gellende 
■p«cielle Form der Zonenpunktformel bezeichnete er als >EiaolenzDnen-Ges ein. 



■) Abhandl. Berlin. Akail. <S30. I' 
••) Meth. d. lir\si. 1846. 68. 
**) lieber d. Theorie des Epldotsys 



Abhandl. Berlin. Akad. 1SI8- 
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Achtes Kapitel. 

§ 1. Die Polfigur eines Krystallpolyöders. § 2 — 5, Eigenschaften einer 
stereographischen Projection der Polfigur. § 6. Eigenschaften des Mittel- 
punktes der Projection eines Zonenkreises. § 7. Eigenschaft der Projection 
des Poles eines Zonenkreises. § 8—11. Conslruction der stereographischen 
Projection einer Polfigur. § 12. Die gnomonische Projection einer Polfigur. 

§ 13. Historisches. 



Für die Lösung aller Aufgaben über den Zonenverband der Flächen 
eines Krystalles gewährt, wie wir gesehen haben, die Linearprojection ein 
leicht herzustellendes graphisches Httlfsmittel. Allein sie beansprucht in 
vielen Fällen einen so grossen Raum zu ihrer Ausführung, dass sie dadurch 
an praktischem Werthe verliert. Daher ist ein Verfahren zur übersicht- 
lichen Darstellung aller Krystallflächen und ihres Zonenverbandes in einem 
endlich begrenzten Bilde, wie es die von F. E. Neu mann in die Krystal- 
lographie eingeführte stereographische Projection der Polfigur eines Kry- 
stalles darbietet, für die geometrische Untersuchung der Krystalle unent- 
behrlich. Wir wollen in diesem Kapitel die für unsere Zwecke in Betracht 
kommenden Eigenschaften und die Regeln zur Ausführung der in Rede 
stehenden Projection angeben. 

Wir stellen uns vor, dass die Flächen eines Krystallpolyöders um die 
Strecke r von einem und demselben Punkte S im Innern des Polyöders 
entfernt seien. Dann kann dem Polyeder eine Kugel mit dem Mittelpunkte 
S und dem Radius r eingeschrieben werden. Der Berührungspunkt einer 
Polyederfläche mit der Kugeloberfläche, der zugleich der Fusspunkt der 
von (S auf die Polyäderfläche gefällten Normale ist, wird der Pol dieser 
Fläche genannt. Die Gesammtheit der Flächenpole eines Krystalles heisst 
die Polfigur desselben. Die Flächen einer Zone liefern Pole die in einem 
Hauptkreise der Kugel, dem sog. Zonenkreise jener Flächen liegen. Die 
Richtung der Zonenaxe bestimmt die beiden einander diametral gegenüber- 
liegenden Pole des Zonenkreises. Wir werden Flächenpole und 
Zonenkreise mit den Buchstaben bezeichnen, welche die ihnen entsprechen- 
den Flächen und Zonenaxen tragen. 

Ist der Radius r = 1 , so ist der sphärische Abstand zweier Flächen- 
pole h und h'y d. i. derjenige, über welchem sich die Kante der beiden zu- 
gehörigen Flächen h und K befindet, gleich dem Bogen des Normalenwin- 
kels, also auch gleich dem Bogen des Flächenwinkels [hW] und der sphä- 
rische Abstand der Pole zweier Zonenkreise t] und rf gleich dem Bogen des 
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Winkels zwischen den entsprechenden Zonenaxen. Da auf Grund dieser 
Eigenschaft die Grössen der Flächen- und Kantenwinkel in die Polfigur 
leicht eingetragen Werden können, so gewährt diese Figur eine auf anderen 
Wegen nicht erreichbare Uebersicht der bekannten und der noch zu be- 
rechnenden Winkel eines Krystallpolyöders. Sie ist, wie F. £. Neumann 
bemerkt hat, der natürliche Ausgangspunkt für den Gebra\ich der sphäri- 
schen Trigonometrie bei der Krystallberechnung und soll daher in diesem 
Sinne später verwendet werden. 

Wir haben gesehen (S. 44), dass zur Bestimmung der Lage einer 
Ebene oder einer Geraden eines Bündels die Angabe zweier Winkel er- 
forderlich ist; und dass es im Allgemeinen für die zu bestimmende Ebene 
oder Gerade zwei von einander verschiedene Lagen giebt. In analoger 
Weise ist die Lage eines Punktes auf der Kugeloberfläche durch zwei Bogen 
im Allgemeinen zweideutig bestimmt. Sind für einen Punkt c die sphä- 
rischen Abstände (cd) und (cb) von zwei festen Punkten a und b gegeben, 
so ist c einer der beiden Durchschnittspunkte der um a und b als Mittel- 
punkte mit [ca) und (cb) als sphärischen Radien beschriebenen Kugelkreise. 

Wie nun die Lage einer Ebene h eines Bündels nach § 4 des sechsten 
Kapitels eindeutig bestimmt ist durch die beiden Verhältnisse der Cosi- 
nus der drei Winkel , welche ihre 
Normale v mit den Axen Tt^Tt^n^ 
einschliesst, so ist auch durch die 
beiden Verhältnisse der sphärischen 
Abstände eines Punktes der Kugel- 
oberfläche von drei festen Punkten 
derselben die Lage des ersteren 
Punktes fixirt. Gehen die Krystall- 
axen Tt^Tt^Tt^, deren Einheiten 
sich wie % : 02 : 03 verhalten, vom 
Mittelpunkte der Kugel aus und 
sind OHi, OH^^ OH^ die Axen- 
schnitte einer zur Ebene h = 
{^1 ^2^3) parallelen Ebene (Fig. 44), 
so finden die Beziehungen statt : 




Flg. 44. 



(1) 



\ 



4 



i__^. bi-bi — 



OHy ' OH2 ' OH^ Ol * aj ' 03 



cos (vTi^) : cos [vTc'^) : cos [vrt^) 



Die hierdurch eindeutig bestimmte Richtung der Normale v schneidet 
die Kugeloberfläche in dem Pole der Fläche h. 

Man kann jedoch die Lage eines Poles h durch zwei von einander un- 
abhängige Grössen bestimmen , wenn man von einem festen Pole p und 
einem durch diesen gelegten Hauptkreise n ausgeht. Dann hat man den 
sphärischen Abstand [ph] und den von den Hauptkreisen ph und n einge- 
schlossenen Winkel anzugeben, wenn die Lage des Poles h beschrieben 
werden soll. Sind nun noch der Sinn, in welchem die Bogen von p aus auf 

Liebisch, Q«ometr . Kryatallogr . 8 
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dem Hauptkreise ph und der Drehungssinn, in welchem die Winkel mit 
dem Scheitelpunkte p auf der Kugel beschrieben werden sollen, bekannt, 
so bestimmen der Bogen [ph] und der Winkel [pK^Tc] die Lage des Poles h 
eindeutig. Man nennt diese beiden Grössen die Polarcoordinaten 
des Poles h. 

Wir wollen nach dieser Bestimmungsmethode die Lage des Poles einer 

Rr^'stallfläche h^[h^h^ A3} 
beziehen auf den Pol p^ der 
Axenebene {004} und den 
Hauptkreis tv^, dessen Ebene 
auf der Axe [400] senkrecht 
ist. Es entsteht jetzt die 
Aufgabe , die Beziehungen 
zwischen den Krystallele- 
menten, den Indices der 
Fläche h und den Polarcoor- 
dinaten ihres Poles aufzu- 
suchen. 

In Fig. 45 bedeuten 
Tt^Tt'^Tt^ die Punkte, in denen 
die von dem Kugelmittelpunkt 
ausgehenden Axen die 
Kugeloberfläche durchstos- 
sen,p^p2p* die Pole der Axen- 
ebenen{100},{040},{001}und 
h den Pol der Fläche {Äi A^ A3}. 
In den sphärischen Dreiecken : 




Fig. 45. 



hit^p^, 


hjt^jfi 


fiTt^p^, 


A/r^pi 


hjt^p^j 


hTT^P^ 



die den Eckpunkt h gemein haben, sind die dem Punkt A gegenüberliegen- 
den Seiten = 90o. Ferner sind auch die Summen der Winkel : 

[Tt^p'^h] -f- [hp'^p^) = [jt^p^h] + [hp^-p'^) = 900 
[Tt^pH) + [hp^p^) = (7r2pi A) + (hp^p^) = 90 
(n^pih) + (Apip2) = (^3p2Ä) 4- (Ap2pij = 90 

In dem sphärischen Dreieck hjt^p^ ist nach Formel (2] in § 3 des 
sechsten Kapitels : 

cos (ÄTT^) = cos [tc^p^] cos (p^A) — sin [tt^p'^) sin (p^A) cos (/r^p^A) 

worin tt^ den Gegenpunkt von n^ bedeutet. Nun ist (nr^p^j = 90<» und 

— cos (^^p2A) = cos (Ap^TT^) = cos {(Ap2p3) — 90'>} = sin (Ap2p3) 

folglich : 

cos (A 7t^) == sin (p2 A) sin [hp^p^] 

In dieser Weise findet man folgende Relationen : 
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COS (ÄTT^) == siii [p^h) sin (hp^p^) = sin [p^h) sin (hp^p^) 

(2) cos (ÄTT^j = sin (p^Ä) sin [hp^p^] = sin (p^Ä) sin (Ap*p3) 

cos [hn^) = sin (p^Ä) sin (Äp^p^) = sin (p^h) sin (Ap^p^) 

Bezeichnet man mit (p*), (p2), (p») die Aussenwinkel des sphärischen 
Dreiecks p^p^p^^ so ist die Summe der Winkel : 

(p^p^h) + [hp^p^) = 4800 — (p») 
(p3p2A) ^ (Ap2p») = 480 — (p2) 
[p^p^h) + (Ap3p2) = i80 — (p3) 

Demnach ergiebt sich aus (4) und (2): 

cos (A Tr"^) A2 % sin {(p*) + (Ap^p^)) 

cos (Att^) A3 02 sin (Ap^p^) 

cos(A:7r3) _ A3 Ol _ sin {(p^) + (Ap^pS)} 
cos(A7r*) Ai 03 sin(Ap2p3) 

cos (Att^) A| o^ sin {(p^) + (Ap^pi)} 

cos(A7r2) A2 öl sin (Ap3pi) 

Wird auf beiden Seiten einer jeden dieser Gleichungen die Einheit 
addirt und subtrahirt, so erhält man durch Division der so entstandenen 
Ausdrücke und mit Rücksicht auf die bekannten Formeln : 

sin flc 4- sin y tau ^(x + y) 

sin X — sin y tan ^(x — y) 

folgende Relationea : 

tan/(Ap»/)2) + M\= tan ^ tan (135«— !D,) 

(3) tan |(Ap»p») + ^} = tan -^ tan (135 - S)j) 

tan hhp3pi] + Mj ^ tan ^^ tan (135 - I),) 

worin ^t S)] ^3 bestimmt sind durch : 

tan®i=J^^^ 

A3 02 

(4) tan!D2 = ^^ 

Ai 03 

^ ?^ 

A2 Ol 

Auf Grund dieser Beziehungen verfährt man bei der Berechnung 
der Polarcoordinaten (p^A) und (p^A^tt^) des Poles A aus den Indices 
A1A2A3 und den Krystallelementen : 

8» 



tan 353 = ';i ^ 
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in folgender Weise. Man berechnet zuvörderst aus (4) die Werthe von D2 
und D3, darauf aus (3) die Winkel [hp^p^ und (hp^p^). Dann kennt man 
in dem sphärischen Dreieck hp^p^ eine Seite (p^p^) = (^^) aus der Formel : 

M = sinP,sinP-(pi) 
2 sin P — (p2) . sin P — (p») 

worin : 

2P=(pi) + (p2) + (p3) 

gesetzt ist, und die beiden anliegenden Winkel : 

(Äp2p3)=i800 — (p8p2A) 
\p2p^h)= (p3) — (Ap3pi) 

Demnach kann die Seite {p^h) berechnet werden. Schliesslich findet 
man den Winkel: 

(p3Ä/7r») = (Äp3p2)= 4800 — (p2Ä3A) 



§2. 

Die centralperspectivische Abbildung der Polfigur eines Krystalles von 
einem Punkte der Rugeloberfläche aus auf eine zum Radius des Punktes 

normale Ebene heisst eine 
stereographische Pro- 
jection der Polfigur. 
Es ist zweckmässig > die 
Projectionsebene durch den 
Mittelpunkt @ der Kugel zu 
legen. Dann erfüllt die Ab- 
bildung derjenigen Hälfte 
der Kugeloberfläche, welche 
um den Gegenpunkt 0' von 
herum liegt, die Fläche 
des Aequatorialkreises oder 
Grundkreises, d. i. desjeni- 
gen Hauptkreises der Kugel, 
in welchem die Projections- 
ebene die Rugeloberfläche schneidet. Wir wollen uns die Projection über 
dem in der Ebene der Zeichnung liegenden Aequatorialkreise convex, dem- 
nach 0, das Centrum der Projectionsstrahlen, unter der Ebene der Zeich- 
nung befindlich vorstellen. 

Man wählt zur Projectionsebene stets die Normalebene einer möglichen 
Krystallkante. Dann liegen also in dem Aequatorialkreise die Pole der 
Flächen aus der Zone dieser Kantenrichtung. 

Die Projection 1^ des Flächenpoles h muss in der Meridianebene A S 
von h liegen (s. Fig. 46). Bezeichnet man den Winkel (0'(ih) mit u, so ist 




Fig. 46. 



§ 3 — i. Eigenschanen einer sIereogrsplilscLen Projeclion der Polflgur. 1 1 7 

Wiakel [O'Oh]^ -, folglich die Entfernung der Projeclion f} vou dem 

Hittelpunkt S der Kugel : 

(1) 6% = r lan I 

Die Projectionen ff und ^ von Pol und Gegenpol liegen in der Meridian- 
ebene dieser Pole auf einer durch den Mittelpunkt d gehenden Geraden 
und zwar auf verschiedenen Seiten von (2; das Product ihrer Entfernungen 
vom Mittelpunkt S ist constant und gleich dem negativen Quadrat des 
Kugelradius, denn es ist, wie aus Fig. 46 ersichtlich : 



folglich: 

(3) 



St = -- 



Eine der wichtigsten Eigenschaften der stereographischen Abbildung 
einer Kugeloberflache besieht darin, dass die Projectionen aller 
Kugelkreise, welche 
nicht durch das Cen- 
irum der Projoc- 
tionsstrablen gehen, 
wieder Kreise sind. 

Der Beweis dieses 
Satzes ergiebt sich*] aus 
der Betrachtung von Fig. 
47. Es sei m die Spitze 
des Kegels, der die Kugel 
in dem abzubildenden 
Kugelkreise berührt. Eine 
der durch mO gehenden 
Ebenen schneide diesen 

Kugelkreis in den Punkten h k und die Kugel io dem Kreise h k, in dessen 
Ebene die nebenstehende Zeichnung ausgeführt ist. Die Gerade kk trelTe 
die Gerade m in dem Punkte m' und die in an die Kugel gelegte Tan- 
gentenebene in dem Punkte n. Dann ist n der Pol der Geraden m ü in Be- 
zug auf den Kreis Ohk; deon die Gerade hk ist die Polare des Punktes m 




") NachW. Fiedler 
Beweise s. bei J. Grailict 
der Krystaltogr. 1866. $ gl. 
Eiern, d. Math. a. Aufl. ISTO. 2, 



Darsleliende Geometrie. S. Aufl. 1875. S. 175. — Andere 
Lehib. d. Krjstallogr. 1SS6. S SSO. V. von Lang. Leiirb. 
eusch. Die stereogr. Proj. 1881. j^i. R. Baltzer. 
8, 195—499. 
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und die Tangente On die Polare des Punktes in Beziehung auf denselben 
Kreis. Demnach ist das Doppelverhältniss : 

(AÄm'n)=— 4 

Den Punkten hkm'n der Geraden hk entsprechen in der Projections- 
ebene die Punkte Ijlw!' und ein unendlich entfernter Punkt. Folglich ist: 

(Uni'n) = »Iin''oo) = 1^! =- 4 

also m" die Mitte von 1^ I. Dies gilt für irgend eine unter den durch die 
Gerade mO gehenden Ebenen. Es ist demnach in der That die Projection 

d^s abzubildenden Kugelkreises wieder ein Kreis und 
zwar ist der Mittelpunkt des letzteren Krei- 
ses die Projeotion der Spitze des, dem 
ersteren Kreise zugehörigen Tangenten- 
kegels. 

Die Ebene der Zeichnung in Fig. 48 sei die durdi 
die Geraden mO und 00* gehende Ebene, welche den 
abzubildenden Kugelkreis in den Punkten dd! und die 
Projection desselben in den Punkten bb' schneide. Be- 
zeichnet man die Winkel : 

[0'^d) = u, 




so ist: 



Fig. 48. 

also der Durchmesser: 



, u bS 
tan2 = -, 



(o'ed') = M' 

, m' b'S 
tan- = — 



bb' = bS-{-eb' 

= r(lan-^tan^) 



. u u 
2 ^^^ ¥ 



je nachdem die Punkte b und b' auf derselben Seite oder auf verschiedenen 
Seiten des Mittelpunktes (E liegen. 

Die Abbildungen der durch das Gentrum der Projectionsstrahlen 
gehenden Kugelkreise sind die Durchschnittslinien der Ebenen dieser 
Kreise mit der Projectionsebene. 

Eine wichtige Eigenschaft der stereographischen Projection, auf die 
wir jedoch hier nicht näher eingehen können, besteht darin, dass die 
kleinsten Flächenelemente der Kugeloberfläche den entsprechenden Flächen- 
theilen ihrer Abbildung geometrisch ähnlich sind. Die stereographische 
Projection ist eine conforme Abbildung. Der Winkel zweier Kugel- 
tangent^n in einem Punkte h der Kugeloberfläche ist dem Winkel gleich, 
den die Projectionen der Tangenten va^ Punkte 1^ einschliessen. Daher 
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schneiden sich die Projectionen zweier Kurven unter demselben Winkel, 
den die Kurven bilden , eder m. a. W. eine sphärische Figur und eine 
siereographische Projection derselben sind isogonal*). 

§»■ 

Ist der abzubildende Kugelkreis ein Hauptkreis, so geht der. 
Tangentenkegel in einen Cy linder über. Man erhttit den Mittelpunkt 
dar Projection eines solchen 
Kreises als Schnittpunkt der «' 

von dem Centrum der Pro- 
jectionsstrahlen parallel zur 
Axe des Cylinders geiogeneo 
Geraden und der Projections- 
ebene. 

In Fig. 49 sei pp die 
Normale des abzubildenden 
Hauptkreises, der die durch 
die Geraden Off und pp 
gehende Ebene der Zeich- 
nung in den Punkten A und k 
schneide. Der durch paral- 
lel zur Normale pp, d. h. zur 
Axe des dem Hauptkreise zugehörigen Cylinders gehende Projedionsstrahl 
treffe die Projectionsebene in dem Punkte in, dem Hittelpunkte der Pro- 
jection des Hauptkreises. Der Radius r des Projeclionskreises ist : 

Demnach ist die Entfernung des Hittelpunktes m von dem Gentrum des 
Aequatorialkreises : 

6m = e^ + ^m = |(S^ -H e$} 
Bezeichnet man den Winkel, den die Normale S 0' der Projectionsebene 
mit der Normale f&p des abzubildenden Hauptkreises etnschliesst : 
{0-llp) = v 




Flg. *9. 



90 ist Winkel : 






v + m», ((TIS*) — t. — 90« 
i; + 90», t{0'Ohj = v—m' 



lan (O'O^). 



_<it, 



80 erhalten wir: 



*) Vgl. bierUber o. A. R. Baltier. Etem. der Uathem. 3. iSnfl. ISI 
E. Beuscb. Die steraogr. Proj. IB8I, B. 
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(fff = r tan {(v + 90»), 61^ = r tan i(v — 90«) 

Also ist die Entfernung Snt ausgedrückt durch den Kugelradius r und 
den Winkel v : 

gm = ^ [tan |(t; — 90») + lan \{v + 90«)] 
r sin V 



2 cos i (v — 900) cos I (i; + 90«) 
= r tan v 
und der Radius r ausgedrückt durch dieselben Grössen : 

r = ^ [— tan 1 (v — 900) 4. tan \[v + 900)] 

r 4 



2 cos i (t; — 900) cos {{v + 900) 



cosv 

Dieselben Werthe für (Em und r erhalt man aus dem bei S recht- 
winkligen Dreieck OSnt. Denn es ist: 

Om = l^m = m]^= r 

(gOm) = i; 
also in der That : 

V 

gm = r tan v, Om = r = 

cos V 

Die Kreise der Projectionsebene, welche stereographische Abbildungen 
von Hauptkreisen der Kugel sind, schneiden den Aequatorialkreis in je 
zwei einander diametral gegenüberliegenden Punkten desselben. Umge- 
kehrt ist jeder Kreis der Projectionsebene , der einen Durchmesser des 
Aequatorialkreises als Sehne überspannt, die stereographische Abbildung 
eines Hauptkreises der Kugel. Da die Pole der Flächen einer Zone auf einem 
Hauptkreise; der dann Zonenkreis genannt wird, liegen, so müssen also 
die Projectionen dieser Pole auf einem Kreisbogen liegen, der einen Durch- 
messer des Aequatorialkreises zur Sehne hat. 

Die Abbildungen derjenigen Hauptkroise, welche durch das Centrum 
der Projectionsstrahlen und dessen Gegenpunkt 0' gehen, sind unbegrenzte 
gerade Linien durch den Mittelpunkt S der Projection. Diese Geraden 
fallen mit den Schnittlinien der Ebenen ihrer Kreise und der Projections- 
ebene zusammen. 

§5. 

Das im vorigen Paragraphen beschriebene Verfahren zur Gonstruction 
des Mittelpunktes der Projection eines Zonenkreises führt uns auf einen 
bemerkenswerthen Zusammenhang der Linearprojection eines 
Krystallpolyäders mit der stereographischen Projection 



§ 6. Eigenschaften des Mittelpunktes der Projection eines Zonenkreises. 121 

der Pol figur desselben"^). Denken wir uns die Geraden und Ebenen, 
welche den Kanten und Flächen des Polyeders parallel laufen und das 
System der Zonenpunkte und Schnittlinien in der Linearprojection auf der 
Projectionsebene der stereographischen Projection erzeugen, durch den 
Punkt gelegt, so fällt der Zonenpunkt einer Kante mit dem Mittelpunkte 
der stereographischen Projection des Zonenkreises derselben Kante zusam- 
men. Demnach ist die Yerbindungsgerade der Mittelpunkte der stereo- 
graphischen Projectionen zweier Zonenkreise in der Linearprojection die 
Schnittlinie derjenigen Fläche, deren Pol der Schnittpunkt der beiden 
Zonenkreise ist. Dieser Zusammenhang kann auch so ausgesprochen wer- 
den: die Schnittlinie einer Fläche in der Linearprojection ist der geome- 
trische Ort der Mittelpunkte der stereographischen Projectionen aller 
Zonenkreise, welche zu den in der Fläche gelegenen Kantenrichtungen ge- 
hören und demgemäss durch den Pol der Fläche gehen. 

Hierauf kann ein Verfahren zur Gonstruction der stereographischen 
Projection einer Polfigur mit Htilfe der zugehörigen Linearprojection ge- 
gründet werden (vergl. unten S. 430 — 134). 

§6. 

Durch die stereographische Projection der Polfigur eines Krystalles 
wird jeder Krystallfläche ein Punkt, die Projection ihres Poles, und 
jeder Krystallkante ein Kreis, die Projection ihres Zonenkreises, in der 
Projectionsebene zugeordnet. In Folge hiervon gehört aber auch in der 
Projectionsebene zu jeder Kante ein Punkt, nämlich der Mittelpunkt 
der Projection ihres Zonenkreises, und zu jeder Fläche eine Ge- 
rade; denn wie aus der in § 4 angegebenen Gonstruction der Projection 
eines Zonenkreises hervorgeht, ist der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte der Projectionen aller Zonenkreise eines Btischels, d. i. aller Zonen- 
kreise, die einen Pol und dessen Gegenpol gemein haben, eine Gerade, 
nämlich die Schnittgerade der durch senkrecht zu dem Kugeldurchmesser 
jenes Poles gelegten Ebene und der Projectionsebene. 

Seien nun ij, i;', tj'\ ri" vier Zonenkreise eines Büschels und m, m', 
m", m'" die Mittelpunkte ihrer Projectionen. Da die Geraden von nach 
diesen Hittelpunkten dieselben Winkel unter einander einschliessen wie 
jene Zonenkreise, so ist das Doppelverhältniss : 
(1) (iji?'i?"i?'") = (ntm'm"m'"] 

oder: 

sin [riri'] sinfyyiy'^') mm'' mm' 

sm (ij ri) s\n[r] T] ] mm mm 

Es sei A' der den Zonenkreisen des Büschels gemeinsame Pol und f die 

Projection desselben. Bezeichnet man die Verbindungslinien (s. Fig. 50. 

S. 422): 

!m = 3/ , f m' = M\ f m" = jr, Im'" = 3/'" 



j'f 



jtt 



•) Vgl. W. H. Miller. Crystollogr. notices. Phil. Mag. London. May. 4860. 
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so ist das Doppelverbäliniss : 

Ein fünfter Zonenkreis f schneide die Zonenkreise rj, ij', iy", ij'" be- 
ziehungsweise in den Polen ä, ä', A", A"', dann ist auch : 

(2) [nr[ri'r(") = [hh'h"K") 

Es sei } der Mittelpunkt der Protection des Zonenkreises ^. Dann $ind 
die Verbindungslinien : 

j m «x= r, j m' = r , j m" = r, jm'" =* r' 

die geometrischen Orte für die Mittelpunkte der Projectionen derjenigen 
Zonenkreise, welche beziehungsweise durch die Pole A, A', A", A'" gehen, 
und es ist : 

(mni'm''m'") = (rrrr') 
folglich auch : 

(3) (AA'A''A'") = (rrrr') 

d. h. das Doppelverhältniss von vier Zonenkreisen eines 
Büschels ist gleich dem Doppelverhältniss der Mittel- 
punkte der Projectionen dieser 
Kreise, und das Doppelverhältniss 
von vier Polen eines Zonenkreises 
gleich dem DoppelverhUltniss der 
diesen Polen zugeordneten Geraden 
in der Projectionsebene. 

Drückt man die Doppelverhältnisse durch 
ladices aus, so ergiebt sich : 

Die Symbole der Kanten und 
Flächen eines Krystalles können 
übertragen werden auf die, den 
Kanten und Flächen in der stereo- 
graphiscbenProjectionder Polfigur 
des Krystalles zugeordneten Punkte 
und Geraden. 

Auf Grund dieser Eigenschaft können 
in einer stereographischen Projection eines Krystalles dieselben Aufgaben 
gelöst werden, welche in § 4 des siebenten Kapitels mit Hülfe einer Linear- 
projection behandelt wurden. Es ergiebt sich hier ein dem Satze auf S. 400 
— 104 vollkommen entsprechender Satz*). 




Fig. 50. 



§7. 

Zu jedem Zonenkreise gehören in der Projectionsebene ausser dem 
Mittelpunkte seiner Abbildung noch zwei andere Punkte : die Projectionen 



') Vgl. W. H. Miller. Cryslaliogr. Notices. Phil. Mag. London. IMy. i860. 
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seines Poles und dessen Gegenpoles. Von diesen .letzteren Punkten wolleo 
wir hinfort denjenigen, der sieb auf der oberen, den Punkt ff einsobliessepT- 
den Hallte der Kugeloberfl&che befindet, kurz als dpn pol des Zonen- 
kreises beieicbnen. In Fig. 49 ist/> der, auf der oberen Kugelhalfte be- 
findliche Pol des Zonenkreises, dessen Ebene die Elbene der Zeichnung ij? 
den Punkten k und Ä schneidet. Der Abstand Sfi seiner Projection p von 
dem Mittelpunkte d der Projection ist: 

ej = r tan |- 

Auf einer Eigenschaft des 
Punktes p, welche wir jetzt ab-' 
leiten wollen, beruht die Con- 
structiou der ephürischen Entfer- 
nung zweier Punkte der Kugel- 
oberflache"). 

Zwei Hauptkreise ^ und jt, 
welche wir uns der bequeme- 
ren Uebersicht wegen auf der 
Ebene der Zeichnung in Figur 
51 senkrecht stehend denken, 
besitzen zwei Paare von Pol 
und Gegenpol, Off und pp, 
welche so bezeichnet sein sollen, 
dass die Pole und p, beziehungs- 
weise derep Gegenpole 0' und p, 
symmetrisch liegen zum Halbiningskreise oo 
des Winkels, den die Hauptkreise ^ und ti in 
ihrem Durchschnittspuokte 0" bilden. Die Ver- 
bindungslinie der Pole und p ist Axe eines 
Bttschels von Kugeikreisen, von denen jeder auf 
den Houptkreisen q und it gleiche Bogen ab- 
schneidet, letztere gemessen von dem Durch- 
schnittspunkt fT der Kreise ^ und n aus ; also ; 
0"Ai = (Th, 0"A-, = ff'k, kiki = kk. 

Werden nun der Hauptkreis ^ zum Grund- 
kreise einer slereographischen Projection der 
KugeloberQache und der Pol desselben zum 
Ausgangspunkte der Projectionsstrahlen gewählt, so sind die Punkte ^ l)f die 
Frojectionen der Pole hkp, während A, A^ O" mit ihren Projectionen zusammen- 
fallen (s. Fig. 52). Die Geraden t^^^i und pik^ sind die Abbildungen der 
Kugelkreise phk^ und pAA,. Der Bogen 1)1 ist die Projection desBogens hk, 




Fig. si. 




FiR. SS. 



•) V.vonLang. Lehrfo. der Krystallogr. tStS. i«S. fteuBch e. a. 0. 11, b. 
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während der Bogen h^ A'j mit seiner Projection zusammenfällt. Daraus er- 
giebt sich die Richtigkeit des folgenden Satzes : 

Sind fil die Projectionen der Flächenpole hk und p die Projection des 
Poles p des Zonenkreises 7t = [hk], so bestimmen die Verbindungslinien p f) 
und ^)I auf dem Grundkreise einen Bogen k^ A'i, der gleich dem Bogen hk ist, 

§8. 

Die angeführten Eigenschaften der stereographischen Projection einer 
Polßgur gestatten uns jetzt die auf die Gonstruction derselben bezüglichen 

Regeln zusammenzustellen . 
Wir setzen dabei voraus, 
dass der Radius r des Grund- 
kreises bekannt sei. 

4) Projection eines 
Poles. Sind die Meridian- 
ebene eines Poles h und die 
Lage des Poles in ihr ge- 
geben , so ßndet man (Fig. 
53) die Projection 1^ des Poles 
als Durchschnittspunkt der 
Geraden Oh mit der Projec- 
tionsebene. In analoger 
Weise wird die Projection ^ 
des Gegenpoles h von h als 
Durchschnittspunkt der Geraden Oh mit der Projectionsebene gefunden. 
2) Projection eines Zonenkreises. Zwei Flächenpole h und Ä*, 








Fig. 58. 





Fig. 54 



Fig. 55. 



welche nicht einander diametral gegenüber liegen, bestimmen einen Zonen- 
kreis [hk]. Sind die Projectionen ^ und I der Pole h und A* gegeben, so 
muss die Projection des Zonenkreises [hk] nach 8. 120 ein Kreis sein, der 
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durch }f und I geht und den Grundkreis in zwei einander diametral gegen- 
überliegenden Punkten schneidet. Man ßndet einen zur Construction dieses 
Kreises erforderlichen dritten Punkt desselben, indem man die Projection 
des Gegenpoles h von h oder k von k construirt. In Figur 54 ist die Pro- 
jection I von h ermittelt worden, indem die Meridianebene der Pole A undÄ 
um ihre Durchschnittslinie mit der Projectionsebene in diese letztere Ebene 
umgelegt gedacht und darauf die Construction von ^ nach \) ausgeführt 
wurde. Die Richtigkeit der Construction ist daran zu prüfen, dass der 
Kreis durch die Punkte ffl^ den Grundkreis in zwei Punkten schneiden 
muss, deren Verbindungslinie durch S geht^). 

In dem besonderen Falle, wo die Flächenpole h und h' von dem Punkte 
ffj also auch die Projectionen 1^ und ^' derselben von dem Mittelpunkte S 
der Projection gleich weit entfernt sind, vereinfacht sich diese Construction. 
Denn es ist die Gerade hh' parallel dem Durchmesser gg' des Grundkreises, 
in welchem dieser von dem Zonenkreise [hh'] durchschnitten wird; also ist 
auch die Projection 1^1^' der Geraden hh' parallel zu 99'. 

Zieht man also (s. Fig. 55) durch den Mittelpunkt S der Projection den 
Durchmesser gg' parallel zur Verbindungslinie der gegebenen Punkte 1^]^', 
so hat man vier Punkte zur Construction des Kreises gffif'g'j dessen Mittel- 
punkt der Punkt m ist. 

3) Projection des Poles eines Zo- ^^-r— ^^ 
nenkreises. Es sei die Projection } eines y^^^^ K /\ 
Zonenkreises ^ gegeben (Fig. 56). Die Projection ^/ lY'j \ 
p seines Poles p, d. i. die Projection des oberen K \ 
Durchschnittspunktes der zu t gehörigen Zonenaxe l.':^_ J^\ 
mit der Kugeloberflache soll construirt werden, l 
Der Pol p liegt in einer durch 00' gehenden \ i | / 
Ebene, welche in S senkrecht auf 60" steht und \ \ \i / 
die Ebene des Grundkreises in der Geraden Sq ^^0:^L---^ 
schneidet. Man denke sich die Ebene OO'p um q' 

die Gerade (Sq in die Ebene des Grundkreises pjg 5^ 

umgelegt, derart, dass nach 0" fällt. Ist dann 

q der Schnittpunkt von (X'q mit dem Grundkreise 

und qr gleich einem Quadranten, so ist der Schnittpunkt )) der Geraden O'r 

und Sq die gesuchte Projection des Poles p von t. 

Hieraus geht zugleich hervor, in welcher Weise umgekehrt die Pro- 
jection ) eines Zonenkreises ^ zu construiren ist, wenn die Projection p des 
oberen Poles p von ^ gegeben ist. 

4) Projection des Haupt kr eis es, der durch einen Flächen- 
polA geht und senkrecht zu einem Zonenkreise ^ steht. Sind 
die Projectionen 1^ und } des Flächenpoles h und des Zonenkreises ^ gegeben 



*) Eine Methode zur directen Bestimmung dieses Durchmessers des Grundicreises, 
den die Projection des Zonenicreises [hk] als Sehne überspannen muss, giebt Reusch 
an. a. a. 0. 46. 
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(s. Fig. 57], so findet inan die Projection des Hauptkreises, der durch h geht 
lind senki'echt auf ^ steht, indem man nach 3) die Projection p des Poles p 
von ^ aufsucht und dann nach 2) durch 1^ und p einen Kreis legt, welcher 
den Grundkreis in zwei einander diametral gegenüberliegenden Punkten 
sehneidet, d. h. einen Kreis, welcher durch f)p und die Projection ^ des 
Gegenpoles p von p geht. 

5) Gonstruction der sphärischen Entfernung zweier 
Punkte hk der Kugeloberflache , deren Projectionen l^t ge- 
gebensind. Diese Gonstruction ergiebt sich aus 
der in § 7 bewiesenen Eigenschaft der Projection ^ 
des Poles p desjenigen Hauptkreises, der durch die 
beiden Punkte hk der Kugeloberflache bestimmt 
ist (s. Fig. 58). Man construire also zuvörderst 
nach 2] den durch die gegebenen Punkte 1^1 gehen- 
den, einen Durchmesser des Grundkreises als 
Sehne überspannenden Kreis und bestimme nach 
3). die Projection p des Poles p. Darauf verbinde 
man den Punkt p mit den Punkten ^ und I. • Der 
Bogen hl k^ , welcher auf dem Grundkreise durch 
die Geraden pff und ))I abgeschnitten wird, ist 
gleich der sphärischen Entfernung hk. 

In analoger Weise construii^t man die sphä- 
rische Entfernung der Pole zweiei* Zon^nkreise, 
deren Projectionen gegeben siüd, und daraus findet 
man den Winkel , den die Ebenen der beiden 
Zonenkreise einschliesen. 

Hieraus ergiebt sich zugleich, wie die Pro- 
jection t eines Punktes k der Kugeloberfl&che, der 
auf dem Hauptkreise n von dem Punkte h den 
sphärischen Abstand h k besitzt, zti consiruiren 
ist. Sind die Projectionen von h und ft gegeben 
(Fig. 58), so construire man zunächst nach 3) 
die Projection p des Poles p von tv und verbinde 
p mit ^. Von dem Schnittpunkte A| der Geraden 
p ff mit dem Grundkreise aus trage man auf die- 
sem Kreise den Bogen h^ki=hk ab und ver- 
bitirde ^1 mit p. Der Schnittpunkt der Geraden ki p mit der Projection des 
Hauptkreises 7t ist die gesuchte Projection t. 

6) Projection eines Punktes k, der von den Punkten /z 
i^nd^', deren Projectionen'^ und ^' gegeben sind, die sphä- 
rischen Entfernungen q) und q)' hat. Auf der Kugeloberfläche 
ist A* ein Schnittpunkt der beiden um h und h' mit (p und 9p' als sphärischen 
Radien beschriebenen Kugelkreise, welche wir durch je drei ihrer Punkte 
aa' a" utad bb'b" bestimmen können. Wir werden alsdann die Projection t 
des Punktes A* als einen Schnittpunkt der Projectionen dieser beiden Kugel- 



Fig. 57. 




^ 



§ 8—44. Construction der stereographi^chen Projection einer Polfigur. 127 

kreise, welche nach § 3 wieder Kreise sein müssen, erhalten und ha^en 
demgemSss zunächst die Projectionen aa'a" und bb'b"der beliebig 20 
wählenden Punkte aa a!' und bV b" zu construiren. Dies geschieht, indem 
wir durch den Punkt 1^ drei Kreise legen, von denen jeder einen Durchmesser 
des Grundkreises als Sehne überspannt, im Uebrigen jedoch eine beliebige 
Lage hat, und auf denselben nach 5) drei Punkte aa'a" fixiren, so dass : 

(Aa) = (Äa') = (Äa")=9) 

ist. In analoger Weise legen wir durch ^' drei Kreise, welche Durchmesser 
des Grundkreises als Sehnen umfassen, und bestimmen auf ihnen die Punkte 
B V V derart, dass : 

ist. Construiren wir nun zwei Kreise durch die Punkte ao! cl' und Bb'B", 
so ist einer ihrer Schnittpunkte die gesuchte Projection f*). 

Diese Gonstruction vereinfacht sich erheblich, wenn die Punkte A und h! 
auf dem Grundkreise liegen. Es ist dann leicht^ die Mittelpunkte 





Fig. 59. 

mm' und die Radien xt' der beiden Kreise in der Projectionsebene, deren 
Durchschnittspunkt der Punkt I ist , anzugeben. Die Spitzen der Kegel, 
welche die Kugel in den um h und h' mit 9p und 9' als sphärischen Radien 
beschriebenen Kugelkreisen berühren, fallen mit ihren Projectionen, also 
mit den Centren der Abbildungen dieser Kugelkreise zusammen. Der Kreis 
mit dem Centrum m in der Projectionsebene schneide (Fig. 59) die Gerade 
AS in b^ so ist b' die Projection eines Punktes d! der Kugel von der Be- 
schaffenheit, dass der Bogen h d! gleich dem gegebenen sphärischen Ab- 
stände q> ist (s. Fig. 60] . Bezeichnet man den zum Bogen h d' gehtH*igen 
Centriwinkel [h(id') ebenfalls mit q> und, wie in § 3, die Winkel: 

(0'Sd) = M, (0'Sd') = u 
so ist: 



•) V. von Lang. Lehrb. d. Krysjlallographie 4866, 297. Vierte Aufgabe. 
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u = 900+ fp^ u' = 90«— gp 
also nach 6 3 der Radius: 

/ 'v 



t = mb = ;r 



2 U H* 

COS TT COS — 

r sin ^ 



2 cos i (90« + 9) cos \ (900 _ ^^) 
oder : 

(1) X = r tan r/; 

und die Entfernung : 

ßm = ßb' + b'ni 



= rUan — + tan r/)! 
sin (450+1) 



cosj4o0 — ^jcos rp 

oder: 

r 



(2) (Em = 

cos <p 

In analoger Weise findet man : 

(3) r' = r tan (p' 

' ' cos qp 

Man hat also nur aus (1) . . (4) die Werthe von r, r', ßm, ßm', zu 
berechnen, auf den Geraden ß^ und ßA' die Längen ßm und ßtn' ab- 
zutragen und um in und m' mit r und r' Kreise zu schlagen. Dann ist I ein 
Durchschnittspunkt dieser Kreise. 

Die Constructionen 5) und 6] lassen uns erkennen, dass es vorzüglich 
die in § 3 und § 7 beschriebenen Eigenschaften sind, welche die stereo- 
graphische Projection dem Krj'stallographen werthvoll machen. Denn auf 
Grund dieser Eigenschaften können wir leicht und mit grosser Genauigkeit 
aus einer gegebenen stereographischen Projection der Polfigur 
eines Krystallpolyöders die wahren Werthe der Flächen- und Kantenwinkel 
desselben ableiten und umgekehrt sind wir, wenn die Flächen winke I 
eines Krj'stallpoly^ders und der Zonenverband seiner Flächen gegeben 
sind, im Stande eine stereographische Projection der Polfigur des Polyeders 
zu construiren, ohne dabei die Krystallelemente und die Indices der Flächen 
zu benutzen. 
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§9. 

Für die Construction einer stereographischen Projection der Polfigur 
eines KrystallpolyCders allein mit Httife seiner Fldchenwinkel und seines 
Zonen Verbandes möge ein Beispiel vor Augen geführt werden. Der in 
Fig. 6^ dargestellte Axinitkry stall wird umschlossen von den Flächen 
p, /, u, s, X, r und deVen Gegenflächen. Die Flüchen p, /, u liegen in einer 
Zone und bilden die Winkel : 

(//)=290 59', (rM)=4o0 35' 

Die Lage von s wird bestimmt durch die Winkel: 

(//)=160 5', (/m) = 280 

Die Fläche x liegt in der Zone [ps] und bildet mit s den Winkel: 

{x"s)= 1405' 

Die Fläche r liegt in der Zone [us] und bildet mit s den Winkel: 

[r's] = 360 30' 

Nach diesen Angaben soll die Polfigur des Axinitkrystalles derart pro- 




•'#»' 



Fig. 61 



Fig. 62. 



jicirt werden, dass die Pole von p, /, u in den Grundkreis fallen. — Man 
trägt zuvörderst in den Grundkreis, dessen Mittelpunkt der Punkt ß und 
dessen Radius r = 25"*'^ sei, die Pole p, /, u ein, so dass Winkel : 

;/)e/) = 290 59', (/Sw)= 45035' 

ist. Darauf findet man die Projection des Poles von s nach § 8 (6) als den 
innerhalb des Grundkreises gelegenen Schnittpunkt zweier Kreise mit den 
Mittelpunkten a und B und den Radien r und r', welche dadurch bestimmt 
sind, dass: 

Liebisch, Geometr. Krystallogr. 9 
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ea = 



r 



25 



= 26 mm 



cos ^r^) cos 16® 5' 
r = r . tan (ts) = 25 . lan 46o 5' = 7,2 mm 
r 25 



eb = 



= 28,3 mm 



cos(w^) cos 280 

r' = r . tan (us) = 25 • lan 28o = 13,3 mm 

Man construirt nun nach § 8 (2) die Projectionen der Zonenkreise [ps]^ 
[ls]y [us], deren Mittelpunkte die Punkte m, n, o sind, und darauf nach 
§8 (3) die Projectionen p und q der Pole der Zonenkreise [ps] und [us]. Mit 
Hülfe dieser letzteren beiden Punkte findet man dann nach § 8 (5) auf 
den Zonenkreisen [ps] und [us] die Pole x und r, für welche : 

(/s) = 360 30', tan [r^s) = 0,74 
[x^s) = U 5 , tan (cc's) = 0,25 

Zur Vervollständigung würden schliesslich noch die Projectionen der 
Zonenkreise [ux], [rx], [pr], [Ir], [Ix] nach § 8 (2) zu construiren sein. 

§10. 

Sind die Krystallelemente und die Indices einer Fläche ^ 
gegeben^ so ist die Aufgabe, die Projection ^ des Poles von A zu construiren, 

in folgender Weise zu 
^ lösen*). 

Wir betrachten zu- 
nächst einen triklinen 
Kry stall. Die stereogra- 
phische Projection seiner 
Polfigur soll auf die zur 
Axe 7r»= [001] senk- 
recht stehende Ebene 
entworfen werden. Dann 
muss also die Axe n^ 
mit dem Kugeldurch- 
messer 00,0' zusammen- 
fallen (s. Fig. 63). Die 
Axenebenen 7C^7t^ = p^ 
und Tt^ft^ = p^ schnei- 
den die Projectionsebene 
in zwei durch S gehen- 
den Geraden OH' und 
6^, welche den Winkel 1800 — [p^p^] einschliessen. Die in der Projec- 
tionsebene gelegenen Normalen dieser Geraden, welche den Winkel {p^p^) 




Fig. 63. 



*) Nach V. von Lang. Lehrb. d. Kr>'Stallogr. 1866, 298. 



§ 8 — 44. Construction der stereographischen Projection einer Polfigur. 131 

bilden, schneiden den Grundkreis in den Polen der Axenebenen p^= 400 
undp»= 040 (s. Fig. 67, Seile 132). 

Die Fläche A schneide die Axen 7t^ n^ n^ in den Punkten HKL^ so dass : 

n\ 02 n^ 
worin O] 0303 die Axeneinheiten bedeuten. Ihre Durchschnittslinie mit der 
Projectionsebene treffe die Geraden ßtf und @ JT in den Punkten H' und IC; 
ihre Normale durchstosse die obere Hälfte der Kugeloberfläche in dem Pole A. 
Die Meridianebene dieses Poles schneide die Gerade H' K! in dem Punkte V 
und die Projectionsebene in der Geraden S (7, dann findet man die Pro- 
jection 1^ des Poles h als Schnittpunkt von Oh mit S IJ, Die Lage von 1^ ist 
also bestimmt durch die Strecke Sl^ auf der durch den Mittelpunkt S der 
Projection gehenden Geraden Q V und durch den Winkel K! (S ^, den diese 
Gerade mit SA"' cinschliesst. Zur Ermittelung dieser beiden Grossen ist, 
da SA senkrecht zu £(7und S(/ senkrecht zu IT IT ist, nur die Kenntniss 
der vier Längen ß^', SA*, H'K', dL erforderlich. Aus dieser Betrachtung 
ergiebt sich, dass folgende Gonstructionen der Reihe nach auszuführen sind. 





Fig. 64. 



Fig. 65. 



4) Man construire mit einer beliebigen Längeneinheit die Dreiecke 
AgL, L^H, HdK, deren Seiten: 

C^ = ?l, eA=J?, (51 = ^ 
Ai A2 A3 

und deren Winkel : 

(A6L) =f7r27r3)= a 

(//(5A) = ;7ri7r2)=y 

sind (s. Fig. 64) und errichte SA' und dH' senkrecht auf (EL in (E. 

2) Man construire mit AL, LH, HK als Seiten das Dreieck HKL [siehe 
Fig. 65); bestimme auf den Seiten LH und LK die Punkte H' und K' als 

9* 
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Endpunkte der aus Figur 63 zu entnehmenden Längen LH' und LK' und 
construire mit Hülfe von ß//' und ßÄ'' den Punkt (ß). Dfer Schnittpunkt 
von (ß)I mit Jf K' ist der Punkt U. (ßjH'Ä" ist das um £/'Ä" in die Ebene 
des Dreiecks HKL zurückgeschlagene Dreieck dH' K\ 

3) Man falle von dem Mittelpunkte ß eine Senkrechte auf L^ (siehe 
Fig. 66] und verbinde deren Durchstosspunkt h auf der Kugeloberfläche 
mit dem Centrum der Projectionsstrahlen. Der Schnittpunkt 1^ von Oh 
und ß^ ist die Projection des Poles h. 

4] Schliesslich ist mit Hülfe des Winkels Ä'(ß) U aus der Figur 64 und 
der Strecke (Hi) aus Figur 65 der Punkt ^ in der Projectionsebene zu con- 
struiren (s. Fig. 67) . 

Das ganze Verfahren beruht, wie wir jetzt erkennen, darauf, dass zu- 





Flg. 67. 



Fig. 66. 



nächst eine Linearprojection des Krystalles auf die zur Axe tt^ 
senkrecht stehende Ebene entworfen wird, wobei irgend ein Punkt L der 
Axe TC^ zum Gentrum des Bündels von Flächen , als dessen Schnitt die Li- 
nearprojection erscheint, genommen werden kann. Hat man den Punkt L 
beliebig aber fest gewühlt, so ist damit auch die Lage der Schnittlinien 
der gegebenen Krystallflächen in der Projectionsebene bestimmt. Nach dem 
in diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren kann nun leicht mit Hülfe 
der Schnittlinie H' K' einer Fläche h die Projection 1^ des Poles der Fläche 
gefunden werden. Umgekehrt kann man, wie hieraus ersichtlich ist, eben- 
so leicht von einer stereographischen Projection der Polfigur eines Krystalles 
zu einer Linearprojection desselben übergehen. 

§44. 
Sehr einfach gestaltet sich die Construction der stereographischen Pro- 
jection der Polßgur eines auf rechtwinklige Axen bezogenen Krystalles 
mit Hülfe der Linearprojection. 



i 



.«f 
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Falle entla.t diederLin^arpTvjKvfkva uth! ^ier^t^TYs^ÄrÄ^^vv•^.^sl^ 
iDsame Projertknisebeiie die A\«i t' uikI ^»^ Oie Kl^i>e«s 
d» System der Sefanitliinien in der Lioe^rf rx^eetw« erte*«^. M^»e» 
dnrA den Paukt Cf der Axe .t^. des- 
sen Entlenuinc Tom Mittelpunkt c O' 
SS tt, isl. ^elecl. Der Kugelnidius der 
PoUigiir sei gleich a^ tind dns Cent mm 
O der Projeelionsslrahlen befinde sich 
anf der Axe nr' in der Entfernung 
CEO = — tt, Tom Mittelpunkte. 

Unter diesen Voraussetiunsien 
ooDStruirt man die stereographische 
Projection i des Poles einer Flüche h 

= {^i^iM "^i^ H^'^^ ^^^ SohniUlinie 
derselben in folgender Weise vergl. 
Fig. 68 . Die Fläche h schneide die 
Axen .T^ und .t^ in den Punkten // 




Fig. «$ 



lud A' derart, dass 









Dann muss die Projeclion b auf der von ö auf die Cioradou WA gofalllon 
Normalen SQ liegen. Man betrachte 
nun für den Augenblick die Ebene 
der Zeichnung als die Meridian- 
ebene des Poles der Fläche /», ziehe 
durch den Mittelpunkt (S die Ge- 
rade 00' parallel zu HK und Talle 
von S auf die Verbindungsgorade 
O'Q die Normale dR, dann giebl li 
die Lage des Poles von h in der 
Meridianebene. Demnach ist der 
Schnittpunkt ff von OR mit S Q die 
gesuchte Projection des Poles der 
Fläche h. 

Ebenso leicht kann in diesem 
Falle die Projection des zur Kante 
tj gehörigen Zonenkreises constru- 
irt werden, wenn der Zonenpunkt 
H der E^nte gegeben ist (s. Figur 
69). In der That, zieht man durch 
den Mittelpunkt S die Gerade 

00' senkrecht auf SfT, so ist 07/ cfie Kante q, w(mhi man die Ehonn 
der Zeichnung für den Augenblick als die Mcridinnohcno de» Punk- 
tes H betrachtet. Die durch S senkrecht zu 0' // gezogono Gerade z s' 
18t dann die Schnittgerade dieser Heridianebene und der Ebene defi Zonen- 




Flg. 69. 
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kreises von iy, während die durch S parallel zu O'H gezogene Gerade 7t Tt' 
die Verbindungslinie von Pol und Gegenpol desselben Zonenkreises ist. In 
dem Durchschnittspunkte t der Geraden Oz und S// erhält man offenbar 
denjenigen Punkt der Projection des Zonenkreises von rjj der die grösste 
Entfernung von dem Mittelpunkte d besitzt ; der demselben in der Pro- 
jection des Zonenkreises diametral gegenüberliegende Punkt f ist Schnitt- 
punkt der Geraden Oz' und dH, Die durch parallel zur Geraden TtTt'j 
•also auch zu O'Hj gezogene Gerade trifft die Gerade S^ in dem Mittel- 
punkte m der Projection des Zonenkreises; denn Om ist nach der unendlich 
fernen Spitze des zu dem Zonenkreise gehörigen Tangentencylinders ge- 
richtet. Der um m als Mittelpunkt mit m^ als Radius beschriebene Kreis, 
der auch durch die Endpunkte 00' des auf dH normalen Durchmessers 
des Aequatorialkreises gehen muss, ist also die gesuchte Projection des 
Zonenkreises der Kante rj: 

Es ist aus der Figur ersichtlich, dass dieCoordinatendesMittel- 
punktesin den Goordinaten des Zonenpunktes /f entgegen- 
gesetzt gleich sind. 

§42. 

Die centrale Projection der Polfigur eines Krystallpoly^ders vom Mittel- 
punkte der Kugel aus auf eine Tangentenebene derselben heisst eine gno- 
monische Projection der Polfigur. Die Projectionsstrahlen sind in diesem 
Falle die von dem Kugelmittelpunkte ausgehenden Normalen der Krystall- 
flächen. Man erhält also eine gnomonische Projection der Polfigur eines 
Krystallpoly^ders unmittelbar, indem man das Bündel der Flächennormalen 
des Polyeders durch eine, nicht durch das Centrum des Bündels gehende 
Ebene schneidet. Die Durchschnittspunkte der Flächennormalen mit der 
Projectionsebene werden Flächenorte genannt. Die gnomonische Pro- 
jection eines Kugelkreises ist ein Kegelschnitt, der aber nur in dem Falle, 
wo die Ebene des abzubildenden Kugelkreises der Projectionsebene parallel 
geht, ein Kreis wird. Dagegen ist die gnomonische Projection eines Haupt- 
kreises eine gerade Linie, nämlich die Durchschnittslinie der Ebene des 
Hauptkreises mit der Projectionsebene. Ist der Hauptkreis ein Zonenkreis, 
so wird seine Abbildung Zonenlinie genannt. 

Die gnomonische Projection hat ebenso wie die Linearprojection gegen- 
über der stereographischen Projection den Nachtheil, dass sie nicht wie 
diese letztere von einer Hälfte des Krystalles ein endlich begrenztes Bild 
darbietet. Dagegen besitzt sie den Vorzug Zonen durch gerade Linien dar- 
zustellen , so dass mit ihrer Hülfe leichter als in einer stereographischeb 
Projection die Zonen zu finden sind, in welche eine gegebene 
Fläche gehört, oder dieFläche zu bestimmen ist, welche in 
zwei Zonen fällt. • 

§43. 
Die Einführung der Polfiguren und ihrer Abbildungen nach den 
Principien der stereographischen und der gnomonischen Projection in die 



§ i». Historiscbes. 
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geometrische Krystatlographie ist eine der fruchtbaren Ideen P. E. Neu- 
mann's. (Beilrage znr Er^stallonomie. Berlin 18S3. Krj'stallsystem des 
Axioils und Bestimmung der KrystallflächeD durch ihre Normalen. Pogg. Ann. 
18S5. 4, 63, Thermische, optische und kryslallographische Axen des Gyps- 
Systems. Pogg. Aon. 1833, 27, 2iO. Albit. Abhandl. Berlin. Akad. 1830.) 
W. B. Miller, der am meisten zur Ausbildung und Verbreitung der 
Neumann'sohen Hethoden beigetragen hat, spricht sich Ober ihre Be- 
deutung in folgenden Worten aus: iThe Grst great improvement in the 
metbods of crystallography, afler its establishment as a scienee, was 
nodoubtedly made by Mobs and Weiss, independently of each otber, in 
substitutii^ axes for hypothetical integrant molecules, in the enunciation 
of the geometrio laws discovered by Uauy. Next lo this in importance 
was the graphic melbod invented by Neumann, and described In 
bis Beiträge eur Krystallonomie.i (On the employment of the gnomonic 
projection of the spbere in crystallography. Phil. Mag. London. July1859.) 





Ueber die guomonische Projection , auf welche wir hier nicht näher 
eingehen, vergl. J. Grailich in: Lebrb. d. Krystallogr. von W. H. Hill er. 
18S6, 193. — W. H. Mi Her. On the employment of the gnomonic pro- 
jection of the sphere in crystallography. Phil. Mag. London. July. 1859. 
— Dauber. Ermittelung krystallogr. Constanten. S1. Akanthit. Sitzungs- 
ber. Wien. Akad. 39, 692. 1860. — Fr. A. Quenstedt. Grundriss der 
bestimmenden und rechnenden Krystallogr. 1873, 150. — M. Websky. 
Ueber die Wahl der Projectionsaxen in einer Normalprojection für trikli- 
nische Krystslle. Monatsber. Berlin. Akad. 1879, 124. Ueber die Rela- 
tion der Winkel zwischen vier Krystallfl. in einer Zone etc. ib. 1876, 3. 
Daraus in: Zeitschr. f. Krystallogr. 4, 203. — E. Mallard. Traitä de cri- 
Btallogr. 1, 1879, 63. — Reusch. Die slereogr. Proj. Leipzig. 1881. § 2. 

Nach dem Vorgange von F. E. Neumann ist die stereographische 
Projection der PolBgur eines Kryslalles von Miller, A. Beer (Einl. in d. 
höhere Optik. Braunschweig 18K3), J. Grailich, V. v. Lang u. A. häufig 
dazu benutzt worden, die Beziehungen zwischen den geometrischen und 
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den physikalischen Eigenschaften des Krystalles zur Anschauung zu bringen, 
indem die physikalisch ausgezeichneten Richtungen in der 
Projeclion verzeichnet wurden. So stellt die aus G rot h's Physikalischer 
Krystallographie. Leipzig 1876. S. 505 entnommene Fig. 70 eine stereogra- 
phische Projection der Polfigur des Kalifeldspaths, und zwar der in Fig. 71 
abgebildeten Combination MPTnoxy und der Fläche a dar, in welche die 
drei optischen Elasticitätsaxen Q, B, c für mittlere Farben und die optischen 
Axen für rothes und violettes Licht, q q und vv, (für Feldspath vom St. Gott- 
hardt) aufgenommen sind. Die beiden SpaltungsflUchen Pund if sind durch 
doppelte Kreise bezeichnet. 

E. Reusch gab ein Verfahren an, um in der stereographischen Pro- 
jection der Polfigur eines Krystalles, welche doch immer nur eine Hälfte des 
Krystalles darstellt, den heroi^drischen Charakter desselben zu bezeichnen. 
Sind eine Fläche h und deren Gegenfläche in ihrem Auftreten an einander 
gebunden, so erhält der Pol der oberen Fläche die Bezeichnung h. Sind 
dagegen eine Fläche und deren Gegenfläche unabhängig von einander und 
ist nur die obere oder nur die untere Fläche vorhanden, so erhält der Pol 

der oberen Fläche das Symbol h oder h, Fehlen endlich in einer hemiödri- 

+ — 
sehen Form eine Fläche und deren Gegenfläche, die in der entsprechenden 

Yollflächigen Form ausgebildet sind, so giebt man dem Pol der oberen Fläche 

die Charakteristik h, Demgemäss werden die Projectionen dieser Pole be- 



zeichnet mit ^, ^, ^, 1^. Es können aber auch die Zeichen -f-, — , ftlr sich 

+ - 

ohne Anwendung eines Buchstabens in die Nähe der Projectionspunkte ge- 
setzt werden. (Bezeichn. der Hemiödrie bei Anwendung der stereogr. 
Proj. Pogg. Ann. 1871. 142, 46.) 
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§ 1. Perspectivische Krjstallzeichnungen müssen Parallelprojectionen 
sein. § 2. Verkürzungsmaassstäbe und Richtungen der Axenprojectionen. 
§ 3. Construction der Eichtungen und Längen der Axenprojectionen. § 4. 
Ableitung der Verkilrzungsmaassstäbe aus einer gegebenen Projection. 
§ 5. Die Projectionsmethoden von Mohs , Naumann und von Lang. § 6. 
Construction ungleichaxiger rechtwinkliger und schiefwinkliger Axen- 

systeme. § 7. Construction des Kantennetzes. 

§^. 

Wir behandeln jetzt die Aufgabe perspectivische Projectionen der Kan- 
tennetze der Krystalle zu entwerfen, die auf den Betrachter denselben 
Eindruck machen , wie die Krystallformen selbst. Da, wie wir gesehen 
haben, das Vorhandensein von unter einander parallelen Kanten eine cha- 
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rakteristische Eigenschaft der Kantennetze ist, so werden wir die Lage der* 
Projectionsebene und die Methode der Projeclion zweckentsprechend so 
wählen müssen, dass die im Räume einander parallel laufenden Kanten 
auch auf der Ebene durch unter einander parallele Geraden abgebildet 
werden. Dieser Forderung gemäss sind die perspecti vischen Krystallzeich- 
nungen stets Parallelprojectionen. 

Aus dem geometrischen Grundgesetz der Krystallographie ergiebt sich, 
dass man alle Rantenrichtungen eines Krystalles construiren kann , wenn 
die Projection der von vier Flächen des Krystalles gebildeten sechs Kanten 
gegeben ist. Die vier Flächen dürfen selbstverständlich nicht zu je dreien 
einerund derselben Geraden parallel gehen. Am einfachsten ist es von den- 
jenigen sechs Kanten auszugehen, in denen sich die drei Fundamentalflächen 
und die Einheitsfläche schneiden. In diesem Falle kann die zunächst vorlie- 
gende Aufgabe auch so ausgesprochen werden : es soll eineParallelprojection 
der Axenrichtungen und der Axenlängen eines Krystalles entworfen werden. 

Es ist leicht einzusehen, dass in einer Parallelprojection die Abbil- 
dungen von unter einander parallelen und ungleich langen Strecken im 
Räume in denselben Verhältnissen zu einander stehen wie die Originale, 
dass dagegen die Abbildungen gleich langer geradliniger Strecken von ver- 
schiedenen Richtungen ungleich lang sind. Die orthogonalen Parallel- 
projectionen , bei denen die projicirenden Geraden senkrecht zur Projec- 
tionsebene stehen, sind nun dadurch ausgezeichnet, dass die Beziehung 
zwischen einer geradlinigen Strecke im Räume und der Abbildung dersel- 
ben eine sehr einfache ist. Bedeutet nämlich S die Strecke im Räume, 8"^ 
ihre Abbildung , a den Winkel , den S mit der Richtung der projicirenden 

Geraden einschliesst so ist : 

S* = S sin a 

Wir werden uns der Einfachheit wegen im Folgenden der orthogonalen 
Parallelprojection zur perspectivischen Darstellung der Krystallformen be- 
dienen und daher zuvörderst die Abhängigkeit zwischen einer nach dieser 
Methode entworfenen Abbildung der Axenrichtungen und Axenlängen eines 
Krystalles und dem Originale aufsuchen. W^ir folgen dabei der elementaren 
und practischen Darstellung, welche J. Weisbach "^j gegeben hat. 

§2. 
Auf den zu einander senkrechten Axenrichtungen X, Y, Z bilde die 
Projectionsebene die Abschnitte OA, OB^ OC (s. die perspectivische Zeich- 
nung in Fig. 72, Seite 138). Die Axenabschnitte oder Goordinaten einer 
Krystallfläche seien Oll, OK, OL und die Abbildungen derselben auf die 
Projectionsebene durch projicirende Gerade , welche der Normale A^ der 
Bildebene parallel gehen, 0*H*, 0* K*, 0*L*. Dann ist: 

0*11* = OH sin [NX) 
(1) 0* Ä* = Ä^ sin (A 1 ) 
0*L* = 0L sin L\Z) 

*} Anleitung zum axonometrischen Zeichnen. Freiberg. 4857. 
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(2) 



Die Verhältnisse : 
OH • OK 



OT 
OL 



= sin [NX) : sin [N Y) : sin [NZ] 



welche wir mit q : 6 : c bezeichnen wollen, geben an, in welchen Verhält- 
nissen die Projectionen gleich grosser Abschnitte auf den Axen X, F. Z zu 
einander stehen. Man nennt daher die Zahlen a, b, cdieVerkürzungs- 
maassstäbe. Dieselben sind bekannt, wenn die Lage der Projections- 
ebene zu den Axen X, F, Z gegeben ist. Umgekehrt kennt man die Lage 




Fig. 72. 



der Bildebene, wenn die Verkürzungsmaassstäbe gegeben sind; denn man 
kann aus diesen Zahlen die Winkel, welche die Normale der Bildebene mit 
den Axen einschliesst, berechnen. In der That, bedeutet f einen Propor- 
tionalitätsfactor, so folgt aus (2) : 

a=f sin [NX) 
i=fs\n{NY) 
c = /• sin [NZ) 

Da nun in dem rechtwinkligen Axensystcm A' YZ: 

(3) sin2 (NX) + sin2 [NY] + sin^ (NZ) = 2 
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ist, so wird : 



und demnach : 



^ tt^ + B^ + c^ 

2 b« 



_ ^2 _|. ^2 ^ C^ 2(l2 

cos2 .VA) = ^,^^^,^^, , tan« LVA) = _ ^, ^ ^^ + c« 
cos ,.> r ) - ^2 + b2 + c«' ' a« — b« + c« 

COS (AZ^ — ^2 + 62 4_ c«' ^ ^ ~ a« 4- b« — c« 

Aus (4) ergeben sich die Ungleichungen : 

a« < b« + c« 

b« < c« + a« 
c« < a« + b« 

welche befriedigt werden müssen, wenn eine Projection mit den VerkUr- 
zungsmaassstäben a, b, c möglich sein soll. 

Man kann jetzt die den Formeln {\) entsprechenden Beziehungen 
zwischen den Coordinaten OH, OK, OL, ihren Projectionen 0^ H*, 0*K*, 
0*L* und den Verkürzungsmaassstäben a, b, c hinschreiben: 

0*£r* = 0H a V o _^ fo . ,o 

' a« + b« + c« 

(5; o-Ä-=OA-.bl/^^-p^, 

o*i- = oi.cl/^-,-pA__ 

woraus folgt: 

Die Winkel, welche die Axenprojectionen A'*, F*, Z* unter einander 
einschliessen : 

sind abhängig von den Winkeln zwischen der Normale N der Projections- 
ebene und den Axen A, F, Z, also auch abhängig von den Zahlen a, b, c. 
Um diese Abhängigkeit zu ermitteln, betrachten wir die von den Geraden 
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A^, Y und Z gebildete Ecke mit dem Scheitelpunkte 0. in welcher ( VZ) = 90^ 
und der an N gelegene innere Flächenwinkel gleich cp ist. Folglich ist : 



(6) cos(p = — cot [NY) cot [NZ] = — 
In analoger Weise erhält man : 



V (g^ — b^ + c^) (g^ + b^ — c^) 

2bc 



cos 1/; = — cot [NZ) cot (NX) = ^^ ' ^-^ ■ — - 



cos X = — cot (NX) coi(NY)= — 



y (— g2 + b2 + c2) (g2 — b2 + c2) 



2gb 



Sind die Verkürzungsmaassstäbe g, b, c gegeben ^ so kann man nach 
den vorstehenden Formeln die Winkel cp, ip, % berechnen und ist dann im 
Stande mit Hülfe von zwei dieser drei Winkel di.e Richtungen der Axen- 
projectionen X*^ F*, Z* zu construiren. Dabei ist natürlich die Lage einer 
der drei Richtungen in der^ildebene willkürlich anzunehmen. Wir wollen 
hinfort die Axe 2* vertical stellen. 

Bemerkenswerth sind die Ausdrücke für : 



(7) 



COS 2 qp = 2 cos^ qp — 1 = — 
cos 2 1// = 2 cos^ \\) — 4 = — 



cos 2 ;f = 2 cos^ % — ^ = — 



— g* + b* + c^ 





2b2c2 


a^- 


b<4-c* 




äc^o* 


0* + 8* — c* 



2a2b2 



Aus denselben fliesst ein Satz, der angiebt, wie man die Richtungen 
der Axenprojectionen Ä'*, F*, Z* unmittelbar aus den Zahlen g, b, c ableiten 

kann. In der That, die Formeln (7) leh- 
ZT ren, dass man g^ = K*L*^ b^ = 1*//^, 

c'^ = H*K* als Seiten eines Dreiecks 
'^ H*K*L* betrachten kann, dessen 

Winkel: 

H* = ^(p — iSO^, Ä'* = 2?//— 1800, 
L* =2x — ^800 

sind. Die Halbirungslinien der Winkel 
dieses Dreiecks schneiden sich aber, wie 
leicht zu sehen ist , unter den Winkeln 

9> j ^ 1 X {^- Pig- '3)' Demnach kann 
man den Satz aussprechen : 

Construirt man ein Dreieck, dessen 
Seiten den Qtmdraten der Verkürzungsmaassstäbe g, b, c proportional sind, 
so erhält man in den Halbirungslinien seiner Winkel die Richtungen der Axen- 
projectionen. 




Fig. 73, 



§ S. Constniction der Richtungen und Längen der Axenprojectionen. 
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§3. 

Es seien die YerkUrzungsmaassstttbe a, h, c gegeben, aus denselben 
die Winkel zwischen den Axenprojectionen [Y*Z*)= q> und (Z*X*) = xp 
berechnet und in der Bildebene die Richtung der verticalen Axenprojection 
0*Z* vorgezeichnet. Dann ist die Gonstruction der Richtungen der beiden 
anderen Axenprojectionen 0* >'* und 0*A'* in folgender Weise practisch 
auszuführen. Man errichte auf 0*Z* in 0* eine Senkrechte SR und lege an 
diese, durch den Punkt 0* gehend, rechts unter dem Winkel q> — 90^ die 
Axenrichtung 0* K*, links unter dem Winkel tp — 90<^ die Axenrichtung 



t • 





Fig. 74 



Fig. 75. 



.0* X* (s. Fig. 74) . Man findet diese Winkel am einfachsten und hinreichend 
genau mit Benutzung von Näherungswerthen für: 



(8) 



tan {<p - 90«) = - cot 9. = (/_^^-^__^ 



+ b* + c* 



tan(^ - 900) = _ cot ,/; = K ^c^a^ -f a^- b^- 



+ a^ — b^ — c* 
wie das folgende Beispiel zeigt. Es sei : 

q2: b2 : c2=±=5 : 9 : 10 
so ist: 

(p — 90^= 50 ir, tan (y — 900) = 0,09071 = tJt = tV 

: ... 1 

0—900 = 170 49', tan(i/;— 900}= 0,32138 = 3 + L_ — A 

und hieraus ergiebt sich die in Fig. 74 ausgeführte Gonstruction der Rich- 
tungen der Axenprojectionen. 

Wir wollen zunächst voraussetzen, dass die wirklichen Längeneinheiten 
der auf einander senkrecht stehenden Axen X, Yy Z einander gleich seien, 
wie es bei dem Axensystem der regulären Krystalle der Fall ist, und wollen 
nur verlangen, dass die Längeneinheiten der projicirlen Axen X*, F*, Z* 
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dieProjectionen von drei gleich langen aufeinander senkrechten Geraden im 
Räume seien, auf deren absolute Länge es im Uebrigen nicht ankommen 
soll; so findet man sofort die Längeneinheiten der projicirten Axen, indem 
man von 0* aus auf 0*X*, 0*F*, 0*Z* beziehungsweise a, b, cmal eine 
willkürliche Strecke s abträgt. Verbindet man dann die so erhaltenen End- 
punkte der projicirten Axen, so erhält man eine Projection des Kantennetzes 
des regulären Oktaeders. Fig. 74. stellt diese Krystallform für a : B : c 
= 5 : 9 : 40 dar. 

Die wirkliche Längeneinheit ist, wie aus (5) hervorgeht, 

= s Vf(ää"+TF+7c) 
so dass man für a : B : c = 5 : 9 : 4 als wirkliche Längeneinheit : 

s Vm =s.10,U889 
findet. Es yerhält sich dann : 

5 : 9 : 40 : 10,U889 = 0,4927 : 0,8868 : 0,9853 : \. 

J. Weisbach hat vorgeschlagen für die Verkürzungsmaassstäbe q, 6, c 
einfache ganze Zahlen zu wählen, wobei q <I B <I c. Sind die Zahlen 
a, 6, c von einander verschieden, so heisst die Projection eine an iso- 
metrische; sind zwei derselben einander gleich, so erhält man eine 
monodimetrische und ist a = B = c^ so entsteht eine isometrische 
Projection. 

Es sei B = c, so ist nach (4) und (6) : 

«'«^(^'^') = SrTW 

2B2 



sin2(A^r) = sin2(A^Z)== 



a2 + 2B2 



V— a2 + 2B2 
cos i^ = cos ;f = ^ 

daraus folgt : 

cos 2 1// = cos 2 X = cos y 

Nun haben wir gesehen (vgl. Fig. 73), dass : 

V> + V^ + X = 3600 
ist ; folglich wird in diesem Falle, wo i/; = ;f ist : 

iq) = 1800 — t// 

so dass wir den Satz aussprechen können : 

In einer monodimetrischen Frojectian hcUbirt die Axenprojection 0*A'* 
den von den beiden anderen Axenprojectionen 0*Y* und 0*Z* gebildeten 
Winkel [Y^'Z*) =(p. 

Aus diesem Satze ergiebt sich , dass man bei der Ausführung einer 
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monodimetrischen Projection nach dem in diesem Paragraphen angegebenen 
Verfahren nur einen der Winkel q) oder xfj mit Hülfe seiner trigonome- 
trischen Tangente zu construiren hat. 

Das reguläre Oktaeder ist beispielsweise in Fig. 76 in der mono- 
dimetrischen Projection a : b : c = 1 : 2 : 2 und in Fig. 77 in isometrischer 
Projection dargestellt. 

Die folgende Tabelle enthalt die Werthe der Winkel (p — 90© und 





Fig. 77. 



Fig. 76. 



ip — 90<>, sowie die Näherungswerthe der trigonometrischen Tangenten dieser 
Winkel fQr die anisometrischen und monodimetrischen Projectionen, deren 
Verkürzungsmaassstäbe in der linken Reihe aufgeführt sind. Die Anordnung 
ist nach abnehmenden Werthen von (p — 90® vorgenommen. 



a : B : 


c 


q) 900 


Anisometri 
xfj — 900 


seh. 
tan (p — 900 


tan 1// — 90» 


7.: 9 : 


40 


44032' 


260 43' 


0,259 = \ 


0,503— i 


4 : 5 


: 6 


44 40 


48 43 


0,197- \ 


0,329- 1 


8 : 45 


; 46 


6 42 


27 46 


0,117— \ 


0,515— i 


6 : 44 : 


42 


6 4 


22 46 


0,105- tV 


0,409 — tV 


5:9: 


40 


5 44 


47 49 


0,090 — ,4- 


0,321 - A 


40 : 29 


:30 


2 39 


25 37 


0,046 — ^ 


0,479 — ^ 


8 : 23 


: 24 


2 45 


20 46 


0,039 ,V 


0,369—^ 


6 : 47 


: 48 


47 


6 23 


0,014- Vt 


0,112— 1 


8 : 34 


: 32 


49 


4 54 


0,005 ^ 


0,086 — r^j 


10 : 49 : 


50 


40 


3 58 

• 


0,003 Tfy 


0,069 — ^ 








MoDodiiiietriscb. 




4 : 2 


: 2 


70 ir 


41» 25' 


0,126- i 


0,882— f 


4 : 3 


: 3 


3 44 


43 24 


0,055 - ,V 


0,945-1» 


4 : 4 


: 4 


4 47 


44 6 


0,031 = Vf 


0,969 = II 
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Es sollen jetzt die Betrachtungen Über die orthogonalen Parallelpro- 
jeetionen des Axensystems eines Krystallpolyäders dadurch vervollständigt 
werden, dass die Umkehning der bisher behandelten Aufgabe durchgeführt 
wird. Dieselbe besteht darin: aus einer vorliegenden Projection eines 
Kr y stallpol y Oders oder aus den damit gegebenen Winkeln qp — .90** und 
tfß — 90^ die Verhältnisse der Verkürzungsmaassstäbe a : b : c abzuleiten. 

Die Winkel des Dreiecks H*K* L* (s. Fig. 78), dessen Seiten propor- 
tional a^, i^j c^ sind, seien wie in § 2 bezeichnet mit //*, Ä'*, L*. Bedeutet q 
den Radius des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises, so ist bekanntlich : 



Fig. 78. 



oder auch : 



2 o cot -TT- = 
^ 2 



— a2 + b2 + c- 




^Q cot— = a^—b2^^2 

z 
2^cot^^= a^^i'i — ci 

Durch Auflösung dieser Relationen 
nach a^, 6^^ c^ erhält man : 






Q j cot Y + cot 



2/ 



i'^ = Q^coi — + cx)t — \ 



C2= ^ { cot ~ + C0t^| 



\ 



2 



2 



Ä* + L 



i2 



kV = Q 



b^ = Q 



C^ = Q 



sin — 


D 






. A" 


. L' 


s.ny 


Mü 2 


. L* 
sin — 


4-//* 

2 


. L* 


. //- 


Mii 2 


sm -2 




■ + A'* 


91LI 


2 



s.n - sm 2- 



Setzt man hierin : 



L* = 180«— H* — Ä* 
so ergiebt sich die gesuchte Beziehung : 
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(9) 0» : b» : c» = sin H* : sin K* : sin{B* + K*) 

= sin %q> :<<6in 8t^ : sin 8(9 + V') 

Der Zusammenhang zwischen den von den Axenprojectionen X*j Y*^ 
Z* gebildeten Winkeln q>, tp, x ^^^ ^^^ Verkttrzungsmaassstäben a, hy c 
wird durch die Formeln (6) und (9) ausgesprochen. Sind die Winkel zwi- 
schen den Axenprojectionen willkttrlich angenommen, so findet man aus (9) 
die zugehörigen Verkttrzungsmaassstäbe; sind die Verkttrzungsmaassstäbe 
gegeben, so ertiält man aus (6) die zugehörigen Winkel zwischen den Axen- 
projectionen. 

§5. 

Schon R. J. Hauy erkannte die Bedeutung geometrisch richtiger Kry- 
stallzeichnungen far den Fortschritt der Wissenschaft, deren Schöpfer er 
geworden ist. i>Es war zum grossen Theil der Gebrauch von richtigen 
Zeichnungen, welcher der krystallographischen Methode Hauy 's über die 
von Werner das Uebergewicht verschaffte. Das Studium der Krystall- 
tafeln Hauy 's, weit mehr als das seiner Schriften, mtlssen wir als den 
Ausgangspunkt der Arbeiten späterer Krystallographen betrachten ''j.a Unter 
den deutschen Krystallographen besassen und übten vornehmlich Fr. Mohs, 
W. Haidinger, Fr. Naumann und G. Rose die Kunst des Krystall- 
Zeichnens und trugen damit wesentlich zur Verbreitung krystallographischer 
Lehren bei. 

Die Mohs'sche orthogonale Parallelprojection des Axensystems der 
regulären Krystallformen wird durch die Anforderungen bestimmt; dass in 
der Projection des Hexaöders die rechte Seitenfläche 73 so breit als die linke 
und die obere Endfläche Ye ^ ^^^^ ^^^ ^^^ linke Seitenfläche breit oder, was 
dasselbe bedeutet, Vs ^ ^^^ ^^^ ^^^ ganze Hexaöder breit erscheinen soll. 
Man erhält die Stellung, welche hierbei das Hexaöder zur Projectionsebene 
einnimmt, offenbar auf folgende Weise. Das Hexaöder befinde sich ur- 
sprünglich in der Lage, dass eine seiner Axenebenen mit der Projections- 
ebene zusammenfällt und eine der beiden in die Projectionsebene fallenden 
Axen vertical steht. Man drehe das Hexaöder um diese verticale Axe um 
den Winkel ^, so dass: 

tan (> = i, Q= 180 26' 6" 

ist. Darauf neige man das Hexaöder um. die in der Projectionsebene auf 
der verticalen Axe im Mittelpunkt senkrecht stehende Gerade um den 

Winkel a, so dass : 

sin a = |, a = 7M0'5r' 
ist. 

Sehr einfach ist folgendes Verfahren zur praktischen Ausführung der 



*) W. Hai ding er. Darstellung des Verfahrens, welches in dem Gnindriss der 
Mineralogie von Mohs befolgt worden ist, am Krystalle in richtiger Perspective zu zeich- 
nen. Mem. of the Wemerian Natural History Society. 1834 — 23. Frei übersetzt in Pogg. 
Ann. 4825, 5, 507. 

Liebiscli, Oeometr. Kiystallocpr. 40 
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Projection eines Hexaeders in der von Mohs gewählten Stellung*). Man 
zeichne ein Quadrat aa' e* e (s. Fig. 79) und theile dasselbe in 16 kleine 
Quadrate. Dann liegen die acht Eckpunkte des Hexaeders auf den so ge- 
wonnenen Geraden und sind zu finden mit Htllfe ihrer auf die Geraden ae 
und aa! bezogenen Coordinaten, von denen die folgende Tabelle eine Zu- 
sammenstellung mit Zugrundelegung von ab als Längeneinheit giebt: 

a" : 0,^; b" : 1,|; d : 3,0; e" : 4,| 
a'" : 0,3|; 6'" : 1,3|; d"' : 3,3|; e'" : 4,3^ 

Da wir hier die Mohs'sche Projection zunächst durch die Grösse des 
Drehungswinkels^ und des Neigungswinkels a definirt haben, 

während wir vorhin die orthogonalen Parallel- 
projectionen durch die Verhältnisse der Ver- 
kürzungsmaassstäbe a : b : c bestimmten, so 
entsteht die Aufgabe die Beziehungen zwischen 
den Winkeln ^, a und den Zahlen a, i, c zu er- 
mitteln. Dies gelingt an der Hand der folgen- 
den Betrachtung. 

In der Ausgangsstellung des Systems der 
drei gleichen und auf einander senkrecht 
stehenden Axen OA, OB, OC falle die Ebene 
der Axen OB und OC mit der Projectionsebene 
zusammen, derart, dass OC vertical steht. Man 
drehe das Axensystem um OC um den W'in- 
kel Q. Dadurch kommen die Axen OA und OB 
nach OA' und 0B\ wie der Grundriss Figur 80 veranschaulicht. Die hori- 




«•-= 



+ 



±1 



&' 



e 



Fig. 79. 



r- 



7 






— W 



6 



D 



J5B 



B' 



>^ 



.•I 



B' 



B 



■: G 

I 



Fig. 84. 



Fig. 80. 

zontalen Coordinaten der Punkte A und Ä', bezogen auf die Anfangslage 
des Axensystems sind : 



*) Lehrb. der Krystallogr. von W\ H. Miller. Uebersetzl und erweitert durch 
J. Grai lieh. Wien. 1856. 183. 



§ 5. Die Projectionsmethoden von Mohs, Naumann und von Lang. 
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DA' = OA cos ß , OD = OA sin q 
Eff = ÜB sin Q, OE = OB cos Q 

Jetzt neige man das Axensystem um OB um den Winkel o nach vorn. 
Dadurch kommen DA\ Ett und OC nach DA\ EB' und 0G\ wie aus dem 
Profil Figur 84 zu ersehen ist. Die verticalen Coordinaten der Punkte A\ 
F', er sind: 

DF = DA' sin a =^ OA cos q sin a 
EG = £jB' sin a = OB sin p sin a 
0//= OC cos (7 

Nun können die Richtungen und 
Längen der Axenprojectionen OF, OG, 
OH mit Hülfe der Coordinaten ihrer End- 
punkte in der Projection : OD^ OE, DF, 
EG, OH construirt werden, wie dies in 
Fig. 82 ausgeführt ist. Aus dieser Figur 
lassen sich die gesuchten Beziehungen 
ablesen. Man erhält zunächst für die 
Längen OF, OG, OH der Axenprojec- 
tionen, wenn die wirkliche Länge der 
Axen OA = OB = 00 = /* gesetzt wird, 
folgende Werthe : 




Fig. 83. 



0F = VdF^ + OD'^ = f Vh — cos2 Q cos2 



OG == VeG^ +OE'^ = fVh — sin2 g 
OH = f cos a 

wobei die Relation stattfindet : 



cos' a 



0F^+ 0G^+ 0//2 = 2/^ 

und hieraus ergeben sich die Verhältnisse der Yerkürzungsmaassstäbe 
a : B : c ausgedrückt durch den Drehungswinkel q und den Neigungswinkel a; 
denn es ist : 

OH 

f 



(1) 



OF OG 

a : : c = -TT- : -j- : 



= 1^1 — cos' Q cos' a : Vi — sin' q cos' a : cos a 



Umgekehrt findet man für die Winkel q, a als Functionen der Zahlen 
a, b, c: 

. . a' — 6' H- c' . — a' + b' -f c' 

^^^ 9 = 5T2 > ^^^ Q = 

(2) 



sm-'a = 



2 c' 
a2 4- 62 _ c2 



a' + b' + c' ' 



cos^ a = 



2 c' 
2 c' 



a' + b' 4- c' 



Femer erhält man für die Tangenten der Winkel (p — 90^ und ^ — 90^ 
folgende Werthe : 



40» 
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(3) 



,-„_ gG_ sing sin a _ t/ ^a*— b« + c» • tt» + b»— c^ 



+ 6* + 



tan xp — 90» 



OZ) 



cos o sin a 



1 






b2+c2.a2+b2— c2 



In der Mohs'schen Projection ist nun, wie wir gesehen haben (S.'145): 

tan ^ = •) 7 sin a = 1^ 
folglich ist : 

sin2 e = tV> cos2 p = ^, sin2 a = ^, cos^ a = f| 

Demnach ergiebt sich, dass in diesem Falle die Verkttnungsmaass- 
Stäbe nach (4): 

a : b : c = ^73 : ^577 : V63Ö 
= 8,54 : 24,02 : 25,10 

Dieser Projection steht sehr nahe die anisometrische Projection, bei der 

a : b : C = 8 : 23 : 24 

und die monodimetrische Projection, bei der 

a : b : C= 1: 3 : 3 

ist. Die folgende Zusammenstellung enthält die entsprechenden Drehungs- 
und Neigungswinkel p, a, die Winkel q) — 90® und rp — 90» und Nähe- 




Fig. 88. 



Flg. 84. 



rungswerthe der Tangenten dieser letzteren Winkel filr jene drei Pro- 
jectionen : 



a : b : c 




9 


a 


(p — 90* 


V — 90" 


8,54 : 24,02 : 


25,10 


<8»26'6" 


7M0'5r' 


2023' 9" 


20033' 22" 


8 : 23 


24 


48 5 2 


6 55 35 


2 15 18 


20 16 10 


1:3 


3 


43 38 


13 15 45 


3 11 5 


43 24 28 



S B. Die Projectlongmethodeo i 



D Mobs, NaumaoD nod von Lang. 



149 



lan 91 — 90" tau \fj — 90° 

0,0*16 =A 0,3760 =| = (A) 

0,0393 = ^ 0,3693 = [4} = ^ 

0,0556 = X 0,94ö8 = ^ 

Mit Hüire der NäfaeniDgswerthe fUr diese Tangenten sind die Axeo- 

gysteme der Fig. 83 — 8K gezeichnet. Die Richtungen der Axenprojectionen 

in Fig. 8i sind dieselben wie Fig. 83. 
Fr. Naumann") und V. von 

Lang"*) haben den Drebungswin- 

kel f und den Neigungswinkel a In 

Betiebung gesetzt zu den LUngen 

OD, OE, OF in Fig. 8S. Es ist nSm- 

lich, wie aus den Fig. 80 und 81 

hervorgeht : 

OE OE 



cotp=^ 



B'E OD 
DP DP 



DF 



""""-DÄ'-DÄ'-OE 
Fuhrt man die Bezeichnungen 




Fig. 8B. 



cot ß = r , am- o ^ j 

worin t und i rationale Zahlen sein sollen, so ist: 

OD = ^OE, DP=^OE=l OD 
t ' 8 8 

d. b. man verlangt, dass nach der Drehung des Axensystems um den Win- 
kel Q die Projection OD der vorderen Aze OA gleich — der Projection OE 

der seitlichen Axe OB und nach der Neigung des Axensystems um den 
Winkel a die Abweichung DP des Endpunktes A von OA unter die hori- 
zontale Gerade gleich - derselben Länge OE oder gleich - der ersten Pro- 
jection OD von OA sein soll. 

Um die zur Gonstruction der Projection der Axen OA, OB, OC erfor- 
derlichen Coordinaten OD, OE, DF, EG, OH der Endpunkte F, G, H dieser 

*] Lehrbuch der reinen aod angewandleo Kryslaltogr. II, § TOS uod TOT , S. (01— 
4D4. Nanmann bediente sich einer scbiefeo Parallelprojection. In einer Anmerkung 
S. 4 OS gab er d«D Uebergang tu der eDtsprechenden orthogonalen Projection an. Die von 
uns im Folgenden mit i und xt bezeichneten Grössen fuhren bei Naumann die Bnch- 
Stäben r und t. Vgl. Zeichnnogimethode Cur irik Uno metrische Krystalle. Pogg. Aon. 
18ig, Bd. 1i, »9. Oeber die Zeichnung der KrysUllformen ib. ISIS. Bd. 44, ISS. 

•*) Uhrb. derKrysUllogr. 18««. {Tl.S. IBO— »5. Hier haben die Zahlen r und t 
dieselbe Bedeutung nie t and S. 
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Axen (vergl. Fig. 82] durch die Zahlen r und d auszudrücken, haben wir 
nur in die vorhin gewonnenen Werthe der Coordinaten folgende Grössen 
einzutragen : 

sin a = - , cos a = — Vd^ — < 

9 9 

Dann erhalten wir : 

OD=f ^ 



OE = f 



DF = f 



EG = f 



r 
r 



1 



dVt2 + 1 



OH = f ^^ , 

Für die Längen OFj OG, OH der Axenprojectionen ergiebt sich auf 
dieselbe Weise : 



und für : 



OH = f^V¥^^ 

9 

tan ff) — 900 = - 

t© 

tan V/ — 90» = - 

Nun wissen wir, dass : 

OF 00 OH 

Demnach finden zwischen den Yerkürzungsroaassstäben q, B, c und den 
Zahlen r, d die Beziehungen statt : 

deren Umkehrungen direct aus den Formeln für sin q und sin a auf S. U7 
zu entnehmen sind: 
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_ a^ + b2 + c» 



t2 = 



«2 = 



a2 _ b2 + c2 

g^ + 1^ + c^ 

a» + b2 — c2 



Aus der zwischen dem Neigungswinkel o und der Zahl 9 stattfinden- 
den Beziehung sin a = — ergiebt sich, dass 6^4 sein muss. Da in der 



überwiegenden Mehrzahl der Kr^stallzeichnungen 0H= OC -' Vd^ — i nur 

um sehr wenig kleiner als OC ist, so wird in den meisten Fällen 

i 

cos a = — Vd^ — i nahezu gleich der Einheit sein. Für w^achsende Werthe 

von r, resp. d, nimmt die Drehung Qy resp. die Neigung a, ab. 

In der M o h s 'chen Projection ist t = 3 und 6 = 8. Naumann wählte 
t = 3 und 6 = 9 , so dass der Drehungswinkel q = iS^ 2^' 6" und der 
Neigungswinkel a = 6^ 22' 46", femer : 

y — 900 = 20 r 16"; ip — 90^ = 48o 26' 6" 

0F= 0,3333/* 
0G= 0,9493/* 
011= 0,9938/* 

a : b : e = 0,3354 : 0,9552 : 1 = 7 : 19 : 20 

Auch V. vonLang bediente sich dieser Projectionsmethode ; nur für 
die Zeichnungen der regulären Kristalle legte er die Werthe r = 4 und 
6 = 9, also einen kleineren Drehungswinkel q zu Grunde. 

§6. 

Die im Vorhergehenden durchgeführte Projection eines Systems von 
drei gleich langen, aufeinander senkrecht stehenden Axen bildet die Grund- 
lage für die Projection der Systeme von ungleich langen rechtwinkligen oder 
schiefwinkligen Axen, zu der wir jetzt übergehen. 

1j Projection ungleichlanger rechtwinkliger Axen. Stehen 
die Axeneinheiten, welche in die Richtungen OX, 7, OZ fallen, in den 
Verhältnissen von : 

a : b : c 

so verhalten sich die Projectionen O^A*^ 0*B*^ 0*C* derselben, deren 
Richtungen 0*X*, 0*7*, 0*Z* sind, wie 

aa : bi : cc 

worin a : b : c die Verkürzungsmaassstäbe bedeuten. Nimmt man nach 
Weisbach für die Verkürzungsmaassstäbe einfache ganze Zahlen (S. 142), 
so hat man den Vortheil, die Producte aa, 6b, cc, in denen abc Decimal- 
brüche sind, sehr leicht bilden zu können. 
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Beispiel. Die Axeneinheiten des Topases sind nach Kokscharow: 

a : 6 : c «=i 0,5385 : i :0,9539 

folglich haben ihre Projectionen für a : b : c =3 5 : 9 : 1 die Werthe : 

aa : bh : cc = 2,6425 : 9 : 9,589 
oder angenähert : 

6,6 : 22,5 : 28,8 

Trögt man mit diesen Werthen und mit 4 mm als Längeneinheit auf den durch 
Fig. 74 gegebenen Axenrichtungen 0*X*, 0*7*, 0* Z* die Projectionen der Axenein- 
heiten 0*A*, 0* B*f 0*C* auf, so erhält man das nach der anisometrischen Projection 
5:9: 40 construirte Axensystem des Topases. 

2] Projection ungleich langer schiefwinkliger Axen. Es 
seien tt^ tt^ tc^ drei Axen, deren Einheiten sich verhalten wie : 

a : b : c 
und deren Winkel : 

(7t^ 7t^) = a, (tt^ TT*) = ß, (tt* tt^) = y 

bezeichnet werden mögen. Dieses Axensystem soll so aufgestellt werden, 
dass 7t^ mit OZ zusammenfällt und tc^ in die Ebene YOZ zu liegen kommt. 

Fig. 86 stelle das pro- 
^^ jicirte Axensystem dar. 

Die Richtungen und 
die scheinbaren Län- 
gen 0*A* und 0*B* 
der Projectionen der 
Einheiten a und 6 von 
ft^ und 7t^ können con- 
struirt werden, wenn 
wir die Coordinaten 
der Endpunkte A* und 
B* durch die gegebe- 
nen Grössen, d. h. die 
Axeneinheiten abc, 
die Winkel aßy und 
Fig. 86. die Verkürzungs- 

maassstäbe aBc, aus- 
zudrücken im Stande sind. Ziehen wir durch B eine Parallele zu OZbis 
zum Durchschnitt mit OY in Bi; ferner durch A eine Parallele zu OZ bis 
zum Durchschnitt mit der Ebene XOYin A^; endlich durch A^ Parallelen 
zu y und OX bis zum Durchschnitte mit OXm Ai und OYin A2; so sind 
die Coordinaten von : 

A) Oili, 0A2y AA^ 

B) 0^1, BB^ 

Wir wollen den nach vorn rechts sich öffnenden Winkel der Ebenen 
Tt^Tt^ und TC^TC^ mit C bezeichnen, so dass: 




^?...^' 
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cos 4C = 1 A'^ \i<x + ß + 7) sin |(a + ^ — y) 
^ V sin a sin ß 

Dann erhält man für die Coordmaten der Punkte A und B die Werthe : 

OAx = a sin ß sin^C 
-^1^43 = — a sin /? cos C 
AA^ = a cos ß 
OBi = 6 sin a 
BBi = b cos of 

und aus diesen Werthen ergeben sich durch Multiplication mit den ent- 
sprechenden YerktirzungsmaassstSiben die zur ConstructioD der Punkte A"*" 
und B* in der Projection erforderlichst! Coordinaten : 

0*A\ = OAt . a, A\A*^ = A^A^' b, A*A*^ = ^^ . c 

0*B*^ =.0B^ -b, BB^i =BB^'C 
während, wie in 1) : 

ist. 



0* C* = c . c 



Beispiel. Werden die Krystalle des Axinits in der von Naumann vorge- 
schlageneo Weise aufgestellt, so sind die geometrischen Constanten desselben nach der 
Berechnung von C. Klein: 

a.bicmx 0,49«796 : 4 : 0,4S0800 
a » 820 48' Se'' , ^««940 56', ^»4310 83' V 

il = 820 0' «", B«»860 7' 47", C = 4840 39' 88" 

Hieraus ergiebt sich, wenn a : 6 : c ^ 0,8 : 0,9 : 4 gesetzt wird: 



OAi = 


0,8688 


0»i4*i = 


0,4844 


A'^Z =■- 


- 0,3274 


^*l^*8=- 


- 0,2946 


AAs = 


0,0466 


A*A*z = 


0,04 66 


OBi = 


0,9946 


0»B*i = 


0,8928 


BBi =- 


~ 0,4265 


B*B\ = 


— 0,4265 



O'^C* = 0,4809 

Mit Hülfe dieser Werthe sind die Richtungen und die Längen von 0*A*, 0*B^, 
0* C* in Fig. 88 auf S. 455 construirt worden. Da a < 900 ist, so liegt 0* Y* in diesem 
Falle unter 0*B*, nicht wie in Fig. 86 über dieser Richtung. 

§7. 

Ist eine Parallelprojection der Axenrichtungen und der Axeniängen 
eines Krystalles entworfen , so entsteht die Aufgabe , mit ihrer Hülfe das 
Rantennetz des Krystalles zu construiren. Man findet in der Projection 
die Durchschnittslinie zweier Flächen h^hih^ und k^liih^^ deren Axen- 
abschnitte : 

'*! '•2 '*3 

OK, :OA-,:OA^=^:^:^ 

^l '*2 '^3 
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sind, als Verbindungslinie der Schnittpunkte der Geraden : 

H2 H^ und A2 A3 
H^Hi und A3 Kl 
Hl H2 und Kl Kl 

Nach diesem Verfahren kann man der Reihe nach alle am Krystall vor- 
handenen Kantenrichtungen in der Projection construiren. Wenn es sich 
aber darum handelt, die Gesammtbeit der am Krystall vorhandenen oder 
möglichen Kantenrichtungen vollständig und in übersichtlicher Weise dar- 




Fig. 87. 

zustellen, so entwirft man eine perspectivische Linearprojection, 
indem man sich vorstellt, dass parallel zu den Flächen des Krystalls durch 
den Endpunkt einer Axe seines Axensystems Ebenen gelegt seien, deren 
Bündel von der Ebene der beiden anderen Axen in einer Linearprojection 
des Krystalles geschnitten wird*). Die Verbindungslinien der Zonenpunkte 




Fig. 88. 



in der Linearprojection mit dem betreffenden Axenendpunkt sind die ge- 
suchten Kantenrichtungen. Es sei der Endpunkt von a^ in der Axe 7t^ zum 
Centrum des Bündels gewählt, dann entsteht die perspectivische Linear- 
projection in der Ebene der Axen tt^ und tt^ dadurch, dass man in die 
Projection des Axensystems der Reihe nach die Schnittlinien der am Krystall 
vorhandenen Flächen mit Hülfe ihrer Axenabschnitte auf tt^ und tt^ einträgt ; 



*) F. H. Schröder. Eiern, d. rechn. Krystallogr. Clausthal. 1852, 4 00. 



§ 7. Constniction des Kantennelzes. 
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also z. B. die Schnittlinie der Fläche h^h^h^ mit Hülfe ihrer Abschnitte 

T^Ai undT^Oj. Verbindet man hierauf den Endpunkt von 03 mit den 
«1 f^i 

Zonenpunkten in der Linearprojection, so erhält man die Gesammtheit der 
am Knstall möglichen Kantenrichtungen. Die Projection einer Gombination 
kann man nun an irgend einem 
ihrer Eckpunkte beginnen, indem 
man von diesem Punkte ausgehend 
der Reihe nach die Kanten der 
Gombination, immer parallel zu den 
Kantenrichtungen in der perspec- 
tivischen Linearprojection, an ein- 
ander fügt, ^'obei man zweckmäs- 
sig eine Skizze der Gombination, 
welche die Anordnung ihrer Kanten 
erkennen lässt, als Leitfaden be- 
nutzt. 

Wird die Linearprojection in 
der Axenebene tc^tz^ entworfen, 
so bilden die Schnittlinien gewöhn- 
lich sehr spitze Winkel unter ein- 
ander (vergl. Fig. 88], derart, dass 
die Genauigkeit in der Bestimmung 

der Zonenpunkte beeinträchtigt werden kann. Es erscheint daher vor- 
theilhafter, die Axenebene n'^n^ zur Gonstruction der Linearprojection zu 
benutzen. 

Nach dem io diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren ist auf Grund der ge- 
wöhnlichen Linearprojection (Fig. 87, die perspectivische Linearprojection (Fig. 88) 
folgender Flächen des Axinits : 




Fig. 89. 



/ = 100 == — 

00 

a 
uz= MO = — 

00 



• — • c 



j/= HO 



a 

00 

x= m = a 
r = 1T1 = a 



5 = iOI = — 

2 



00 
— b 



00 
6 : c 
— 6 

006 



und hierauf die Gombination (Fig. 89) gezeichnet worden. Die Kanten in Fig. 88 sind der 
bequemeren üebersicht wegen mit den Buchstaben der Flachen , deren Durchschnitts- 
linien sie sind, bezeichnet worden. 
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Zehntes 

§ 1. Die Aufgaben der Erystallberechnang. § 2—7. Berechnang der Ele- 
mente. § 8 — 10. Berechnung der Indices. § 11 — 13. Berechnung der 

Winkel. 



Die Form eines Rrystalles ist bekaDDt, wenn ihre Symmetrieeigen- 
Schäften, ihre geometrischen Gonstanten und die Indices ihrer Flächen ge- 
geben sind. Der directen Beobachtung sind nur die Flächen- und Kanten- 
winkel zugänglich, von denen die ersteren, wofern die Flächen desKrystalles 
eben und spiegelnd sind, leichter und mit grösserer Genauigkeit gemessen 
werden können als die letzteren *) . Jene werden daher in der überwiegen- 
den Mehrzahl der Fälle den geometrischen Untersuchungen der Krystalle 
zu Grunde gelegt. Demgemäss entsteht jetzt die Aufgabe aus gemessenen 
Flächenwinkeln eines Rrystalles, die zu seiner Beschreibung erforderlichen 
Grössen zu berechnen. Wir wollen versuchen, diese Aufgabe zunächst fUr 
den allgemeinsten Fall, den der unsymmetrischen Krystalle, zu lösen. Die 
Modificationen und Vereinfachungen der Berechnung, welche sich bei den 
symmetrischen Krystallen darbieten, sollen erst bei Gelegenheit der. Be- 
schreibung derselben in Betracht gezogen werden. 



*) Ueber die zu Messungen von Flächen- und Kantenwinkeln dienenden Instru- 
mente (Goniometer) und über die Methoden ihres Gebrauches vgl«: 

A. T. Kupffer. Preisschrift über genaue Messung der Winkel der Krystalle. Berlin 

4 825. — Handbuch d. rechn. Krystallonomie. Petersburg. 1881, 584. 
Fr. R u d b e r g. Förslag tili en förbsttrad reflexions-goniometer. Vetensk. Acad. Handl. 

4 8t6. — Daraus in : Pogg. Ann. 4827, 9, 54 7. 
C. Fr. Naumann. Lehrb. der rein. u. angewandt. Krystallogr. Leipzig. 4830, 2, 354. 
F. E. Neumann. Das Krystallsystem des Albits. Abhandl. Berl. Akad. 4 880. 
E. Mitscherlich. Ueber ein Goniometer. Abhandl. Berl. Akad. 4 843, 489. 
V. von Lang. Constructipn des Reflexionsgoniometers. Denkschr. Wien* Akad. Math. 

naturw. Kl. 4875, 86. — Daraus in : Carl's Repertorium d. Phys. 12. ^ 
P. Groth. Physikalische Krystallographie. Leipzig. 4 876. 455. 
C. Klein. Einleitung in die Krystallberechnung. Stuttgart. 4876. 54. 
M. Websky. Ueber Einrichtung und Gebrauch der von R. Fuess in Berlin nach dem 

System Babinet gebauten Reflexionsgoniometer (Modell II). Zeitschr. f. Krystallogr. 

4880, 4, 545. 
Th. L. Die krystalloptischen Apparate. In : Bericht üb. die wissensch. Instrum. auf d. 

Berl. Geweri^eausst. i. J. 4879. Berlin 4880. 820. 
Th. L. »Krystallographie«. In: Neues Handwörterbuch der Chemie, redig. von H. v. 

Fehling. Braunschweig. 4 884, 8, 4 4 90. 



§ i — 7. Berechnancs der Elemeote. 
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Da es sidi bei der geometrischen Uniersuchung der Krystallpoly^er 
am die Beiiehungen zwischen den geometrischen Gonslanten oder 
Elementen des Polymers, den Indices seiner Flächen und den von 
den letzteren eingeschlossenen Winkeln handelt, so ordnen sich die Auf- 
gaben der Krystallberechnung in drei Abtheilungen. 

I. Sind die Winkel eines Krystalles gemessen und die Indices seiner 
Flächen den Symmetrieverhältnissen entsprechend gewählt, so können seine 
geometrischen Elemente durch Redmung gefunden werden (§ 2 — 7] . 

II. Aus den Elementen eines Krystallpoly^ers, den Winkeln und dem 
Zonenyerband seiner Flächen können die Indices der Flächen abgeleitet 
werden (§8— 40). 

III. Wenn die Elemente eines Kristall polyöders und die Indices seiner 
Flächen gegeben sied, können seine Flächen- und Kantenwinkel berechnet 
werden (§ H— 43). 

I. Berechnung der Elemente eines triklinen Krystalles mos den 

Fliehenwlnkeln desselben. 

§«. 

Wir behandele zunächst die Aufgabe, aus den Flächenwinkeln eines 
triklinen Krystalles die geometrischen Elemente desselben, d. h. die von 
seinen Fundaipentalkanten 
oder Axen tv^tv^tv^ einge- 
schlossenen Winkel : 

und die Verhältnisse seiner 
Axeneinheiten : 

O] : o^ : 03 

zu berechnen. Die Winkel 
zwischen den Axen findet man 
aus den von den Fundamen- 
talflächen oder Axenebenen : 

pi = 400, p2 = 040, 

eingeschlossenen Winkeln 

durch Auflösung des sphärischen Dreiecks p^p^p^^ dessen Seiten die 

Flächenwinkel : 

und dessen Aussenwinkel die Winkel zwischen den Axen : 

sind (s. Fig. 90). Die zur Berechnung der Axeneinheiten aus Flächen- 
winkeln dienenden Formeln können wir offenbar nur aus den in § 7 — 8 
des 6. Kapitels hergeleiteten Werthen f)lr die trigonometrischen Functionen 




Fig. 90. 
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eines Flächenwinkels, ausgedrückt durch die Indices der Flächen und die 
Elemente des Krystalles, entnehmen. Wir müssen darauf ausgehen ein- 
wertbige Verhällnisse der Axeneinheiten zu erhalten und bemerken 
z. B. bei dem Anblick des Ausdruckes für: 

3 
ff n n - "^ik^i^k^ih'k 

cot {hh^) = -r=- - / , 

y ^ c,A.a,öfe(ÄÄ'),(ÄÄ'), 

^ lir = 1 

dass dieser Forderung nur in den folgenden, schon auf Seite 89 hervor- 
gehobenen Fällen genügt wird: 

cot [mh,h,0) = ^ ^ sin(.^»^.)sin^^») + ''' '^'^ 

(l) cot(0<0-0/.',fe'3) = ^^^ . ''?y^'l n +cot;;r': 

^ ^ ^ * *^ Ä 3 02 sm (tt* tt^) sm [n^] ^ 

cot 001 /?/'0/?3 == nr — . , ^ o> « / ox + cot (tt^ 
' i 'J ^ Ä\ 03 sin(7r27r3)sin(7r2) ^ ^ 

Denn hieraus folgt: 

— =77?^ . .- . J - cot;00« Ä lOÄ'^^i— cot 7r2; 

aj A 3 sm [jc^n^'j 

Qi hl sin [Tt'^Tt'^] sin (lOO^Äi^jO) 



oder: 



(3; 



aj Ä2 sin(7r37ri)sin{(7r3; — (lOO^AiÄjO)} 

a2 Ä'2 sin [jt^Tt^] sin ;010^0ä'2Ä'3) 

«^ ■"" Ä^ sin(7ri7r2)sin{'>i) — (OIO'OÄ'jÄ's } 
03 K\ sin (ttI 7r2) sin 00 1 ""rj ^"3) 



«1 h\ sin [rt'^Tt^] sin((7r2;— (OOrr^Org)}' 

Man findet also mit Hülfe dieser Formeln einwerthige Verhältnisse der 
Axeneinheiten, wenn man ausser den Winkeln zwischen den Axenebenen 
noch zwei von den Winkeln : 

(100'ÄiÄ2 0), (010'0/?'2Ä'3), (00r/t'\0/?"3) 

sowie die hierin auftretenden Indices kennt. Sind diese Winkel und Indices 
nicht von vorn herein gegeben, so wird man sie aus bekannten Winkeln be- 
rechnen müssen, bevor man zur Ermittelung der Elemente schreiten kann. 
Das Verfahren zur Berechnung der geometrischen Constanten eines 
triklinen Krystalles, welches darin besteht, aus der nothwendigen Anzahl 
gemessener Flächenwinkel zuvörderst die Winkel zwischen den Axenebenen 



§ a — 7. Berechnung der Elemente. 
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und in den Zonen zweier Axen je einen Winkel zwischen einer Axenebene 
und einer der Übrigen Flächen abzuleiten, um darauf nach den vorstehenden 
Fof*meln die Verhältnisse der Axeneinheiteo zu berechnen, ist zuerst von 
M. Websky in voller Allgemeinheit entwickelt %¥orden.'^) Die Absicht, 
welche dem ganzen Verfahren zu Grunde liegt, ist durch die charakteri- 
stische geometrische Eigenschaft der Krystallpolyäder, der zufolge die 
Flächen derselben nach Zonen angeordnet sind, begründet. Wie gemäss 
dieser Eigenschaft die Messung der Flächenwinkel mit Httife der Reflexions^ 
goniometer nothwendig zonenweise erfolgt, so schreitet auch die Berech- 
nung der Krystallpoly^der zweckmässig nach Zonen vor. 

§3. 

Zur Bestimmung der fünf Elemente eines triklinen Krystalles ist die 
Kenntniss von fün f ^ von einander unabhängigen Winkeln zwischen Flächen, 
deren Symbole ebenfalls bekannt 
sind, erforderlich. Die Werthe der 
Elemente sind sowohl von diesen 
sogenannten Fundamentalwin- 
keln als auch von den Indices der 
Flächen, zwischen denen sie liegen, 
abhängig. 

Fünf von einander unabhän- 
gige Winkel liegen zwischen min- 
destens vier Flächen, die wir mit : 

bezeichnen wollen, und schliessen 
unter einander sechs Winkel ein, 
welche nach § 6 des sechsten Kapitels durch die Relation : 

1 cos(ÄÄ') cos [kk") cos(ke") 

cos(Ä'A) 1 cos(fc'ft") cos(it'r') 

cos(rA') cos(A''T) \ cos(Vr') 

cos (A-^'A) cos (A-^'A') cos [k'^kT) i 

verknüpft sind. Da diese Relation (1) in Bezug auf den Cosinus jedes der 
sechs Winkel vom zweiten Grade ist, so sind die Elemente eines triklinen 
Krystalles durch fünf von einander unabhängige. Winkel zwischen vier 
Flächen noch nicht eindeutig bestimmt. Es seien (s. Fig. 91): 

(AA')(A'A-")(A-"A)(AA-'")(A'A'"') 

die fünf Fundamentalwinkel. Dann erhält man aus (f) zwei Werthe für 
den sechsten Winkel (A-^'A*"'). Geht paan voa den drei Flächen kk^kf' aus, so 







Fig. 94. 



(1) 







♦) üeber Krystall-^erecbnung im triklinischen System. Monatsber. Berl. Akad. 
3. April 4 879. 
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findet man demnach zwei Positionen k"' und k" für die vierte Fläche (vgl. 
Seite 80). 

Die Entscheidung darüber, welche der beiden Möglichkeiten vorliegt, 
gewähren der Anblick des Krystalles, aus dem hervorgeht, über welchem 
der acht, von den Flächen kkk' bestimmten Oktanten die Fläche k"' liegt, 
oder die Messung des sechsten Winkels [k''k") . 

Auf sphärisch trigonometrischem Wege kann man den Werth dieses 
sechsten Winkels [tTK") in folgender Weise berechnen. In dem sphärischen 




P'^ 239 



Fig. 92. 



Dreieck kUT sind die Seiten {kW) und (r'A) bekannt und der Winkel 
(k"'kk") ist zu berechnen aus: 

(rtr) = (F'Äit') + {k'kk) 

Man findet den Winkel {k"kk') aus dem sphärischen Dreieck kk'k"'y 
dessen Seiten bekannt sind, und den Winkel : 

(fc'jtr)=i8oo — (riÄ') 

aus dem sphärischen Dreieck kk'k', dessen Seiten ebenfalls gegeben sind. 
Demnach kann man (kT") aus dem sphärischen Dreieck kk'k'' berechnen. 
In analoger Weise wird {k"k"') ermittelt. 

Es ist zweckmässig ausser den genannten bei k liegenden Winkeln 
der sphärischen Dreiecke : 

kkT, kkT\ kk'T' 
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auch noch die, mit ihren Sdieiteln in kj V und K" liegenden Winkel der« 
selben, welche in dem Folgenden Verwendung finden, bei der Auflösung 
dieser Dreiecke zu berechnen. 

§*. 

Wir wenden uns jetzt zur Berechnung der Winkel zwischen den Axen- 
ebenen, die wir in den Zonen dieser Ebenen ausführen wollen. Hierzu ist 
nach dem auf S. 40 beschriebenen Verfahren die Kenntniss der Indices 
und der Winkel von drei Flächen in der Zone jeder Axe erforderlich. Die 
Flächen : 

k = {hhhl v = {k\k\k\i ^={^,^2^3}, ir' = [r,r\ir\) 

deren Indices willkürlich, doch so, dass sie nicht im Widerspruch unter 
einander stehen, zu wählen sind*), bestimmen sechs Zonen, welche durch 
die sechs Seiten des von den Flächenpolen kk'K'K" gebildeten sphärischen 
Vierecks dargestellt werden (s. Fig. 92). Da in jeder solchen Zone drei 
Flächen vorhanden sind, welche gleichzeitig in der Zone je einer Axe liegen, 
so haben wir von jenen sechs Zonen nur drei in Betracht zu ziehen ; z. B.: 

[A-r], [kW], [rn 

Die in diesen Zonen gelegenen und den Axen n^Tt^n^ parallel gehen- 
den Flächen wollen wir bezeichnen mit: 

l^Pl^ in [fcr'] 
m^tn^rn^ - \kk!] 
n>n2n3 - [k"k'"] 

Um die Lage dieser Flächen in diesen Zonen nach dem auf S. 40 ange- 
gebenen Verfahren zu fixiren, müssen wir zuvörderst in jeder Zone zu den 
beiden, die Zone bestimmenden Flächen noch eine dritte Fläche aufsuchen. 
Hierzu bieten sich die aus den vier gegebenen Flächen sofort nach dem 
Gesetz der Zonen abzuleitenden Flächen d^d^d\ deren Pole die Diagonal- 
punkte des vollständigen sphärischen Vierecks kUU'k" sind, dar. Es liegt 
dann in der Zone : 

[AÄ-"'] der Diagonalpunkt d» 

[A-A'] - - dl 

[r*"'] - - dt 

und man findet (d^A) aus dem sphärischen Dreieck d^AA*', in welchem die 
Seite (AA^') und die beiden anliegenden Winkel: 

iJir'klT) und (JikTk') 

bekannt sind, femer (dU) und (d' A"') aus dem sphärischen Dreieck d^kk^\ 
von welchem ebenfalls eine Seite (AA'") und die beiden anliegenden Winkel : 

(A'AÄ"') und (ÄA^'T') 

♦) Vgl. Websky, a. a. 0. 857—160. 
Liebisch, Geomctr. Kryitollogr. 4 4 
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gegeben sind. Demnach ist jetzt die Lage der Flächen d^ und d^ in den 
Zonen : 

[kdH'"] 

d^kk'] 

d' W] 

bestimmt und man kann nach dem Verfahren I auf S. 40 die Lage der 
Flächen : 

in jenen Zonen ermitteln. Darauf ist die Lage derselben Flächen in den 
Zonen der Axen aufzusuchen, also der Flächen: 

l^ m* n^ in der Zone der Axe 7t^ 

l^rn^n^ - - - - - rc^ 

Man erkennt sofort, dass hierzu die Auflösung von sechs sphärischen 
Dreiecken, in denen jedesmal zwei Seiten und der von ihnen eingeschlos- 
sene Winkel bekannt sind, erforderlich ist. Es ergiebt sich nämlich : 

aus dem sphörischen in welchem 





Dreieck : 




bekannt sind: 


\(nt/i) 


»i' /• k'" 




(mU-}, [kP),<p 
[Pk"), [k-'n*), ip 


({Prii^ 


Pm^k 
n^Pk"' 




(Pk^, [k"fP], xf, 


\(n»/3) 


P m» k 
nHH'" 




[mH), [kP), <p 
[Pkn, (A-"'»3), ^ 


worin Winkel: 










(Ä'U-"') - <p , 


[kk"k": — tp 



gesetzt ist. 

Da man jetzt in den Zonen der Axen die Indices und die Winkel von 
je drei Flächen kennt, so kann man die Winkel zwischen den Axenebenen : 

(pV), (p'p'), (p'p*) 

in diesen Zonen nach dem Verfahren I auf Seite 40 ermitteln. Demnächst 
findet man durch Auflösung des sphärischen Dreiecks p^p^p^, dessen Seiten 
bekannt sind, die Aussenwinkei desselben, d. h. die Winkel zwischen den 
Axen: 

(pt) = (^2^), (p2;=(^8^1), (^3) = (^1^2) 

und damit sind die zur Berechnung der Axeneinheiten nach den Formeln 
des § 2 erforderlichen Grössen gegeben. 

§5. 
Je einfacher die Symbole der vier zu Grunde liegenden Flächen kk'k"k"' 
sind, um so einfacher ist die Berechnung der Elemente, wie aus dem fol- 
genden Beispiel hervorgeht. 
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Berechnung der geometrischen Gonstanten des Gyanits 
Yom Greiner nach den Messungen von G. vom Rath*). 

In seiner ersten Abhandlung über den Cyanit beschrieb G. vomRath 
einen Zwilling dieses Minerals vom Greiner in TjtoI. Figur 93 stellt das 
obere Ende eines Individuums desselben in gerader Projection auf eine zur 
Yerticalaxe senkrecht stehende Ebene dar, in der Stellung, dass die Fläche 
p = 004 nach vom und rechts geneigt ist und die Kante der Spaltungs- 
flachen tn = 400 und ^ = 010, an welcher der stumpfe innere Flachen- 





Fig, 93. 

Winkel [rnt) liegt, sich vom rechts befindet. Der von G. vomRath in 
seiner zweiten Abhandlung ttber den Cyanit beschriebene Krystall, welcher 
frei auskrystallisirt nur das untere Ende zeigte, ist in Figur 94 dargestellt. 
Den Flächen m, p, t, v wurden folgende Symbole beigelegt : 

m=400, p = 001, 1 = 110, t; = OTl 

Daraus ergiebt sich fttr die Fläche t^ welche den Zonen [m i] und [p v] ge- 
mein ist, das Symbol : 

^ = 010 

Gemessen wurden an dem zweiten Kryslalle die fünf Winkel : 

{m''0 = TOO'TTO = 340 17' 
(p'ri =(00rTT0;= 99 32 
(/m',==;00rT00i = 401 30 
(/t?) =i00r0Tr = 36 58 
(v'm'i = OiriOO; = 89 08 

worin m' und i' die Gegenflächen von m und 1 bedeuten. Demnach sind 
der Rechnung folgende Winkel zu Grunde zu legen : 

(m*r =f100'1l0; = 34«> KT 
(,%; ={H0'001; = 80 28 
[p^m] = OOriOO =78 30 
[p\] =:(00l'0Ti; = 36 58 
[vm] = (OinOO) = 90 2 

*) Ein Beitrag zur Kenntniss der Krystallisation des Cyanit. Zeitschr. f. Kryst. 
4 879, 8, 1 und Bullet, de la soc. min. de la France. 1878, 62. Ein neuer Beitrag zur 
Kenntn. d. Kryst. d. Cyanit. Zeitschr. f. Kryst.1880, 5, 47. Man vergleiche über dieses 
Mineral die Arbeiten von M. Bauer. Beitrag zur Kenntniss der krystallograpbischen 
Verhältnisse des Cyanits. Zeitschr. Deutsch, geolog. Ges. 4878, 30, 283 — 326 [Referat 
von G. vom Rath in Zeitschr. f. Kryst. 4 879, 8, 87]. Die Krystallform des Cyanits. ib. 
4879, 81, 244—258. Nochmals die Krystallf. d. Cyanits. ib. 4880, 82, 747. 

44* 
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Diese Winkel sind in der stereographiscben Projeetion der Polfigur des 
Cyanits (s. Fig. 95] durch Verstärkung der zugehörigen Bögen hervorge- 
hoben worden. Es handelt sich nun zuvörderst um die Berechnung der 
Winkel zwischen den Axenebenen und der Winkel zwischen den Axen, 
welche in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind : 

G. vom Rath: 
[t'p; = (OiO'OOl) = (pV) = (^*) ^SÖO — A 

(/m) =(oor<00) = (p3/)i) = (7r2j 180 — B 

(mU) =(100'OIO) = (/)ip2) = (,^3j 180 — C 

p'mt) ^= [p^] = [7t^7C^) a 

(ni'tp) =[p^ = [7t^7C^) ß 

i/pm) = (p3) = (tt^tt^) / 

Hiervon ist der Axenebenenwinkel : 

(/?3pi) = (p^rn) = 001' 100) = 180" — j? = 78« 30' 

schon durch Messung gefunden. Der Axenwinkel {7i^7t^}=a 

rechnet werden 



IIa 



Tn'ioo 



ä'Ho 



olot 




nok 



eua 



Fig. 93. 



kann be- 
aus dem 
sphärischen Dreieck m ip, 
dessen Seiten bekannt sind ; 
der Axenwinkel (tt^tt^) = y 
kann berechnet werden aus 
dem sphärischen Dreieck 
mpVj dessen Seiten ebenfalls 
bekannt sind. Die Axen- 
ebenenwinkel (p^p^)= 180^ 
— A, (pip2)= 4 800— C und 
den Axenwinkel {jt^Tt^) = ß 

fozo fi'^d®^ "^ö° ^^s dem sphäri- 
schen Dreieck mtp, in wel- 
chem eine Seite und die bei- 
den anliegenden Winkel be- 
kannt sind. Im Anschluss 
hieran findet man die Ver- 
hältnisse der Axeneinheiten 
Gl : a2 : a^ aus den bekannten 



Zonen [mit] und [tpv] der 
Axen TT^ und /r^ — In dem sphärischen Dreieck mip sind die Seilen: 

(mi) = 34« 17', [ip) = 800 28', (pm) = 78« 30' 
bekannt, also ist die halbe Summe derselben = 96<^ 37^' und : 

960 374'— 340 ^''' = ^20 20V 
_ —80 28 = 16 9^ 
_ _78 30 = 18 7| 
Demnach ist : 

2 (;/ nit) __ sin 960 37|' sin 16" 9^ 

^^" 2 ""sin 18 74 sin 02 20^ 
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log sin 960 37^' 

log cos 6 37^=9,997 0908 — 40 log sin 180 7f » 9,492 8876 — 40 

log sin 46 9| = 9,444 5018 — 40 log sin 62 20 J a= 9,947 8024 — 40 

9,444 5924 — 40 9,440 4897 — 10 

9,440 4897 — 40 



' ' 40,004 4024 — 40 

log tan ^^ ^ ' = 40,000 7042 — 40 

i^ = 460 2' 47" 

(p'mt) = Axenwinkel (tc^tv^) = 90» 5' 34" = a 

In dem sphärischen Dreieck mpv sind die Seiten: 

(mp) = 780 30', (p v) = 360 53', [v m) = 90» 2' 

also die halbe Summe derselben = 402^ 45' und: 

4080 45'— 780 30'= 240 45' 
— —36 58 = 65 47 
_ —90 2 = 42 43 

Demnach ist : 

2 [m'pv) _ sin 1020 45' sin ^go 43' 

^° 2 ~ sin 24 15 sin 65 47 

log sin 402045' 
« log cos 48 45 « 9,989 4574 — 40 log sin 240 45' ^ 9,643 5446 — 40 
log sin 42 48 = » 9,842 6792 — 4 log sin 65 47 « 9,959 9952 — 40 

9,384 8363 — 40 9,573 5398 — 40 

9,573 5898— 4 



, , , 9,758 2965 — 4 

im ov) — 

log tan ^ ■ ' = 9,879 4482 — 40 

z 

ifn'pv) _ 370 r 44" = ^^Q^-(^>^1 
2 2 

(epm) = Axenwinkel (n^Tt^) = IO50 44' 32" = y 

In dem sphärischen Dreieck mtp sind bekannt : 

(mp) = 780 30' 
{p'mt]= 90 5 34" = a 
[epm) = 105 44 32 =y 



Demnach ist : 



z 
{fpm) + {p'mt) ^^^ gjj g„ 

(fpm)-{p'mt) _ 7 49 29 



und folglich : 
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log COS 70 49' 29" = 9,995 9374 — 1 
l'^g tan 39 4 5 c= 9,912 2403 — 10 

9,908 4777 — 10 
log sin 7 53 3 «= 9,139 0823—40 

log tan '^^- j"^^^ = 10,769 0954 — 10 

z 

^^' ^ + -^P' = 800 20' 31" 
2 

lr»g Sin 7^^ 49' 29" «=9,433 9953 — 40 
log tan 39 15 g= 9,942 2408 — 1 

9,046 2356—10 
log COS 7 55 3 =9,995 8402—10 

log tan ' "^ '^ «= 9,030 3954 — 10 

z 

[mt] = Axenebenenwinkel (^r»; = 73« 56' 3" = «SO» — C 

(/p; = - (nr'; = 86 44 59 =1800 — ^ 

Zur Berechnung von (»»'</>) dient die Formel : 

. (mt! + 'tp) 

tanl!^ = - . ^ tan<^>'"'-^^^"'^' 

sin ^-^ 

t 

= !in^0<>20:3i:' ^, . 

sin 6 24 28 

log sin 800 20' 31" = 9,993 8005 — 10 
log tan 7 49 29 = 9,438 0579 — 40 

9,434 8584— 10 
log sin 6 24 28 B= 9,047 6794 — 40 

log tan J* =10,084 4793—40 

1^^ = 500 31' 6" 
2 

[m'tp] = Axenwinkel [n^Tt^] = lOl^ 2' 12" = (i 

Es folgt nun die Berechnung der Verhältnisse der Axeneinheiten 

tt\ ' ci2 : «3, worin 02 = 1 gesetzt werden möge. In der Zone der Axe tt* 

ist, wie aus (1), Seile 158, hervorgeht: 

cot 100 MO = -i . , .\ — . • ^ + cot [7t^] 

«1 sin TT» /r*; sin (tt'^j ^ ' 
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also in dem vorliegenden Falle: 

, ., rto sin fp' mt) . , , 

cot [mi] = -? . , ,;\ . \ ^. + eol [mt] 

^ ' ttj sm (m ^p) sin(mt} ^ ' 

Demnach : 

sin 900 5^ 34-- 

"^ ~ sin 10^0 ¥ \r sin 73« 56' 3" {cot 34« 17'— cot 73« 56' 3"} 

cot 840 47' Bi 1,466 8616 
cot 78 56 8" «s 0,287 9948 

4, 478 8678 

log COS 4 40 j' ^%r = 9,994 8935 — 4 
log Sin 78 56 8 «=9,982 6982—40 
log 4,4 78 8678 = 0,074 4649 

0,046 0556 

log COS 00 5' 84" B 9,999 9994 — 40 

0,046 0556 
log Ol «=> 0,958 9438 — 4 

ai = 0,899381 
In der Zone der Axe tz^ ist nach (1), Seite 158 : 

cot(OIO'OTl)=-gg . f°/t''^ r +cot(^') 
' 02 sm (tt^tt^j 8in(7r*j ' 

also erhalt man in dem vorliegenden Falle, in welchem : 

010'OTl = [tv] = [tp] + [pv] = 1230 42' 59" 

ist, zur Berechnung der Axeneinheit 03 die Formel: 

/. X <h sin fiw' tp] . , ,, , 

cot {tv)= — ^ . f,, \ r ,^ . + cot [tp) 
' ' 02 sm [t pm) sm fp) ^ ^ 

oder: 

_ sin 1050 44^ 32" sin 860 44' 59" {cot 86^ 44' 59" — cot 123o 42' 59"} 
^^~ sin 1010 2' i2" 

cot 860 44' 59" MB 0,056 7889 
tan 33 42 59 e= 0,667 8805 

0,724 4494 

log COS 450 44' 82" ■= 9,988 3974 — 4 
log Sin 86 44 59 »» 9,999 8009 — 40 
log 0,724 4 494 = 0,859 8402 — 4 

9,842 5082—40 

log COS 140 2' 42" « 9 ,994 8925— 4 
log (I3B 0,850 6457 — 4 

03 = 0,70895 

Wir stellen die Resultate zusammen und setzen zur Yergleiehung die 
Angaben von G. vom Rath hinzu: 
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Oj =0,89938 

03 =0,70895 
(7C^7t^)= 900 5' 34" 

(7r37ri)='l04 2 42 

{7t^7t^)=\0b U 32 

(ttI) = 86 44 59 

*(7r2) = 78 30 

(7r3) = 73 56 3 



G. vom Ratb: 
0,89942 =a 
1 =6 
0,70898 =c 
900 ^' = a 
101 2| =/? 
405 444 =y 
86 45 = 1800 
78 30 = 180 
73 56 = 180 



A 
B 
C 



§6. 

Aus § 4 ergiebt sich, dass die fünf, zur Berechnung derRrystallelemente 
erforderlichen, von einander unabhängigen Fundamentalwinkel auch von 
fünf Flächen, die sich inspeciellerLage befinden, gebildet werden 




können. Man kann z. B. die Elemente berechnen, wenn die Indiees der 
Flächen (s. Fig. 96): 

kk'irrd^ 

• 

und die Winkel in den dreiflächigen Zonen [dS k, k'] und [d^, k'\ k'"], 
nämlich: 

(dU), [kk'), (di^), (kfT) 
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sowie einer der Winkel : 

(fcfc"), (*n» (*'*")> (*'*"'] 
bekannt sind; d. h. die fünf Fundamentalwinkel können zwischen fünf 
Flttchen liegen, von denen die eine zugleich eine der drei Diagonalflächen 
des vollständigen Vierflacbs ist, das von den vier anderen bestimmt wird. 
Hierfür soll in dem folgenden Paragraphen ein Beispiel gegeben werden, 
welohes wieder zeigt, wie die Berechnung der Elemente vereinfacht wird, 
wenn man den zu Grunde liegenden Flächen möglichst einfache Symbole 
ertheilt. 

Berechnung der geometrischen Constanten des Anorthits 
vom Vesuv nach den Messungen von C. Klein*). 

Belegt man die Flächen T, /, P, e mit den Symbolen : 
r==lTO, /=H0, P=004, e = 024 

so ergiebt sich fttr die Fläche M^ welche den 

Zonen [Tl] und [Pe] gemein ist (s. Fig. 97 ^ 

und 98) , das Symbol : 

Von den durch diese fünf Flächen einge- 
schlossenen Winkeln wurden folgende fünf 
gemessen und der Berechnung der geome- 
trischen Constanien zu Grunde gelegt : 

[P^M] = (00^010) = 850 50' 
[tM] =(H0'010) = 58 4 
[tT] =(440'aO) = 59 29 
(>/) =(40^440)= 65 53 
(P*6) = (00^024) = 42 38^ 

Wir berechnen zunächst die Axenebenen 
und Axenwinkel. Bezeichnen wir die Fläche : 

100 =h 

so sind dies die Winkel : 

[]tP) = (010' 001) = (p2p3) =(^1) 

[P'h] = (OOnOO) = (p»pi) = (tt^) 
[h^M] = (iOO'OlO) = (p*p2) = (7r3) 

[PhM)=[p^) = [7t^7t^) a 

(Ä'lfP) =(p2)==(7r3/ri) ß 

(if'PA) =(p3j = (7ri7r2) y 

worin P,h%M' die Gegenflächen von P, A, M bedeuten. 

Hiervon ist der an der Axe 7t ^ gelegene Axenebenen winkel : 




Fig. 97. 



C. Klein: 
1800 — ^ 

180 —B 

180 — C 



') Einleitung in die Krystallberechnung. Stuttgart. 4876. 285. 
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010 



Fig. 98. 



(ttI) = [M'P] = OIO'OOI) = 850 50' 

schon durch Messung gefunden. Den Axenebenenwinkel (tt^) = (A^i/) 
SS (lOO^OtO) findet man aus der Zone der Flachen M, l, h, T, von denen die 
Indices und zwei der Yon ihnen gebildeten Winkel (M^l) und (tT) bekannt 

sind. Aus dem sphä- 
rischen Dreieck IMP, 
dessen Seiten bekannt 
sind,, kann man den 
Axen Winkel [h'MP) 
= [tt^tv^) berechnen. 
Dann kennt man in dem 
sphärischen Dreieck 
hMP zwei Seiten und 
den eingeschlossenen 
Winkel und findet da- 
her durch Auflösung 
dieses Dreiecks die 
Axenwinkel (P' h M) 
= 7r27r3) und [M' PK) 
= 71^ TC^) und den 
Axenebenenwinkel [/r^j 
= P^Ä) =001*100. Da nunmehr in den Zonen der Axen n^ und tt^ je 
drei Flächen bekannt sind , nämlich A, /, M und M, e, P, so kann man 
schliesslich auch die Verhältnisse der Axeneinheiten a^ : 02 : 03 berechnen. 
Nach (3) in § 2 des vierten Kapitels ist, wenn h, Ä', h", K" tautozonale 
Flachen sind : 

cot [h K") = (1 — aj cot (A h') + SC cot [h h") 
worin mit % das Doppelverhältniss: 

bezeichnet ist. Setzen wir nun in dem vorliegenden Falle : 

h =i/=010 
h' =1 = 110 
h" =T = ITO 
h"' = h = 100 

so nimmt % den Werth \ an ; denn es ist z. B. für € = <J = 3 : 

h^h\ — h^h\ h\h"\-h\h"\ _ 0>J—\\ 10— '•^ _, 
^ — h\h\ — h\h\' h^h"\ — h^K\ ~ 4.T— 1.4 ' 00—11 * 

Demnach ist M^h zu berechnen aus : 



(1) 



cot [Mh] = i cot [M})+ \ cot [M T) 

= i cot 580 4' + 1 cot 117033' 
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cot 580 4' «. o,6S3 S5S6 
tan «7 88 «tJ^M1_6767 
0,404 5759 
log cot {Mh)^ log t,05t 7879 ■« S,705 7603 — 10 

Ith = Axenebenenwinkel (tt») = g7« 5' 33" « 180^ — C 

In dem sphärischen Dreieck IM P sind die Seilen: 

{IM)= 580 4', [MPj= 85« 50', (Pl)= 65© 53' 
bekannt, also ist die halbe Summe derselben = lOi« 53-|' und : 

1040 53f — 580 4' = 46« 49^' 

— —85 50 = 49 3| 

— —65 53 =39 l 
Demnach ist: 

, (h'MPj _ sin 4040 53^ sin 39« f 

2 ~sin 46 49^ sin 49 8^ 

log cos 440 53^' >= 9,985 4630—10 log sin 400 49}' «= 9,86S 8867 — 40 

logsin 39 i « = 9,798 9498 — 40 log sin 49 31 «= 9,543 9839 — 40 

9,784 4428 — 40 9,376 8406-40 

9,876 8406 — 4 



(2) 



ih'MP) 



0,407 S02i 



log tan ^ — -— ^ -= 40,203 6544 — 10 

E^= 570 58' 1" 

[h'MPj = Axenwinkel (tt»«») = 115« 56' i" = ß 

In dem sphärischen Dreieck hlUP sind bekannt die beiden Seiten : 

{hU) = 87» 5' 33", (MF) = 85» 50' 

und der von ihnen eingeschlossene Winkel : 

(A'JtfP) = 145« 56' r 
Pemnach ist : 

(^1^= 57 68 i 
. m+lM^ 86S7 46i 

Ml:=:i^= -37 46i 

Nun ist : 

{M'Ph) + (PhM] _ [h'MPi c^\[{hM)-[MPi] 
2 '*" • 2 i^\[{hU) + {MPi] 

^ J {M'Ph)-[PhM) _ {h^MPj siji\ [{hM)-(MPi] 

2 '^"2 sin \[{hM) + {MPi] 

und: 
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log tan 670 53' f b 40,208 6510 — 10 
log cos — - 87 46^ CS 9,999 9738 — 10 

10,903 6248 — 10 
log COS 86 27 46^ » 8,790 2468 — 10 

,0g cot (y?2*)±(£Ml_,oo) « ^44«8780 

log ten 570 58' i" -= 10,203 6510 — 10 
log sin — 87 46i « 8,040 9218^10 

10,244 5728 — 12 
log sin 86 27 46^ a» 9,999 1719 — 10 

,0g Un '^*^-'^^*' = 8,«8 4009-1. 



3S 



also ist: 



{PhM) = Axenwinkel («»tt») =» 93o 13' 7f ' = a 

(JI/'PA)= - («:»?r2) = 91 12^=/ 

Zur Berechnung der dritten Seite Ph dient die Formel : 

14] tan -^ _ - tan ^ sin ^[(Jlf'PA)- (P'AJIf)] 

log ten —0 37' 46^" « 8,040 9480 — 10 
log COS 2 42 38^ « 9,^9 6767 — 10 

9,040 6247 — 11 
log Sin 4 —29 c= 8,245 3894 — 10 

log tan ^' = 9,795 2853 — 10 

1^ =34^58' 40f' 

(PA) = Axenebenenwinkel [n^] = 63» 56' 20i" = 480« — Ä 

Es folgt nun die Berechnung der Verhältnisse der Axeneinheiten 
ai : 02 : 03, worin 02 ^=s 4 gesetzt werden mOge. In der Zone der Axe tt^ 
ist (s. S. 158): 

(5) cot (4 00^4 40) = ^ ^'^^ff\ ,, - + cot (tt^) 

^' ^ «1 sin(7r37ri)sin(7r*) ^ ' 

In dem vorliegeqden Falle ist : 

400*4 40 = (AQ = [hM) + [Ml) = 87» 5' 33" — 58o 4' = 290 4' 33" 

folglich : 

sin 930 43' l^*" ^__ 

"* "^ sin 4 450 55' 4" sin 87« 5' 33" {cot 29» 4' 33" — cot 87» 5' 33") 
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cot 290 4' 33"= 4,802 4342 
cot 87 5 33 = 0,050 7894 

log 4,754 3424 » 0,249 8706 
log Sin 870 6' SB-r ^ 9^999 4406 — 40 
k>gC08 25 56 4 «9,953 9058 — 40 

0,406 7465 

log COS 80 48' 7f's=9,999 34 44 — 4 

0,496 7465 
log Oi = 0;802 5979 — 4 

o, = 0,634743 

In der Zone der Axe tv^ ist (s. S. 458]: 

cot(040^024)=2.?^ . ^^y^'^, .^+ cot (Tri) 



«3 = 



03 sin (Tt^Tt^) sin (tc^) 

Nun ist In unserem Falle: 

04 0^024 = (Me) = (MP) + (Pe) = 85» 50' — 42» 38f = 43» 4 4^' 

folglich : 

_ sin 9|o 4 4' 9^^ sin 85o 50' (cot 43» 4 4^ — cot 85» 50^} 

2 sin 4 450 56' 4" 

COt480 44i's 4,065 2023 
cot 85 50 = 0,072 8505 

log 0,992 354 8 = 0,996 6657 — 4 

log COS 4044' 9J" = 9,999 9069 — 4 
log Sin 85 60 = 9,998 8506— 4 

0,995 4232 — 4 

0,254 9383 



log 2 SS 0,304 0800 



log COS 250 56' 4" = 9,953 9083 — 40 log 03 = 0,740 4879 — 4 

0,254 »353 

03 =x 0,550150 

Zum Schluss stellen wir die Resultate zusammen und fügen die von 
G. Klein aus denselben Fundamentalwinkeln nach einer anderen Methode 
berechneten Werthe hinzu: 



= 0,634743 

= 4 

= 0J550459 



(7t^7t^,= 930 43' 7i" 
{7t^7t^)= 4 45 56 4 
{7t^7t^)= 94 42 9| 
♦(ttI) = 85 50 
(7r2) = 63 56 20^ 
(7r3) =87 5 33 



Klein: 
0,634744 = o 

4 =6 

0,550454 = c 

93M3' 8" = a 

445 56 — =ß 

91 42 9 =y 

85 50 = iSO^—A 

63 56 28 =480 — B 

87 5 34 = 480 — C 
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Fig. »9. 



§7- 

Man ersieht aus Figur 96 , Seite 4 68 , dass fünf von einander unab- 
hängige Fundamentalwinkel auch in dem folgenden Falle von fünf Flächen 
eingeschlossen sein können. Ausser den Indices und den Winkeln der 
Flächen kj k% K\ welche eine körperliche Ecke bilden, seien die Indices 

einer Fläche d^ aus der Zone [kW], die In- 
dices einer Fläche x^ welche nicht in einer 
der drei, durch die Flächen i, k\ W be- 
stimmten Zone liegt, und die Winkel (AcT) 
und (k^'x) gegeben. Dann leitet man zu- 
nächst die Indices der Fläche h, welche 
den Zonen [kk*] und [l^'x] gemein ist, ab 
und berechnet darauf aus der Zone [k, k\ 
d^, h] den Flächenwinkel (k'h), aus dem 
sphärischen Dreieck hk'k^\ in weichem 
zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel bekannt sind, die 
dritte Seite [l^'h) . Damit ist dieser Fall auf den in § 6 behandelten zurück- 
geführt. 

Beispiel. An dem in Fig. 99 dargestellten Albitkrystall seien die Winkel*): 

(r"ifj =(110^040) = 590 42' 

(P^J; ={004^40= 65 45 
(2^/) =(4 40"4TO)= 59 28 
{P^X) «-(004^04; ^TJi 4 4 

Es sollen die Elemente des Krystalles berechnet werden. Der Gang der Be- 
rechnung ist anfänglich derselbe wie in dem Beispiel des § 6. Man findet aus For- 
mel (4), S. 470: 

cot {Mh)^ i cot 590 42' -|. i cot 4 4 90 5' 

(JlfA)«890 4 4' 88"= (7^8) 
aus Formel (2), Seite 474 : 

{h'MP] sin 1050 49' • sin 400 84' 



tan^ 

2 sin 49 8 

(VJfPj= 4460 54' 44' 

aus den Formeln (3), Seite 474 : 

{M'Ph)-{'{FhM) 



sin 46 7 



tan 



tan 



2 
(JW'PÄ) — (P'ÄM) 



— tan 580 25' 52" 



— tan 580 25' 52" 



cos 40 4 5' 49" 
cos 87 56 49 

sin 40 4 5' 4 9" 
sin 87 56 49 



{M'Ph)'\-{P'hM} 



940 45' 59" 



— (if'PÄ)-H(P'Äil 



= 2 . 2 35 



*) Nach Breithaupt. Vgl. G. vom Rath. Monatsber. Berlin. Akad. 24. Febr. 
4876. Seite 454. 
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P'h3f =98 4 8 £4 =■ n-^Ti^, 
[U'Ph =»89 43 %k — ;f»7r2 
aus Formel (4), Seite 172: 

. ^* . .ft ... .n« sin 910 45' 59" 

tan — — = — tan 40 45' 49".-: r — r-^r- 

i sin 2 2 35 

[Ph =. 630 8' 26" = (ttS) 
aus Formel ;5), Seite 472: 

sin 98<>4 8' 84" 



a, = 



sin 446«^ 54' 44". sin 8&o 44' 38" {cot 290 29' Sb" — cot 890 m' 3j>"j 

d] =3 0,638433 

Zur Berechnung der Axeneinheit 03 dient die letzte der Formeln (2, oder (3) 
auf Seite 458, wenn man darin: 

Ä"iOÄ"3 =* 40T=a5 

setzt. Man erhält dann : 

«1 • sin n^n^, . sin (004''4 0T) 



sin '7r2;r»; . sin{(00r4 0T, — .;rf} 
_ Ol ' sin 890 48' 24". sin 4 270 46' 

"" sin 980 48' 34". sin 64» 37' 34" 
woraus folgt : 

03« 0,5594 92 

Diese Elemente stimmen bis auf den Werth von 03 mit den von G. vom Ra tb 
berechneten iiberein, wie folgende Zusammenstellung zeigt : 

G. vom Rath : 

01 =0,638133 0,63842S=3a 

02 = 1 4 =6 

03 =0,559192 0,55822 =c 
[n^TV.^ 930 18' 34" 980l8Ä'=rt 
(7r37fM = 116 54 44 446 64^=.* 
{7r»7i2 = 89 13 24 89 .48i =y 

* (tiI; = 86 44 86 44 =180'— i4 

[n^ =1 68 8 26 63 8{ =480 — B 

(7r3 = 89 14 88 89 41 =480 — C*) 



II. Bereehnang der Flächensymbole eines trlkllnen Krystalles 
aas den Elementen ^ den Flächenwinkeln and dem Zonenyerband 

desselben. 

§8. 
Wir haben die Aufgabe II in zwei speeiellen Fällen schon früher ge- 
löst. (1) Wenn eine Fläche h in zwei symbolisirlen Zonen ij = [ijj ri^ri^ 
und rf = [ri\ ri\ ri\] liegt, so verhalten sich nach § 1 des dritten Kapitels 
ihre Indices: 

(4*) Äi : Ä2 : A3 = 1J2 1?'3 — J?3 ^i\ '• ^d ^\ — Vi »j's ' ni n\ — V2V\ 

(2) Wenn eine Fläche ä'" in der Zone der bekannten Flächen h, h\ h" 



*} Nicbt = C wie a. a. 0. 
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liegt und ihre Neigung zu einer dieser Flächen ermittelt ist, so erhält man 
nach § 2 des vierten Kapitels ihre Indices aus : 

Ph"\ = Gh^ — G'h\ 

(2*) PK\ = Gh2— G'h\ 

Ph"\ = Gh^ — G'h\ 

worin : 

G = sin (Ä A") sin ;A'A'") (A'A'% 

G' = sin [h'h") sin [h A'") (A A'% 

Es bedürfen jetzt noch zwei andere Fälle allgemeinerer Natur der Be- 
rücksichtigung. 

(3) Die Lösung der Aufgabe, die Indices einer Fläche A zu bestimmen, 
welche in einer bekannten Zone [A'A"] liegt und mit einer dieser Zone 
nicht angehörenden Fläche A* einen gegebenen Winkel [hk) einschliesst, 

geht zunächst darauf hinaus, in 
^i der Zone [A'A"] einen Winkel zwi- 

schen der Fläche A und einer be- 
kannten Fläche ; z. B. A', aufzu- 

^^^''"^-rr^-^J. ^V suchen um alsdann mit Hülfe der 

zwischen den Indices und den 
Winkeln von vier tautozonalen 
Flächen bestehenden Belation (2"^) 
die Indices der Fläche A zu berechnen. 

Nach der in § 6 des sechsten Kapitels abgeleiteten Formel von Möbius, 
welche ein specieller Fall der Fundamentalgleichung der räumlichen Gonio- 
metrie ist, findet zwischen den Winkeln, welche die Flächen A, A, A', h" 
unter einander einschliessen (s. Fig. 100) die Beziehung statt: 

cos [kh) sin (A'A") + cos [kh') sin (A"A) + cos (ÄA") sin (A A') = 

oder, wenn man hierin : 

(A"A) = (A"A') + (A'A) 
setzt : 

cos :ä'A) sin (A'A") + cos [kW] {sin (A^A') cos (A'A) -|- cos (A"A') sin (A'A)} 

-i-cos(iA")sin(AA')=0 

oder nach (AA') geordnet: 

sin (AA') {cos (A'A") — cos (AA') cos (A^A')} -f- cos fA A') cos fAA') sin (A"A') 

= cos (AA) sin (A"A') 

Bezeichnet man jetzt: 

cos (AA") — cos (A A'j cos (A"A'] = 8 
cos(AA')sin(A"A') = ÜH 
cos(AA) sin(A"A') = 5« 

so erhält man für die in Bede stehende Beziehung : 

(3*) 8 sin (AA') + SSI cos (A A ') = 5» 

und durch Auflösung dieser Gleichung kann man den Flächenwinkel (AA') 
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aus bekannten Winkeln berechnen. Führt man die Zahl m und den Httlfs- 
winkei t/; ein, indem man : 

g = m cos 1/; 

9)2 = m sin xp 
setzt, wonach : 



ist. so geht (3*) über in : 



oder: 



-g- = tan 1/; 
iw sin {(AA') +ip) = dl 



• t't.i.f\ , M 31 iR sin U; iß cos U; 
sm {,AA ) + 1//} = - = — ^ = — cT^ 



8 



Da: 



sin {(AA') + ip} = sin {180o — (AA') — tp} 

ist, so ergeben sich zwei Werthe für (AA') und demgemäss zwei Positionen 
A und A"* fttr die zu bestim- 
mende Fläche, wie Figur 100 
veranschaulicht. 

M. W e b s k y *) berech- 
net den Winkel zwischen der 
Fläche A und einer Fläche 
der bekannten Zone ij, in 
der A liegt, auf folgendem 
Wege. Es seien (s. Fig. 104) 
m^m^m^ die den Axen 
TC^TV^Tt^ parallel gehenden 
Flächen aus der Zone i;, von 
denen vorausgesetzt wird, 
dass ihre Indices und die 
Winkel, die sie unter ein- 
ander bilden, bekannt seien. 
Da k eine bekannte Fläche 
sein soll, so ist ferner vor- 
auszusetzen, dass (m^k) und 
der Winkel [hm^k] gegeben 
seien. Demnach sind in dem sphärischen Dreieck m^kh zwei Seiten, 
[m^k) und (&A), und der Winkel (hm^k) bekannt. Folglich kann die dritte 
Seite (m*A) berechnet werden. 

§9. 

Wir wollen die erste der beiden in § 8 beschriebenen Methoden durch 
ein Beispiel erläutern. Von einer Fläche des Anorthits, die wir fUr 
den Augenblick mit a bezeichnen , wissen wir , dass sie in die bekannte 
Zone der Axe tt^ = [010] fällt und mit der Fläche r = TlO den Winkel : 




tX0o 



Fig. 4 04. 



*) a. a. 0. 849. 
Lie bisch, Otometr. KrjrsUllogr. 



42 
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(Ta) = 430 38' 

einschliesst. Es sollen die Indices der Fläche a berechnet werden. In der 
Zone der Axe 7t^ seien uns gegeben (s. Fig. i 02] die Flächen : 

^, A = 100, P=001, x = 10i 

und deren Winkel : 

^y^y^^ \ (AP) = 630 57' 

[Px] = 51 31 

Femer seien bekannt die Winkel : 

[TP) =110040' 
{Tx)= 66 39 

Fig. 402. Dann sind die in § 8 mit A, A', A", k bezeichneten 

Flächen in diesem Falle a, x, P, T. Demnach ist: 

g ==cos(rP)— cos(rx)cos(Pa;)=— sin200 40' — cos66039'cos5103r 
SIW = cos(ra:)sin(Pa;) = cos66039'sin51031' 
5R =cos{ry)sin(Px)=cos43038'sin51031' 

log cos 660 39' = 9,598 0754 ~ 10 log COS 660 39' «= 9,598 0754 — 10 
log cos 510 31' = 9,793 9907 >- 10 log sin 510 34' «= 9^393 5448 _ ^q 




oder: 



0,392 0661 — 1 


logSKr= 0,491 7202 — 1 


0,246 6414 


log cos 430 38' CO 9,859 6009 — 10 


sin 200 40' = 0,352 9306 


log sin 610 84' «- 9 893 6448 — 10 


— 8 = 0,599 5720 


log 91 » 0,758 2457 — 1 


8 =- 


0,599 5720 


aß — 


0,310 2560 


5R — 


0,566 5599 


IS folgt, dass : 

tan t/; — ^ , 


- t/; — 270 21' 34" 


loggR = 


0,491 7202 — 1 


log (— 8) = 


0,777 8485— 1 



log (— tan V;J = 9,713 8717 — 10 

Demnach ist jetzt: 

sin [[ax] 4- V'} = ^ sin t/; = — ^ sin 27© 21 ' 34" 

log 9i = 0,753 2457 — 1 
log Sin 270 21' 3V' afc 9,662 8529 — 1 

9,415 5986 — 10 

log SR 8^8 9,491 7202— 10 

log Sin {— (aa?)— 1//} = 9,923 8784 — 10 

Hieraus folgt, dass : 

entweder — [ax) —'^\_ .^^ «, «^. 

oder — 1800 + (ax) + i/;/ — ^' ^ ^" 
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d. h. entweder xa, = S9« 41' 36" 

oder xa,— — «64» 45' 4- 

Der Anblick des Knrstalles lehrt, dass nur der erste Werth in Betracht 
kommen kann. Wir berechnen nun die Indices der Fläche a mit Hülfe 
der Formein 2*} in § 8. An Stelle der dort allgemein mit A, h\ h". h'" be- 
xeichneten Flächen sind in dem vorliegenden Falle zu setzen : 

h = 100. P=OOI. x = TOI. a 

so dass für € = 2 : 

G = — sin hx sin Pa =^ — sin 1 13« 28' sin S\^ 42' 56" 
G' = — sin Px] sin ,A a = — sin 5|o 31' sin U5<» 9' 56" 

log cos SSO 2a' s. 9,955 6087 — 40 logsinSI«>3r a 9,898 644S — If 
log Sin 8«0 4r 56".» 9,994 8756 — 40 log cos 550 9^ 5«" «. 9,756 7916 — 4f 



0,950 4848 — 4 



also: 

G = — 0,892245 
& = — 0,447135 

Nach Formel (2* in 
§ 8 verbalten sich nun die 
Indices der Fläche a wie: 

G-t — G'O : 
G.O— G'0:G.O — G'l 
= — 0,892245 : 
: 0,447135 

Da mit hinreichen- 
der Genauigkeit : 

0,892245 = 2. 0,447435 
= 0,894270 

gesetzt werden kann, so 
erhalten wir als Svmbol 
für die Fläche a : 

201 

d. h. die Fläche a ist identisch mit der Fläche y des Anorthits. 



0,650 4884 — 4 




§10. 

4] Zur Bestimmung der Indices einer Fläche h seien ihre Winkel mit den 
Flächen ^ und A*', deren Indices bekannt sein sollen, gegeben. Auch die 
Lösung dieser Aufgabe kommt darauf hinaus, eine Zone zu ermitteln, in 
der man, von bekannten Flächen ausgehend, nach dem Verfahren II in § 2 
des vierten Kapitels zur Fläche h gelangt*). Wir wählen hierzu die Zone 



♦) Vgl. Websky a. a. 0. 850. 



ir 
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[kh], in der nun zur Berechnung der Indices von h ausser der Fläche k noch 
zwei Flächen und deren Neigungen zur Fläche k erforderlich sind. Als 
solche Flächen bieten sich z. B. die den Axen tt^ und tt^ parallel gehenden 
Flächen m' und m^ dar (Fig. 403], deren Indices und deren Neigungen 
gegen k zunächst berechnet werden müssen. Bezeichnet man mit n die der 
Axe 7V^ parallel laufende Fläche aus der Zone [kk']j so kennt man in dem 
sphärischen Dreieck m^nk: 

Seite (n k) aus der bekannten Zone [kk'] 

Winkel {nkm^ aus dem sphärischen Dreieck kk'h, dessen Seiten gegeben 

sind, 
Winkel [nfinkjf da [kV] eine bekannte Zone ist. 

Folglich kann man die Seite (m^n) berechnen und darauf in der Zone 
der Axe tt^ nach dem Verfahren II in § 2 des vierten Kapitels die Indices 
der Fläche tn^ ermitteln. Aus demselben sphärischen Dreieck m^nk ergiebt 
sich {m^k). Man kennt nun die Indices der Zone [kh], also auch die der 
Fläche m^ und berechnet daher aus dem sphärischen Dreieck m^p^m^, von 
welchem : 

Seite (p*!»*) aus der Zone der Axe tt*, 

Seite {n^p^) aus der Zone der Axe tt^, 

Winkel m^p^p^ = Axenwinkel {n^ji^) 

bekannt sind, die Seite 

[m^m^). Jetzt kennt man in 
der Zone [kh] die Indices der 
Flächen m^m^k und die Nei- 
gungen dieser Flächen zur 
Fläche h, deren Indices dem- 
zufolge berechnet werden 
können. 

Wie in § i Kapitel 2 und 
§ 4 Kapitel 8 bemerkt wurde, 
sind für die Fläche h zwei 
Positionen möglich , deren 
Pole h und h* auf verschie- 
denen Seiten des Zonenkrei- 
ses [kk'] liegen müssen (s. 
Fig. 403). 

In dem besonderen 
Falle, wo die Flächen k und 
A*' Axenebenen sind, ist 
dies# Methode nicht durch- 
führbar. Dagegen gelingt 
dann die Berechnung der Indices der Fläche sehr leicht mit Hülfe der For- 
meln des § 4 im achten Kapitel. Es seien [hp^) und (hp^) die zur Bestimmung 
der Indices von h gegebenen Winkel (Fig. 404). Man berechne aus dem sphä- 
rischen Dreieck Ap*p» die Winkel (Ap^p*) und (hp^p ^) und aus den Formeln : 




Rg. 4 04. 



i 



U' 



ladicH^. 



ISI 



Un IS5* — t-j = 






Un 135* — Jij = 



un p^ 



uöTr* 



die GrOssoi JD^ ^^^ ^* I^^^i ergeb^i sich die Verlilhiiis^ der Indice« 
aus: 

Bei dieser Berechnung isl auf den Sinn der mit ihren Scheiteln in p^ 
und p^ liegenden Winkel zu achten. Wir halten es daher nicht ftlr Ob^r» 
flOssig die Anwendung dieser Methode an einem 
Beispiel zu erläutern. 

Die Fläche tr des Anorthits, deren Indices 
berechnet werden sollen, schliesst nach den Mes- 
sungen von M a r i g n a c mit den Axenebenen : 

p5 = Jf=OIO, p^=P = 00\ 

die Winkel : 

ein und liegt über dem Oktanten hinten rechts oben 

(s. Fig. 4 05] . Die Elemente des Anorthits werden 

als bekannt vorausgesetzt (s. S. 473). Die Seiten Fig. 105. 

des sphärischen Dreiecks wp^p^ sind : 

[wp^) = 380 44 
(p2ps)=85 50 
(p3u;)= 81 40 

205 41 

402 50| 

4020 50^ — 380 44' = 640 Of 
_ —85 50 =47 I 
— —81 40 =2« 40^ 




folglich : 



^ (wp^p ) _ sin 4020 50f sin 24 40y 
2 ""sin 640 ^* ^iü 4 70 f 

2 (jPV^) _ sin 4020 50^810 640 9^ 
2 ~sin 240 40$' sin 4 70 f 
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log cos 42« 501' « 9,988 9993 — 40 log sin 640 9i' = 9,954 2435 — \0 

log Sin 24 40i » s 9,567 4279 — 40 log sin 4 7 i = 9,466 4449 — 40 

9,556 4272 — 40 9,420 3854 — 40 

9,420 8854 — 4 



0,486 0448 



0,068 0209 

(R^p2p8)=980 56' 15" 

log cos 420 50^' «B 9,988 9993 — 40 log sin 240 40^' ^ 9,567 4279 — 4 

log Sin 64 H = 9,954 2435 — 40 log sin 4 7 1 = 9,466 4449— 40 

9,943 2428 — 40 9,033 5698 — 40 

9,033 5698—4 



0,909 6780 



(p^p^w) 



0,454 8865 
:=: 700 39' 53V' 



2 

(p2pZu;)^ 141 19 47 

{wp^})^ = 38 40 13 

[wp^p^] = 1800 — [Tt^Tt^] + [wp^p'^] = 1270 28' 3f' 

Wir haben nun zu beachten, dass to im Oktanten hinten rechts oben 
liegt. Um den Sinn, in welchem die mit ihren Scheiteln in p^ liegenden 
Winkel bei der Herleitung der Formel (1*) durchlaufen wurden, beizube- 
halten, müssen wir also in dieser Formel für [hp'^p^) den Winkel (wp^p^) 
setzen. Dann ist: 

(Ap2p3) + i^ = 980 56' 15 " + 570 58' f = 156o 54' 15^" 

(Ä;,3pt)4.!^= 127 28 3^ +45 36 4J =173 4 8^ 

folglich : 

. MQ-o T.^ tan 156« 54' 45^ ' 
tan (4300-^) = ^^^ 57 58 ] 

,.oKn fl>, tan 173« 4' 84" 
tan(435«-^3) = ,3„ ,, ^, 4 

log cot 66« 54' 4 5f' = 9,629 8655 — 40 log COt 830 4' 8^" = 9,084 8044 — 40 
log tan 57 58 i s= 4 0,203 654 — 40 log tan 45 36 4| = 40,009 4464 — 40 

9,426 2445 — 40 9,075 6850 — 4 

!C2— 1350= 140 56' 22" ©3 — 1350= 60 47' 18" 

!D2 = 149 56 22 !D3 = 141 47 18 

Jetzt ßndet man die Verhältnisse der Indices aus : 

Ji = ^ tan 1410 47' 18", Ji = ^ cot 149« 56' 22" 
/?2 Oj /ij aj 
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log Ol = 0,802 5979 — 1 log Oi -» 0,802 5979 — 1 

log cot 510 47' 4 8" = 9,896 1572 — 10 log tau 590 5«' 22" « = 10,287 5070 — 10 

0,698 7651 — 1 0,040 1049 

_*1 = 0,«»975« i log o, - 0,740 487» - I 



hi ' ' 0,299 6170 



— ^= 1,9985 = — 2 



Daraus ergiebt sich : 

u; = 241. 



m. Bereehnnng der Flächen- und Kantenwinkel eines triklinen 

Krystalles. 

Die Berechnung der Flächen- und Kantenwinkel eines KrystaUpolyeders, 
von dem die Elemente : 

Ol : 02 : 03, {it^Tt^), (7C^ft^)j (Tt^Tt^) 

und die Indices der Flachen gegeben sind, kann immer ausgeführt werden 
mit Hülfe der in § 7 — 8 des sechsten Kapitels aufgestellten Ausdrücke ftlr 
die trigonometrischen Functionen eines Flächenwinkels oder eines Kanten- 
winkels. Hat man ein für alle Mal die numerischen Werthe der nur von 
den Elementen abhängigen Grössen : 

oder ausgeschrieben : 

OjOt, ajOi» ^^87 ojOj cos (tt^tt^), ajO^ cos (tt^tt^), fHi 02 cos (Tt^ft^ 

OtOi ' 0302 ' OsOs 

sin (TT^yr*) sin (jt^n^) co$ (tt*) sin (tt^ tt^) sin [ic^Tt^] cos (tt^) 

0203 ' a^Ox 

sin (yr^TT*) sin (it^Tt^) cos(yr^) 

0102 

worin (7r>j, (yr^], [n^] die von den Fundamentalflächen eingeschlossenen 
Winkel bedeuten, berechnet, so findet man den Winkel zwischen den 
Flächen : 

A = A^ A2 A3 , A' ^= A'i A'2 A'j 

aus einer der Formeln : 



' ^-hh'. 



'ik 



(1) cos (A h'] = ^=^ °<°» 

yS^hih..S^h\h\ 
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k 
(2) sin(yiÄ' = 



(3) tan (Ä Ä') = ^^^ ^ 

Ol aoOs^ — ^ Ä.Ä'jk 

und den Winkel zwischen den Kanten : 



aus einer der Formein : 

3 

(4^ cos (1? 7]') = ** = ' ==^ 



f riraia^aal/ -= — ^—^ j—r 



(5; sin (rj v 



VI .^i"-)'""' 



)k 



(6) tan [rj r)') = ai a-^ 03 =- 



§42. 

Um ein bestimmtes Beispiel für diese Methode der Berechnung vor 
Augen zu haben, wollen wir einen Flächenwinkel des Albits aus dem 
WerthC; den seine Tangente nach (3j annimmt, berechnen. 

Aus den von DesGloizeaux*) angegebenen Winkeln : 

(irn) = (0T0'024) = 46O50' 
(nP) =(02^001) = 46 46 
(Tn) =(1T0'021) = 51 36 

(ry)={T40'204)=42 27 
[TP) =(ao'001)=69 40 

ergeben sich für die Krystallelemente des Albits folgende Werthe : 

Axeneinheiten : o^ = 0,6334 a 

02 =4 b 

03 =0,5577 c 

Axenwinkel: (7c'^7t^)= 94» 3' a 

{7t^7t^)= H6 29 ß 

{7t^7t^)= 88 84. y 

*) Manuel de Mineralogie, t. I, S17. Paris 4862. 
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Axenebenenwinkel : (tt») = 01 0^004 = 860 24' 4 80« — il 

(TT«) = 001^00 = 63 34| 480 —Ä 
{/r») = 400^040 = 90 3| 480 — C 

Es soll der Winkel (TT2^T4 4 j berechnet werden mit Hülfe der Formel : 



V- 



3 

• ^ c<kO<Ok(AA')<(AÄ')* 
tan(ÄÄ')= '*°' 3 ^ 



Wir bilden zunächst die unter den Summenzeichen auftretenden 
Goefficienten : 

^11 = C22 = C33 = ^ 

C23==cos 940 3' = — sin 4» 3', log sin 4© 3'= 8,848 9707 — 10 
C51 = cos 4 46 29 = — sin 26 29 , log sin 26 29 = 9,ff49 2740 — 40 
0^2 = cos 88 8| , log cos 88 8|= 8,540 9248 — 40 

Cj3 = — 0,070 6270 
C31 = — 0,445 9375 
c,2 = 0,032 4284 

log Ol = log 0,6334 = 0,804 6784 — 4, 21og Oi = 0,603 3562 — 4 
log oa = log 0,5577 = 0,746 4006 — 4, 21og 03 = 0,492 8042 — 4 

log Ol 03 == log Ol 0203 = 0,548 0787 — 4 

OjOi = 0,404 49556, ajOj = 03 
03 03 = 0,34 4 02929, 0102 = 01 

03 Ol = Ol 02 03 = 0,353 247 

0^0,03 = cos 94« 3' . 0,5577 
C31O3O1 =cos 4 46 29 .0,353247 
CijOiOj = cos 88 8|. 0,6334 

log (sin 40 3' . 0,5577) = 0,595 3742 — 2 
log (sin 26 29.. 0,353247) = 0,497 3527 — 4 
log(cos88 8|. 0,6334) =0,342 6029 — 2 

0230203 = — 0,039 3807 
C31O3O, = — 0,457 526 
Ci2«i«2 = 0,020 5404 



Nun ist: 
Demnach 
und: 



h = TT2 und A' = T44 

(AA')i=3, (ÄA')2 = 4, (ÄÄ')3 = 2 

1 c,^o,o;t(AA'),(ÄA')fc = 



9^11 Ol Ol +0220202 + 403303034-20230203 + ^20310301 + 60120102 
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3,610 76004 0,157 5548 
t 4,890 313 



1,244 11716 2,047 8668 
0,123 2406 

5,978 1178 
2,047 8668 
3,930 2510 = 2 Cij,a^a^[hh')i {hh']j, 

J^^ = siii2 [Tt^Tt^) = sin2 940 3' 
J22 = 8in2 (/r»^!] = sin2 1 1 6 29 
^33 = sin2(7ri7r2) = sin2 88 8^ 

log cos 40 3' =9,998 9141 —10, 2 log = 0,997 8282 — 1 
log cos 26 29 = 9,951 8541 — 10, 21og = 0,903 7082 — 1 
log sin 88 8^ = 9,999 7715 — 10, 2 log = 0,999 5430 — 1 

^jj= 0,995012 
^22 = 0,80114 
^33 = 0,998948 

^23 = sin in^Tt^) sin (/r* 7t^) cos (/r*) = sin 1 1 6^ 29' sin 88« 8f cos 86» 24' 
J^^ == sin [n^ tz^] sin (^2^3) cos [tz^] = sin 88 8^ sin 94 3 cos 63 34| 
^,2 = sin [Tt'^Tt^] sin [Tt^Tt^] cos [tc^] = sin 94 3 sin 1 1 6 29 cos 90 z\ 

log cös 260 29' = 9,951 8541 — 10 log sin 88« 8f = 9,999 7715 — 10 

log sin 88 8| = 9,999 7715 — 10 log cos 4 3 =9,998 9141—10 

log cos 86 24 = 8,797 8941 — 10 log cos 63 34f = 9,648 3218 — 10 

log ^23 = 0,749 51 97 — 2 log ^3, = 0,647 0074 — 1 

log cos 40 3' =0,998 9141 —10 

log cos 26 29 = 9,951 8541 — 10 

log sin 3^ = 7,007 7941 — 10 

log (— ^12) = 0,958 5623 — 4 

^23= 0,056 172 

^3, = 0,443 616 

^12 = — 0,000 909 

log ^ = 0,394 4720 , ^ = 2,48012 

öj Ol Ol Ol 



^22 
^33 A KAß rftio -^33 



= 0,801U 



log -=^^ = 0,506 7418, :^133.^ 3,21175 

03 03 03 03 

log ^ = 0,003 1191 —1, ^ = 0,100721 

log ^ = 0,098 9287, -^ = 1,255 825 

O3 Ol O3 Ol 

log ^^ = 0,156 8S42 — 3, ^ = — 0,00143511 

OjOj Ol O2 
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Demnach ist : 


- 






^n ^22 . 2 ^33 , ^23 


03 Ol 


0,801U 


2,48012 




3,767i7 


6,42350 




4,56864 


0,10072 
9,00434 






4,56861 , 

4,43573 — 2 •* Ä.Ä'ju 





Nun ist noch zu berechnen : 
y^= sin (n^Tt^) sin (ttItt«) sin (/r») = sin 1 1 6© 29' sin 88» 8^ sin 86» 24' 

log cos 260 29' e= 9,954 8544 — 4 
log sin 88 8} s 9,999 7745 — 40 
log Sin 86 84 «== 9,999 4418 — 4 
log y^ = 0,950 7678 — I 

1/^ = 0,892828 
Wir erhalten also : 

tan fTT«*Tl 1^ - 0>89g8g8 y3;93Ö25 
^ ^"0,353247 . 4,43573 

log 8,98035 » 0,504 4i0i log 0,858347 = 0,548 0785 ^ 4 



i log 8,98025 a 0,297 24 04 log 4,48578 -b 0,846 9654 



log 0,892828 = 0,950 7678 — 4 0,4 95 0486 

0,247 9779 
0,498 0486 



log tan (772^4 4 ) ^ 0,052 9848 

folglich : 

(TT2*T11) =480 28'»" 

Des Cloizeaux giebt folgende Winkel aus der Zone der Flächen 
TT2undTl1 an*): 

(2j^4) == (130*031) = 410—'- 
(el^fti) = (0grTT2) = 38 40 
(fti^ci) =(TT2*T11)=48 28 
[ci^ig] = (1i 1 "T30) = 51 52 

1 800 _ 

Nach dem von M. Websky durchgeführten Principe des zonenweisen 
Yorschreitens in der Rrystallberechnung (§ 2] ist die Aufgabe, aus den 
Krystallelementen und den Flächenindices die FlSichenwinkel abzuleiten, in 
folgender Weise zu behandeln. 



•) a. a. 0. 8. 84 9. 



18S 
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Die Flächen ä = Aj A2 A3 und A' = h\ h'2 Ä'3 , deren Winkel berechnet 
werden soll; bestimmen eine Zone, in der sofort drei weitere Flächen durch 
ihre Indices bekannt sind, nämlich die in die Zonen der Krystallaxen 
n\ 7t\ 7t^ fallenden Flächen (s. Fig. 106): 

mi= __0_ (AA'Js M]^ 
m2=(ÄA')3 __0 (AÄ')i 
m3= (ÄA')2 



(AA'): 







Gelingt es, die Winkel zwischen den Flächen m', m^ und w? zu er- 
mitteln, so sind wir offenbar 
im Stande mit Hülfe der 
Relation zwischen den Indi- 
ces und den Winkeln von 
vier tautozonalen Flächen 
z. B, die Winkel (m^A) und 
[m^K) zu berechnen und da- 
raus den gesuchten Winkel: 

(AA') = (Am3) + (m3Ä') 

abzuleiten. Die Winkel 
[rn^w?) und [m^m^) können 
in der That leicht durch Auf- 
lösung von zwei sphärischen 
Dreiecken gefunden werden. 
In dem sphärischen Dreieck 
p^m^m^ sind zwei Seiten [p^ni^] und [m^p^] und der von ihnen einge- 
schlossene Winkel [p^p^ni^] bekannt; denn es ist: 

cot [p^m^] = i -^^ . / , ox . '/ o^ + cot [71^] 




p^JOO 
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cot [p^m^) 



03 (ÄÄ')3 sin [Tt^Tt^] sin (tt^) 
«2 (AÄ')2 sin [vflTt^] 



4- cot [n^] 



öl (^Ä')i sin [u^Tt^] sin (tt') 
(p2pim2) = 1800 — (pi) 

Demnach kann die dritte Seite [m^m^] berechnet werden; nach 
Formel (11) in § 3 des sechsten Kapitels ist : 

, , ,. cos [rn^p^] sin \x — (p*^*)] 

cos (m^m^ = i — ^--i- — r-^ — -^ 

' sm ;C 

wobei der Httlfswinkel % zu bestimmen ist aus : 

cot ;C = tan (m^p*) cos [1 80» — (p*)] 

In analoger Weise behandelt man das sphärische Dreieck p'^m^m^^ von 
welchem ebenfalls zwei Seiten [p'^mS] und (w^pi) und der von ihnen ein- 
geschlossene Winkel bekannt sind; denn es ist : 
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cot (p»»ii; = - ^ ('^'^'^» 



Sin [tc^tc^] 



und 



02 (ÄÄ')2 sin (tt^tt^) sin (tt') 



+ cot (tt^) 



(m3p2) = [m^p^] + (p»p2) 
Demnach kann die dritte Seite (m^ m'j berechnet werden aus : 

cos [m^p^) sin [x — {p^rn^)] 



cos (m^ tn^] = 



smx 



wobei der Hülfswinkel x zu bestimmen ist aus: 

cot X = tan {m^p^) cos (p^) 

Bezeichnet man nun die Doppelverhaltnisse : 

im^m^m^h) =21 
(m3m2mU') = a' 

so sind [m^h) und (m'A'] zu berechnen nach (3) in § 2 des vierten Kapitelsaus : 

cot (m»Ä) = (1 — «) cot (m^m^) + Ä cot (m^m*) 
cot [mW] = (1 — «') cot (m^m^) + W cot (m^mi) 

Für die W erthe jener Doppelverhältnisse, ausgedrückt durch die Indices 
der in ihnen auftretenden Flachen, erhalt man: 

A3 (AÄ')3 

91' —_ ^ (**!]? 

Dieses Verfahren ist etwas zu modificiren, wenn eine der Axenebenen 
P^ 1 P^i P^ ^^ der Zone [hh'] 
liegt. Es seien h, h', p^ tau- 
tozonal , so dass A3 h\ — h^ h\ 
= Oist. Nach M. Websky 
wllrde man in diesem Falle 
zunächst zwei der Winkel : 

/)2m), (jp2n), [p'^o] 

berechnen, worin m, n, die 
Flächen bedeuten, welche der 
Zone [h V] und den Zonen : 

iOlO], [TlO], [OTl] 

gemein sind (s. Fig. 107) und 
daher die Symbole : 
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m = Aj A3 
n = h\ h\ A3 
= h^h^ h^ 

besitzen. Darauf findet man, wie in dem allgemeinen Falle, den Winkel (AA') 
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mit Hülfe der Relation (3) Seite 40. Ebenso leicht gelangt man zum Ziel, 
wenn man die Winkel [p^h] und (p^h') aus den Formeln fUr ihre Tangenten 
berechnet (s. (3) Seite 184). 

Beispiel. Es soll der Flftcbenwinkel (20^111) des Anorthits (s. Fig. 47, 
S. 86) berechnet werden. In diesem Falle ist: 

m» = 024, m8=4T0 

Wir legen die auf S. 4 78 angegebenen Elemente za Grunde: 

Ol : Os : 03 CS 0,684748 : 4 : 0,580459 

{7r2 TT») = (p») = 980 4 8' 74" (Tri) «« {p8p3) = «5® »0' — " 

{7i37ii) = (p2)= 4 45 56 4 (7r2j = (p8pi) s= 68 56 iO^ 

(Tri 7r2) = {p3) s= 94 4i 9^ (7r3) = (pip2)=3 87 5 88 

und berechnen zunächst den Flächenwinkel (p8fii2) aus : 

cot p8m« = — --i ^TTTT- , , o \^ -Ig. + cot TT«) 

08 (äV)8 sin(7j27i8) sm(7r3) • v ^ 

0,684748 _4^ sin 940 4 >^ 9j'> t 680 »«' JOA" 

""0,550459 ' i * sin980 43'74''. sin 63U56' 20f' "^^^ * 

(p3m2)sK 440 27' 4 7,8" 

Darauf den Flächenwinkel {p^mß) aus: 

A.r. «V «2 (ÄÄ')2 sin{7j2;r8) , . . ^, 

cot Ä>m8 = — - TT-vTT^ . , , 1, , , o> + cot 7^8 

^ ' Ol (ÄÄ')i sm(7i8;ri) sin {7r3) 

4 sin 980 4 8' 74" . , „„. ^, ..„ 

s— . . ; 1 U cot 870 5' 88 ' 

0,634748 sin 4 45© 56' 4" • sin 870 5' 88" ^ 

(pim3)=— 800 27'27" 

Wir erhalten einen negativen Werth, weil die Winkel in der Zone [p^p^] in 
der Richtung von p* nach p2 positiv gerechnet werden. Demnächst finden wir den 
Flächenwinkel [nfih') aus dem sphärischen Dreieck mßh'p^ nach den Formein: 

^ cos[m3pt)sinf;r-(P^m2)] 
sm / 

cot / = tan (m3pi) cos [4 80O — (pi)] 
worin (p*) = (7i*7r3) ist. Es ergiebt sich : 

cot X = tan 800 %r 27" . cos 86O 46' 52,5" 

X = 880 6' 82" 
, ,.., cos 800 27' 17" . sin 650 87 29,87" 
^^^^"*''^^ sin 880 6' 82" 



Aus: 



(m3Ä')= 880 4 8' 27" 
,, , ,, 03 (ÄÄ')3 sin{;r3;ji) ,^., ,. 

cos 250 56' 4" „ . 

= 0,550459 . 2 .n^fT.,, . ^.»,^, + COt 850 50' 

* cos 40 42' 9,5" • sm 850 50' 

folgt der Flächenwinkel : 

(p2mi)= 480 44' 29,4" 

Demnach iBt in dem sphärischen Dreieck p'^m^m^ : 
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, , «, cos ;m3p2) sin [y -^'p2m^' 

cos,mim3)= i — i-^ — r-^ 

sin X 

cot X *= tan (m^p2) cos (p*) 



Man erhält 



f att 



cot/= tan 4 470 8«'- cos 4 4 50 56' 4 

X = 500 4' 35" 

, . ^ cos 4 470 88' . Sin 60 50' 5,6" 

cos (m* m^j = : — ,^rt ,, .„, 

sm 500 4' 85" 

(mim») =940 7' 8,a" 
Endlich findet man den gesuchten Winkel (A'A) aus: 

cot (VÄ) ■» (4 — il) cot(Ä'm3j -f- A cot(Ä'm«) 
worin : 

A = (Ä'm3miÄ) = 2 

A'm«j = — 880 43'27, (Ä'm»)« 650 83' 44,2" 
so dass: 

VÄ} = 200 61'41,2" 
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§ 1. Die möglichen Arten von Symmetrie in einem Büschel. § 2. Cen- 

trisch-symmetrische Krystallpolyöder. § 3 — 5. Die möglichen Arten nnd 

Richtungen von Symmetrieaxen in Krystallpoly Odern. § 6. Die möglichen 

Richtungen von Symmetrieebenen. § 7. Zusammenfassung der 

Ergebnisse. 



§1- 

In den Systemen von Ebenen und Geraden, welche nach dem geometri- 
schen Grundgesetze der Krystallographie alsFIkch^n und Kanten an Knstall- 
polyädem auftreten können, sind gewisse Symmetrieverhältnisse möglich, die 
wir aus dem Gesetz der rationalen Doppeiverhältnisse ableiten wollen. Wir 
beginnen mit der Untersuchung eines Büschels von Flächen oder Kanten. 

Zwei Elemente h und h' eines Büschels liegen symmetrisch in Be- 
ziehung auf jedes der beiden Elemente g und k desselben Büschels, wenn g 
den Winkel [hh') und k dessen Nebenwinkel halbirt ; oder mit anderen Wor- 
ten : sind in einem Büscbel zwei Elemente h und h' gleich geneigt zu einem 
dritten g, so ist das Büschel symmetrisch zu diesem und zu dem auf ihm 
senkrecht stehenden Elemente k. In diesem Falle ist das Doppelverhältniss 
[hh* gk) ein harmonisches; denn es ist (s.Fig. 108, S. 192j: 
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folglich : 



und daher : 



sin (hg) _ 

sin (h'g)- '' 



sin (AÄ-) . 

8in(A'Ä) "~ 



(Hh'9k)=^^ 
^ ^ ' sm(A j) 



sin(A/:] 

sin(Ä'A:) 

Man sagt demgemäss auch : zwei Elemente eines Büschels sind sym- 
metrisch zu denjenigen Elementen, durch welche sie harmonisch getrennt 
werden. Die Elemente A und A' sind geometrisch gleichwerthig; sie 
heissen auch einander zugeordnet in Bezug auf die Symmetrieelemente 
g und k. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob und wann ein Büschel mehr als zwei 
Symmetrieelemente, welche, wenn sie allein vorhanden sind, einen Winkel 
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Fig. 4 08. 



von 90<^ einschliessen müssen, besitzt. Seien / und m zwei unter einem 
von 900 verschiedenen Winkel zu einander geneigte Elemente, welche 
Symmetrieelemente des durch sie bestimmten Büschels sein sollen. Es 
entspreche l in Beziehung auf m das Element p und m in Beziehung auf l 
das Element q. Dann schliessen qlmp unter einander drei gleiche Winkel 
ein (s. Fig. 109): 

{ql) = {lm) = [mp)=q) 

Damit diese vier Elemente krystallographisch möglich seien, muss das 
Doppelverhältniss : 

^^ ^' sin (2 m) sin [Ip) 

einen rationalen ganzen oder gebrochenen Zahlenwerth, Null und Unendlich 
mit einbegriffen, besitzen. Nun ist: 

(qm)=^q), (/p)=29), {qp)=3q) 

folglich : 

, , , sin 2 Qp sin 2 qp 
{qlmp)= -; — ^ . o 
^ ' sm q> sindq) 

oder: 



*« 



mö^icheii Arl^D von $\iiiaiHhe in ^iwMii BmsoIh^I. 



Ilia 



, 4 COS V 

qimp = ~ y - 

4 cos V — I 



Daraus ergiehl sich, dass dieses l>op(H^i verhalt niss gleichieilig mil 
cos^ rf, d. h. für folgende NVerthe von y nUional ist: 

q* = 90* iH>s y = ql mp^ ^rr: 

= 60 == 4_ — oo 

= 45 = U ^^ 

= 30 =5)3 =5 

Bezeichnen wir die Anzahl uleicher S>mmetrieeleniente eines Rtlschels 






Fig. HO. 



Fig. 44 4 



Fig. 4 4i. 



daher den irrationalen Zahlenwerih : 

sin 45« sin 60« 



n 



\^ 



als den Grad der Symmetrie desselben, so k(innen wir das vorstehende 
Resultat durch den Satz aussprechen : 

Der Grad der Symmetrie i?i einem Büschel ist ^^ 3, 4 odtr 6'. Die gegen- 
seitige Lage der Symmetrieelemente wird durch Fig. 10K 
auf Seite 192 und Fig. 110, 111, 112 veranschaulicht. 

Der Grad der Symmetrie eines Büschels kann nicht 
gleichzeitig 4 und 6 odei' 4 und 3 sein. Denn wJIre dies 
möglich , so mUssten vier Elemente a, /;, c. d vorhanden 
sein (s. Fig. 113), welche die Winkel: 

(o b) = 300, (a c) = 45«, (a d) = 90« 
einschliessen und deren DoppelverhUltniss : 

, , ., sin (ac) sin (hd) 
(abcd)= -.- ]-.-{ ' . f , 



\ 



Fig. 4 4 3, 



sin 15« ' sin 90« y<i{<^ _ yj^. 

annimmt. Dieser Fall ist nach dem Gesetz der rationalen Doppelverhttlt- 
nisse kr^stallographisch unmöglich. 



L i «> b i • e k , Ge«Beir. Krj*Ullo|p'. 
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§2. 

Ein Krystallpolyöder heisst centrisch-symmetrisch, wenn es 
einen Punkt besitzt, der alle durch ihn gezogenen und von dem Polyöder 
begrenzten Geraden halbirt. Ein solches Polytkier ist von paarweise 
parallelen und von dem Centrum gleich weit entfernten congruenten 
Flächen und von paarweise parallelen gleichen Kanten begrenzt. 

Umgekehrt, sind die Flächen eines Krystallpolyi*ders paarweise parallel 
und congruent und die Kanten desselben paarweise parallel und gleich 
lang, so besitzt das Polyi*der ein Centrum der Symmetrie, von welchem die 
zu einander parallelen Flächen und Kanten gleich weit entfernt sind. 

Je zwei entsprechende Winkel eines centrisch-sym metrischen Krystall- 
poly(^ders sind gleich und von gleichem Sinn; je zwei entsprechende 
Kanten sind gleich und parallel; entsprechende Polygone sind congruent 
und von gleichem Sinn für Betrachter, welche beidemal auf den inneren oder 
auf den äusseren Seiten der Ebenen, in denen die Polygone liegen, stehen; 
je zwei entsprechende Ecken oder Flächengruppen sind gleich und von 
gleichem Sinn. 

Man construirt das Centrum der Symmetrie als Schnittpunkt dreier 
Ebenen, welche zu drei Paaren von einander entsprechenden Flächen 
parallel laufen und dabei die Abstände dieser Flächenpaare halbiren, oder 
als Schnittpunkt dreier Geraden, welche analoge Eigen^haften in Bezug 
auf drei Paare von einander entsprechenden Kanten haben. 

Beispiele für Krystallpolyüder, welche centrisch-symmetrisch sind und 
keine anderen Symmetrieeigenschaften besitzen, bieten die Krystalle des 
t r i k 1 i n e n Systems dar. 

Für ein centrisch-symmetrisches Krystallpolyöder ist das Gentrum der 
Symmetrie gleichzeitig der geometrische Mittelpunkt (s. Seile 7). 
Aber es ist nicht umgekehrt der geometrische Mittelpunkt eines Krystall- 
polyi^ders stets auch ein Centrum der Symmetrie. Es besitzen z.B. die 
sogenannten geneigtflächig-hemiüdrischen Krystallpolyöder einen geometri- 
schen Mittelpunkt, ohne dabei centrisch-symmetrisch zu sein. 

§3. 

Symmetrieaxe eines Krystallpolyi^ders ist jede Gerade, um welche 
man das Poly(5dcr um einen aliquoten Theil einer ganzen Umdrehung derart 
drehen kann, dass es in allen seinen Punkten mit Punkten seiner ersten 

Lage zusammenfällt. Ist — der kleinste zu der Axe gehörige Drehwinkel, 

so heisst die Axe n-z ä h 1 i g. 

Zwei w-zählige Symmetrieaxen eines Krystallpolyöders werden gleich 
genannt, wenn die Anordnung der Flächen und Kanten um die eine von 
ihnen dieselbe ist, wie um die andere. In diesem Falle muss das Polyl^der 
aus einer Anfangslage in eine neue Lage gebracht werden können, derart, 
dass es in allen seinen Punkten mit Punkten der ersten Lage zusammenfällt 
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und die eine der beiden gleichen n-zShligen Symmetrieaxen dahin üu liegen 
kommt, wo sich vorher die andere befand. 

Sind A und B zwei Punkte einer Symmetrieaxe und ist die Anordnung 
der Flächen und Kanten des Polyeders um die von A nach B gerichtete 
Axe dieselbe wie um die entgegengesetzt gerichtete , so sind die beiden 
Richtungen dieser Axo einander gleich. Kann das Poiyiider mit sich selbst 
derart zur Deckung gebracht werden , dass die Symmetrieaxe AB in der 
entgegengesetzten Richtung wie vorher verlauft, so nennen wir eine solche 
Axe zweiseitig. Eine Symmetrieaxe, deren einander entgegengesetzte 
Richtungen nicht deckbar gleich sind, soll als einseitig bezeichnet 
werden. 

Wir wollen jetzt nachweisen, dass eine St/mmetrieaxe a die Richtung 
einer n^glichen Krystaükanle und die ou/" ihr senkrecht stehende Ebene s die 
Richtung einer müglichen 
Krystcdißacke hat. In 
der folgenden Untersu- 
chung denken wir uns 
jedes Krystallpolyeder 
durch seine Polfigur 
ersetzt und in diese 
auch die Schnittpunkte 
und Schnittkreise der 
durch den Mittelpunkt 
des Krystalles gehen- 
den Geraden und Ebe- 
nen aufgenommen. 

Zunächst nehmen wir an, dass n eine grade Zahl sei. In diesem 
Palle existirt zu einer, nicht unter 90" gegen a geneigten Krystallkante o 
eine gleichwerlhige Kante a' von der Bosch a GTe nfaoi t , dass a, a und a in 
einer Ebene liegen und Winkel : 

(o») = (oa') 
ist. Dasselbe gilt von einer Kante (t und der ihr gleichen Kante ^ {siehe 
Fig. 114). Die Verbindungsebenen aa und ß^ sind mögliche Kryslall- 
flilchcn, folglich ist ihre Durchschnittslinie, die Axe o, eine mögliche Kry- 
stallkanto. Bezeichnet man die Geraden, welche die Nebenwinkel von (aa) 
und [ß^] halbiren, mit n und v, so sind die Doppel verhultni sse : 

[aaa'ti)=— 1, {ßa^v)=— 4 
also fi und V mögliche Krystallkanten und ihre auf senkrecht stehende 
VerbinduDgsebene s eine mögliche KrjstallDüche. 

Es bedeute jetzt n eine uugrade Zahl, dann muss n mindestens 
gleich 3 sein. Die zu einer, uicht unter 900 gegen a geneigten Kante >l, 
gehörigen gleichen Kanten seien A^ und ig (s. Fig. 115). In der Verbin- 
dungsebene (Jt^ ilg] sind zwei Kanten i^t ii'id jiii möglich, von denen die 
erstere den Winkel (J^A^) innen, die letztere aussen halbirt. Analoge Re- 
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deutungcn haben die Kanten 7/2 ^^^ H2 ^° ^^^ Ebene {^^ AJ und die Kanten 
1^3 und ^3 in der Ebene [li ^2}* Demgemäss sind die Verbindungsebenen : 

{^1^1}? {^^2}» {^^3) 
welche sich in der Axe a schneiden , mögliche Kry stall flHcben , also a eine 
mögliche Krystallkante. Ferner ist die Yerbindungsebene : 

welche senkrecht auf a steht, eine mögliche KrystallflHche. — Auf demsel- 
ben Wege findet man , dass für n > 3 die auf der Symmetrieaxe a senk- 
recht stehende Ebene s eine mögliche Krystal^iiche ist. 

Wir haben nun zu beachten, dass, wenn o eine n-zUhlige Symmetrie- 
axe eines Krystallpolyöders sein soll, das FlächenbUschel, dessen Axe a ist, 
und das Kantenbüschel , welches in der auf a senkrechten Krystallflüche 
liegt, denselben Grad der Symmetrie haben müssen. Daher wird, wenn n 
eine grade Zahl ist, nach dem in § 1 bewiesenen Satze, a nur 2-, 4- oder 
6-zühlig und, wenn n eine ungrade Zahl ist, a nur 3-zHhlig sein können. 
Hieraus ergiebt sich die Richtigkeit des oben angeführten und die des fol- 
genden Satzes: 

Ein Krystcdlpolyi'der kann nur 2-, 5-, 4- oder ß-zählige Symmehieaxen 
besitzen. 

§*• 

Das letzte , eine Folgerung aus der charakteristischen geometrischen 
Eigenschaft der Krystalle darstellende Resultat gestattet uns die verschie- 
denen möglichen Richtungen von Symmetrieaxen in Krystallpoly^em ab- 
zuleiten, wenn wir dem Wege folgen, denL.Sohncke 
in seinem grundlegenden Werke » Entwickelung einer 
Theorie der Krystallstructur, Leipzig, 1879, Kapitel 
III « zur Aufsuchung der verschiedenen möglichen 
Richtungen von Axen in regelmässigen unendlichen 
Punktsystemen eingeschlagen hat^]. 

Es seien Ci und 02 zwei gleiche n-zühlige Sym- 
metrieaxen von der Reschaffenheit, dass kein anderes 
FigTTie. ^'*^^^ n- zähliger Axen einen kleineren Winkel 

bilde als: 

(öTi öTj) = 2 

Durch eine Drehung der Polfigur um a^ um — komme Ox nach a, 

n 

(s. Fig. 116), so dass: 

(dl öTj) = (CT2 0^3) = -^, ((T, (Ta'cTa cTs) = — 




*) Vgl. A. G a d o 1 i n. Möm. sur la döduction d'un seul principe de tous Ic» systömcs 
cristallogr. avec leurs siihdivisions. Acta soc. scient. fennicae. Helsingforsiae 4 874, 9, 
4^ — 74 (Lu Ic 49. Mars 4 867). Weniger eingehend bobandelte E. Mallard die Frage 
nach den möglichen Arten und Richtungen von Symmetrieaxen. Traitö de cristallogr. 
g6om. et phys. Paris 4879. 1, Chap. IV. 
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Dann muss aj niil Ci gleiehworthig , d. h. ebenfalls eine fi-z»hligo 
Symmetrieaxe sein. Dasselbe gilt von a^y wenn dies die Grade ist, mit der 

a2 nach einer Drehung der Polfigur um a, um - zusammenfiiUt. Setxt 

man dieses Verfahren fort, so erhalt man eine Gruppe von ti-zHhIigen Sym- 
metrieaxen , welche auf der Kugeloberflaehe ein regelmässiges sphärisches 
Vieleck bestimmen , das sich schliessen muss und nicht stornfUrmig sein 
kann, weil sonst, der Voraussetzung entgegen, zwei ti-zlihlige Symmetrie- 
axen vorhanden wären , die unter einander einen Winkel <C - bildeten. 
Demnach kann der Satz ausgesprochen werden : 

Sind zwei gleiche n-zählige Symmetrieaxen von verschiedenen Richtungeti 
vorhanden , so existiren p solche Axen^ welche wie die Kugelrculien luich den 
Ecken eines j nicht ste^^nförmigen ^ regelmässigen sphärischen p-Ecks gerichtet 
sind. 

Es sollen nun diejenigen regelmassigen sphärischen Vielecke , welche 
die verschiedenen Richtungen gleicher n-zähliger Symmetrieaxen bestini- 
pien, aufgesucht werden. Der Flacheninhalt des regelmassigen sphärischen 
i>-£cks ist : 

worin g) die Zahlenvcrbindung : 

^ = Sn — p(n — 2) 

und K den Flächeninhalt der Kugeloberflaehe : 

K= ir^Tt 

bedeuten. Der Flacheninhalt F« muss positiv*, also 9) ]> sein. Da nur 
solche Symmetrieaxen krystallographisch möglich sind , bei denen n = 2, 
3, 4 oder 6 ist, so erhalt man auch bestimmte Werthc für die ganzen Zah- 
len p, d. h. für die Eckenzahlen der gesuchten sphärischen Vielecke. Diese 
Werthe müssen die Eigenschaft haben, dass für sie die Zahlenverbindung: 

y = 2n — p(n — 2)> 
ist. 

Der Werth p = i kommt nicht in Betracht, weil ein Eineck sinnlos 
ist. Die Thatsache, dass für p = 2 9 = 4, also unabhängig von n ist, hat 
die Bedeutung , dass jede n-zählige Symmetrieaxe nach den Ecken eines 
sphärischen Zweiecks, d.h. nach zwei einander entgegengesetzten lUchtungen 
verlaufen kann oder nach der Erklärung in § 3 , dass jede n-zahlige Sym- 
metrieaxe zweiseitig sein kann. Umgekehrt ist für n = 2 ebenfalls tp = 4, 
also (p unabhängig von p. In diesem Falle bleibt also die Eckonzahl des 
sphärischen Vielecks zunächst noch unbestimmt. Da der Flächeninhalt des 
Vielecks gleich dem der halben Kugeloberflache ist : 

F =^ 

so müssen soine Ecken in einem Hauptkreise der Kugel liegen , d. h. das 
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Vieleck muss ein ebenes sein. Wir können daher den Satz aussprechen : 
%-zählige gleiche Symmelrieaxen von vei'schiedenei^ Richtung verlaufen ent- 
weder nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen oder parallel den 
Radien nach den Ecken eines regelmässigen ebenen p-Ecks, dessen Eckenzahl 
noch zu bestimmen ist. 

Ist n = 3, so erhält man : 

(p = ß — p 

und dieser Werth wird positiv für p = 2, 3, 4, 5. Die Flächeninhalte der 
entsprechenden sphärischen Vielecke sind : 

^^2=3» Fz=-^, ^4 = 6, ^5 = j2 

Sehen wir von dem ersten Falle des sphärischen Zweiecks für den 
Augenblick ab, so haben die nach den Ecken der übrigen sphärischen Viel- 
ecke gerichteten Kugelradien dieselben Richtungen wie die Geraden, 
welche die geometrischen Mittelpunkte des regelmässigen TctraOders, 
Hexai^ders und Pentagondodeka^ders mit den Ecken dieser Polyeder ver- 
binden. Nun ist das regelmässige Pentagondodekaöder als Krystallform 
unmöglich , weil seine Flächen dem Gesetze der rationalen Indices nicht 
unterworfen sind; daher sind auch die von dem Mittelpunkte nach den 
Ecken dieses Polyöders gerichteten Geraden krystallographisch unmögliche 
Linien. Es ergiebt sich also : ^zählige gleiche Symmetrieaxen von verschie- 
dener Richtung verlaufen entweder nach zwei einander* etitgegengesetzten 
Richtungen oder parallel den Verbindungslinien der geometrischen Mittel- 
punkte des regelmässigen Tetraeders und Hexaeders mit den Ecken dieser bei- 
den Polyeder, 

Ist n = 4, so nimmt q) den Werth : 

der für p = 2 und p == 3 positiv ist, an. Das hierher gehörige sphärische 
Zweieck hat den Flächeninhalt: 

K 

4 

und das sphärische Dreieck den Inhalt : 

K 

8 



P2 = -^ 



/^3== 



Letzteros umfasst also einen Kugeloktanten, und die nach seinen Ecken 
gerichteten auf einander senkrecht stehenden Kugelradien haben dieselben 
Richtungen wie die Geraden , welche den Mittelpunkt des regelmässigen 
Oktaeders mit den Ecken desselben verbinden. Man kann daher sagen : 
^zählige gleiche Symmetrieaxen von verschiedener Richtung können entweder 
nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen oder parallel den Verbin- 
dungslinien des geometrischen Mittelpunktes und der Eckpunkte des regel- 
massigen Oktaeders verlaufen. 



S S — G. Dio mfiglicheD Arten und Rjchluogen vod Symmetrleaieo etc. 199 

Eodlich erhall man für n 3= 6 den Wertb : 

y = *(3-p) 

der nur türp = % positiv wird. Hierher gehOrt also das sphärische Zwei- 
ock mil dem Flacheninhalt: 



d. h, d-zithlige gleiche Symmelrieaxen von verschiedener Richtung können nur 
nach swei einander entgegengesetzten Kichlungen verlaufen. 

Es seien o' . , . a^p gleiche n-zühlige Symmelrieaxen (6 > n >■ 2), 
welche wie die Radien nach den Ecken eines sphürischen p-Ecks gerichtet 
sind. Eine n-tublige Drehung der Kugel um o' fuhrt das sphärische ^Eck 
in eine neue Lage auf der Kugeloberflüche, in der es mit einer Seite an der 




Fig. 117. 



Fig. H8. 



früheren anliegt. Dio Radien nach den neuen Eckpunkten müssen wieder 
n~z9hlige Symmetrieaxen sein. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhält 
man doch nur eine endliche Zahl von Symmetrieaxen. Denn die sphä- 
rischen Vielecke, nach deren Eckpunkten gleiche n-zählige Symmetrieaxen 
verlaufen und deren Inhalte, wie wir gesehen haben : 
K ^ K „ K 



sind, besitzen die Eigenschaft, die Kugeloberfläche lückenlos zu schliessen. 
Ilicrüus crgiebt sich: 

Sind zwei gleiche 3-züklige Symmetrieaxen von verschiedener, aber 
nicht entgegengesetzter Richtung vorhanden, so existiren nach zwei gleiche 
Symmetrieaxeti dieser Art, welche mit jeiien wie die Radien nach den Ecken 
eines regelmässigen Tetraeders oder wie die Eckeudiagonalen eines Würfelt 
gerichtet sind. Sind zwei gleiche 4-3{Uilige Symmetrieaxen von verschiedener, 
aber nicht entgegengesetzter Richtung vorhanden, so existirt noch eine dritte 
Symmetrieaxe dieser Art. Die drei Aocen sind gerichtet wie die Edcendiago- 
nalen eines regelmässigen Oktaeders. 
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Damit sind die Richtungen für gleiche n-zählige Symmetrieaxen (n 
= 3, 4) erschöpft. Es müssen gleiche 4-zahlige Axen wie die Eckendia- 
gonalen des regelmässigen Oklaöders (Fig. 
117, Seite 199), gleiche 3-zahlige wie 
die Eckendiagonalen des Würfels (Fig. 118, 
Seite 199) oder wie die Eckendiagonalen 
des regelmässigen Tetraeders (Fig. 119) 
gerichtet sein. Bezeichnet man die Ecken- 
diagonalen des Oktaeders mit : 




7t' 



7t' 



7t' 



vorn rechts oben 

die nach den oberen Würfelecken gerich- 
teten Diagonalen mit: 

Fig. 449. ^0^ jl^ J2^ J3 

vom rechts hinten rechts vorn links hinten links 
und die Eckendiagonalen des Tetraeders mit : 

d\ dl, d^, d^ 

hinten links hinten rechts vorn links vorn rechts 

unten oben oben unten 

so haben in diesen Fällen die Winkel ^ zwischen benachbarten Symmetrie- 
axen folgende Werthe. Im Oktaeder ist : 

2 = (tT^TT») = (7t^7t^) = (TT» 7t^) = 90» 

Da die Ranlenlängen , Flächcndiagonalen und Eckendiagonalen des 
Würfels sich verhalten wie : 

1 : V2 : V3 
so ist : 

cos i (5M») = Vi 

also: 

2 = (do^i) = (01^3) = (<J3<J2) = (^2^0) = 700 3V 43^6" 

Die Kantcnlängen des Tetraeders verhalten sich zu den Verbindungs- 
linien des Mittelpunktes mit den Ecken wie : 

ya : i y3 

folglich ist : 

sin \ (d^ d^) = Vi 
also : 

2 = (<Jid2) = (^2^3) = (^3<ji) = . . . = i09o 28' 16,4" 

Dass in der That 4-zählige und 3-zählige Symmetrieaxen nach anderen 
Richtungen unmöglich sind, ergiebt sich daraus, dass anderenfalls Axen 
von dieser Zähligkeit vorhanden wären, welche mit gleichen Axen kleinere 
Winkel bildeten, als die im Vorstehenden angegebenen Winkel 2; letztere 
wurden aber unter der Voraussetzung abgeleitet , dass kein anderes Paar 
gleicher n-zähliger Axen einen Winkel <^ 2 einschliesse. 
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§5. 

Es sollen jetzt die möglichen Arten und Richtungen von ver- 
schiedenen Symiuctrieaxen in einem und demselben Krystallflächen- 
complex aufgesucht werden *) . 

Es sei eine zweiseitige n-zählige Symmetrieaxe y vorhanden. Ihre 




Fig. 420. 




I? 



Schnittpunkte mit der Kugel seien y und /. Dann muss nach der Erklärung 
einer zweiseitigen Symmetrieaxe in § 3 die Polfigur derart mit sich selbst 
zur Deckung gebracht werden können; dass die Richtung /p so verläuft, 
wie vorher die ent- 
gegengesetzte Rich- 
tung. Dazu ist eine 
Drehung der Polfigur 

um -— = 180® um 

iL ^ 

eine zur Axe y senk- ^ <^ -—f- 1 ^ — 

rechte Gerade erfor- 
derlich. Also muss 
eine zu y senkrechte 
2-zUhlige Symme- 
trieaxe a vorhanden *''ig- <2*. 
sein. Da nun / eine 

n-zählige Symme- 2 

trieaxe ist, so muss a nach jeder Drehung um — mit einer ihr gleichen 

Symmetrieaxe zusammenfallen. Man erhält demnach für: 

n = 6, drei unter -^ = 60*^ zu einander geneigte zweiseitige Queraxen : 

6 

«jäi, ajöfj, a^a^; 
n = 4, zwei unter -T- = 90^ zu einander geneigte zweiseitige Queraxen: 




t 

Fig. 423. 



*) L. Sohncke, a. a. 0. S. 48—60. 
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S/r 
n == 3, drei unter -5- = 120® zu einander geneigte einseitige Queraxen : 

o 

n = 2, eine zweiseitige Queraxe aa. 

Die Richtungen dieser Queraxen sind in Fig. 120 — 123 durch voll- 
ständig ausgezogene Linien dargestellt. 

Das Vorhandensein der Symmetrieaxen y und a bedingt, dass auch 
noch 2-zahiige Symmetrieaxen existiren, welche die Winkel der Axen a 

halbiren. Denn nach einem Satze von Euler*) sind 
zwei »nach einander auszuführende Drehungen um 
zwei sich schneidende feste Axen q und a des Rau- 
mes um die Drehwinkel r und d zusammen aequi- 
valent einer Drehung um eine durch denselben 
Punkt gehende dritte Axe t um den Drehwinkel t. 
Um r zu finden, beschreibe man mit beliebigem 
Radius eine Kugel um den Schnittpunkt der ge- 
gebenen Axen Q und a. Von den beiden Schnitt- 
Fig. 4 24. punkten einer jeden Axe mit der Kugelflache kommt 

nur je einer, den man beliebig wählen kann, in Be- 
tracht (siehe Figur 124). Nun zieht man auf 

der Kugelfläche zwei grösste Kreise, indem man erstens im Schnitt- 
ig 
punkt Q der ersten Axe ihren halben Drehwinkel ^ an den durch die Axen 

Q und a gehenden grössten Kreis anträgt, — und zwar auf derjenigen Seite 
dieses Kreises, von welcher her die Drehung erfolgt, — und zweitens im 

Schnittpunkt a der zweiten Axe den dieser zugehörigen Drehwinkel - , — 

jedoch auf der Seite des grössten Kreises q a, nach welcher hin die Drehung 
erfolgt — : dann bestimmen die Schnittpunkte 7; dieser zwxi grössten Kreise 
die Lage der gesuchten dritten Axe t, und der bei t befindliche Aussen- 

Winkel des sphärischen Dreiecks Qa% ist ihr halber Drehwinkel —.a — 

z 

Nach diesem Satze sind eine Drehung um die Symmetrieaxe v um — und 

n 

2/r 
eine Drehung um die Symmetrieaxe a um -^ zusammen aequivalent einer 

Drehung um eine Axe /?, welche senkrecht auf y steht und mit a den 

Winkel — einschliesst, um den Drehwink cl -^. Demgemäss ist^// eine 

2/r 
2-zählige Symmetrieaxe, welche den Winkel - - zweier Nachbaraxen a 

halbirt. Man erhält für: 



*) Vgl. Sohncke, a. a. 0. S. 31. — W. Scholl. Theorie der Bewegung und 
Kräfte. 3. AuQ. Leipzig. 4879, 1, 174. 
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n = 6, drei zweiseitige Queraxen : ßißu ß^ßii ßzßz j 

n = 4, zwei zweiseitige Queraxen : ßx ßt, ßiß^ '■* 

n = 3, drei einseitige Queraxen: «i, «2, «3, welche mit ai, «2» ^3 ^^^ 

Lage nach zusammenfallen, aber entgegengesetzt gerichtet sind; 
n == 2, eine zweiseitige Qucraxe ß'ß. 

In Fig. 120 — 123 auf Seite 201 sind die Richtungen dieser Axen durch 
gestrichelte Linien dargestellt. — Als Ergebniss dieser Betrachtung können 
wir den folgenden Satz aussprechen : 

Das Vorhandensein einer zweiseitigen n-zähligen Symmetrieaxe bedingt^ 
dass senkrecht zu dieser Aooe : 

a) 2-zählige, unter einander gleiche Symmetrieaxen^ nach n Richtungen^ 

deren je zwei Nachbarrichtungen den Winkel — einschliessen, und 

b) 2-zühlige, unter einander gleiche Symmetrieaxen^ deren Richtungen 

die Winkel — der vorigen halbiren, vorhanden sind. 

n » 

Wendet man den Eule raschen Satz auf den Fall an, dass drei gleiche 
4-zahlige Symmctrieaxen nach den Ecken des regelmässigen Oktaeders ver- 
laufen, so findet man, dass gleichzeitig vier 3-zählige, unter einander gleiche 
Symmetrieaxcn nach den Flächenmitten und sechs 8-zahlige, unter 
einander gleiche Symmetrieaxen nach den Rantenmitten dieses Polyäders 
gehen (s. Fig. 117). In analoger Weise ergiebt sich für den Fall, wo vier 
gleiche 3-zahlige Symmetrieaxcn wie die Eckendiagonalen des Würfels ge- 
richtet sind, dass gleichzeitig sechs gleiche 2-zählige Symmetrieaxen nach 
den Kantenmitten und drei gleiche 4-zUhligc nach den Flächenmitten des 
Würfels vorhanden sind (Fig. 118). Diese Symmetrieaxen sind ebenso ge- 
richtet, wie die gleichzähligen Axen des regelmässigen Oktaeders. Endlich 
erhält man in dem Falle, wo drei gleiche einseitige 4-zählige Symmetrie- 
axen nach den Ecken des regelmässigen Tetraöders verlaufen, noch drei 
gleiche zweiseitige und 2-zählige, auf einander senkrecht stehende Sym- 
metrieaxen, welche gegenüberliegende Kantenmitten des Tetraüders ver- 
binden (Fig. 119). 

§6. 

Symmetrieebene eines Krystallpolyt*ders nennt man eine Ebene, 
in Bezug auf welche die Flächen und Kanten des Polyüders sich paarweise 
ordnen, derart, dass die von einem Flächen- oder Kantenpaare begrenzten 
und auf der Symmetricebeno senkrecht stehenden Geraden von dieser 
Ebene halbirt werden. Eine Symmetrieebene theilt einen Krystall so, dass 
die eine Uälfte das Spiegelbild der anderen in Bezug auf die Symmetrie- 
ebene ist. 

Eine Symmetrieebene hat die Richtung einer möglichen Krystallfläche^ 
denn sie ist der geometrische Ort der Kanten, in denen entsprechende 
Krystallflächen sich schneiden. 
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Die Normale einer Symmetrieebene eines centrisch-symmetrischen KrystcUl- 
polye'ders ist eine gradzählige Symmetrieaxe, Das Vorhandensein einer 
Symmetrieebene s bedingt, dass zu einer beliebigen Kante a des Polyi^ders 
die Kante a' gehört, welche unter demselben Winkel gegen s geneigt ist wie a 
und die Eigenschaft hat, dass der Nebenwinkel von [a a') durch die Normale 
a von s halbirt wird. Da das Polyeder ein Centrum C der Symmetrie be- 
sitzen soll, so existiren zwei Kanten ä und a\ welche zu a und a' parallel 
laufen, derart, dass die Abstände von a und ä, a' und a' in C halbirt 
werden. Die Normale a von 5 in C halbirt dann die von gleich werthigen 
Kanten eingeschlossenen Winkel (a ä') und (a' a) (s. Fig. 125). Stellen wir 
uns nun vor, dass et und a' beweglich seien ^ so würden sie durch eine 
Drehung um 180<> um a mit a' und a zur Deckung kommen. Daraus folgt, 
dass nach der in § 3 aufgestellten Definition die Normale a eine gradzählige 
Symmetrieaxe sein muss. 

Aus diesem Beweise erhellt zugleich, dass auch die Umkehrung des 

vorstehenden Satzes gültig ist, d. h. dass die attf 
einer gradzähligen Symmetrieaxe eines centrisch- 
symmetrischen Krystallpolyd'ders senkrecht stehende 
Ebene eine Symmetrieebene des Polyeders ist. 

Die Normalebene einer 3 -zähligen Symme- 
trieaxe ist also auch dann keine Symmetrieebene, 
wenn das betreflFende Krystallpolyöder ein Gentrum 
der Symmetrie besitzt. Hierfür bieten die holo- 
edrischen und die pentagonal-hemiedrischen Kry- 
stalle des regulären Systems, sowie die rhomboe- 
drisch-hemiedrischen Krystalle des hexagonalen 
Systems Beispiele dar. 
Es ist jetzt leicht einzusehen, dass ein Centrum der Symmetrie, eine 
gradzählige Symmetrieaxe und eine zu ihr senkrechte Symmetrieebene drei 
Elemente darstellen, die so verbunden sind, dass die Gegenwart zweier unter 
ihnen immer das Vorhandensein des dritten nach sich zieht. 

Schneiden sich m gleiche Symmetrieebenen in einer Geraden, so ist 
die letztere mindestens eine m-zählige Symmetrieaxe *) . 

§7- 
Fassen wir jetzt die Ergebnisse von § 3 — 6 zusammen, so gewinnen 

wir eine Eintheilung derjenigen Krystallpolyüder, welche Symmetrieaxen 

besitzen. Die in Klammem hinzugefügten Benennungen bezichen sich auf 

die tabellarische Uebersicht der Krystallsysteme in § 5 des zwölften Kapitels. 

n = 6. 

Krystallpolyöder mit einer 6-zähligen Symmetrieaxe. 

(Erste Abtheilung des hexagonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen 3-1-3 zweiseitige 

und 2-zählige Queraxen. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so 

*} A. Bravais. M6m. sur les polyddres de forme symötrique. Theoreme. XIV. 
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sind die auf diesen 7 Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrie- 
ebenen. 

b) Die Axe ist einseitig ; ist ein Gentrum der Symmetrie vorhanden, 
so ist die auf ihr senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

n = 4. 

A. Krystallpoly^der mit einer 4-zähligen Symmetrieaxe. 

(Erste Abtheilung des tetragonalen Systems.) 

a] Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen 2-f-^ zweiseitige 
und 2-zUhlige Axen. Ist ein Gentrum der Symmetrie vorhanden, so sind 
die auf diesen 5 Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 

b) Die Axe ist einseitig; ist ein Gentrum der Symmetrie vorhanden, 
so ist die auf ihr senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

B. Krystallpolyi^der mit drei zu einander senkrechten gleichen 4-zähligen 

Symmetrieaxen. 
(Erste und zweite Gruppe des regulfiren Systems.) 

Diese Axen sind zweiseitig und werden begleitet von vier gleichen 3-zäh- 
ligen und sechs gleichen 2-zähligen Axen, die ebenfalls zweiseitig sind. 
Ist ein Gentrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den 4-zähligen 
und den 2-zähligen Axen senkrecht stehenden 9 Ebenen Symmetrieebenen. 

n = 3. 

A. Krystallpolyöder mit einer 3-zähligen Symmetrieaxe. 
(Zweite Abthciluug des hexagonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen drei 2-zühlige 
Axen. Ist ein Gentrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den 
2-ziihligen Queraxen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 

b) Die Axe ist einseitig. Auch in dem Falle , wo ein Gentrum der 
Symmetrie vorhanden ist, existirt keine Symmetrieebene. 

B. Krystallpolyäder mit vier gleichen 3-zähligen Symmetrieaxen, welche 
wie die Eckendiagonalen des Würfels gerichtet sind. 

Dieser Fall ist identisch mit n = 4,.B. 

G. Rrystallpolyöder mit vier gleichen 3-zähIigen Symmetrieaxen, welche 
wie die Radien nach den Ecken eines regelmässigen Tetra(^ders 

gerichtet sind. 

(Dritte, vierte und fünfte Gruppe des regulären Systems.) 

Die Axen sind einseitig und werden begleitet von drei gleichen 2-zäh- 
ligen Axen, welche die Mitten gegenüberliegender Kanten des Tetraeders 
verbinden. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die drei, 
auf den 2-zähligen Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 
Wenn kein Gentrum der Symmetrie vorhanden ist, so können die sechs, 
durch je eine 2-zählige Axe gehenden und die Winkel der beiden anderen 
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S-zUhligen Axon halbirenden Ebenen Symmetrieebenen sein, da ihre 
Normalen nicht Symmetrieaxen sind. 

w = 2. 

A. Krystallpolyöder mit einer 2-zühligen Symmetrieaxe. 

(6. Gruppe des tetragonalen Systems. 3. Gruppe des rhombischen Systems.) 

(Monoklincs System.) 

Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so ist die auf der Axo 
senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene, 

B. Krystallpolyiidcr mit drei zu einander senkrechten ^-zUhligen Sym- 

metrieaxen. 

a) Von den drei Axen sind zwei einander gleich. 

(4. Gruppe des tetragonalen Systems.) 
Die beiden, durch die dritte Axe gehenden und die Winkel der beiden 
gleichen Axen halbirenden Ebenen sind Symmetrieebenen. 

b) Die drei Ax-en sind ungleich. 

(5. Gruppe des tetragonalen Systems. 4. und 2. Gruppe des rhombischen Syslenvs.) 
Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den Axen 
senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 
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Wir haben die Gesammtheit der an einer bestimmten krystallisirten 
Substanz möglichen Krystallflüchen als den Krystallflüchencomplex der 
Substanz bezeichnet. Ist dieser Complex in ir^^end einer Beziehung sym- 
metrisch, so erfordert das Vorhandensein -einer beliebigen Flache in dem- 
selben die Existenz anderer Flachen, welche mit jener eine Gruppe von 
untereinander glcichwerthigen Flachen bilden. An einem vollkommen aus- 
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krystallisu*ten Körper wird von einer Gruppe gleichwerthiger Flächen 
niemals eine ohne die anderen auftreten'''). 

Man denkt sich die an einem Krystalle vorhandenen , untereinander 
gleich werthigen Flachen zu einer selbständigen Gestalt, welche einfache 
Kry stallform genannt wird, vereinigt. Es giebt ringsum geschlossene 
Krystallformen und andere, welche für sich ein endliches Stück des Raumes 
nicht begrenzen. Die Zahl der Flachen einer einfachen Form hangt von 
den Symmetrieeigenschaften des Krystalles ab. 

Ein Krystallpolyeder , welches von den Flächen mehrerer einfachen 
Formen gebildet wird, hcisst eine Gombination dieser Formen. Die Ge- 
sammtheit aller an einer bestimmten krystallisirten Substanz möglichen 
einfachen Krystallformen wird nach Mohs die Krystallreihe, nach 
Naumann der Krystallformencomplex der Substanz genannt. 

§2. 

Die Zahl der Flachen einer einfachen Krystallform, von denen keine 
zu einer Symmetrieaxe parallel oder senkrecht ist, betragt : 

2{1 + A^2 + 2.V3 + 3iV4+5iVe) 

wenn JVj • • iVg die Anzahlen der 2-, • •, 6-zahligen Symmetrieaxen be- 
deuten und wenn jede dieser Axen in zwei entgegengesetzten Richtungen 
verlauft**). In der That, das Vorhandensein einer 9-zahligen Symmetrie- 
axe bedingt^ dass zu einer gegebenen Flache von der angegebenen Re- 
schaffenheit q — 1 zugehörige Flachen existiren. Ist also iV^ die Anzahl 
der g-zahligen Symmetrieaxen, so sind : 

gleiehwerthige Flachen vorhanden. Wiederholt man dieses Verfahren bei 
den übrigen Symmetrieaxen, so erhalt man, da nur 2-, 3-, 4-, 6-zahlige 
Symmetrieaxen auftreten können^ die Zahl : 

4+iVj + 2iV3-h3iV4+5iVe 

und für den Fall, dass jede Axe nach zwei entgegengesetzten Richtungen 
verlauft, die doppelte Anzahl. 

Diejenigen Krystalle, welche den höchsten Grad der Symmetrie dar- 
bieten, besitzen sechs 2*zahligc, vier 3-zahlige und drei i-zählige Sym- 
metrieaxen, von denen jede nach zwei entgegengesetzten Riehtungen ver- 
lauft. Aus der vorstehenden Formel ergiebt sich denmach für : 

*) Diese Eigenschaft der Krystalle wurde von H. J. IIa u y erkannt : Sur une loi de 
cristallisation appeleo loi de symotrie. Mem. du Mus<>uni d'Hist. natur. 1815. t. I ; 
Übersetzt und mit Anmcrk. begleitet von F. C. Kessel: llauy's Ebenmaassgesetz der 
Kr>'StallbilduDg. Frankfurt 484 9. 

♦*) A. Bravais, Etudes cristallogr. Journ. de l'ficole Polytechn. XXXIV. Cahicr, 
pag. 4 08. 



das$ eino einfache Krystallfor 
werden kann. 



btichslens von 48 Flüchen unischlossen 



Die Flüchen einer oinfachen Krystallform erhalten Symbole, in denen 
dieselben Indices, nur in anderer Beihenfolge und rail anderen Vorzeichen, 
auftreten, wenn man die Fundamentalkiinten und die EinheilsHüche so 
wühlt, dass schon durch diese Wahl die (geometrische Symmetrie des 
Krystalies zum Ausdrück gelangt. Man sagt in diesem Falle, der Krjstall 
sei nuf sein krystallographisches Axensystom hezagen. Dns 
Symbol einer im positiven Oktanten gelegenen Flüche einer einfachen 
Krystallform wird dann als Symbol für die ganze Form benutit*). 

Beispiel. Win) die in Fig. 126 dargestellte Krystallfornt auf die 
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gleichwerthigen S-ziihligcn Symmelrieaxen «i, a^ und auf die vertimle 
i-zühlige Symmetrieaxo y bezogen, so erhalten die Flüchen dieser Form 
folgende Indices : 

hkt, khl, ftA/, hkl, hkl, khl, khl, hÜ 

kkl, khl, khl, hkl, hkl, k'h'l, khl, kkl 

worin h'^k ist. Man bezeichnet nun die ganze Form dadurch, dass man 

das Symbol der Flüche kkl durch runde Klammern umfassl: 

(4*1) 

Eine Uebersicbt der acht oberen Flüchen dieser Form gewührl die 



*) Die BedeuluDg der sogeoannleD kryslallogrspbitichcn Axcn wurde von Chr. S. 
Weiss erkannt. Vgt. •Dynamische Aosichl der KryMa1lisalion> in der CeberselzunR di-s 
Lehrbuclies der Mineralogie von Hauy. 1804. 1 , 16t und die Dlsscrl. De indagniiito (nr- 
marnm crystallinanim charactere geomctrico principnii disserlatlo. I.ipslae ISIS. 
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stereographische Projection ihrer Polfigur Fig. i27, welche zugleich die 
Symmetrieeigenschaften der Form abzulesen gestattet. 

Zuweilen bedingen die Symmetrieverhältnisse eines Krystalles, dass 
für ihn mehrere von einander verschiedene krystallographische Axensysteme 
möglich sind. So bieten sich für die Krystalle, welche nur eine Symmetrie- 
ebene und eine auf ihr senkrecht stehende 2-zählige Symmetrieaxe be- 
sitzen, zwei Arten von krystallographischen Axensystemen dar, durch 
welche die Symmetrie dieser Krystalle vollständig zum Ausdruck gelangt. 
Ein Axensystem der ersten Art besteht aus der Symmetrieaxe und irgend 
zwei in der Symmetrieebene gelegenen Kantenrichtungen; eines der 
zweiten Art wird gebildet von zwei zur Symmetrieebene symmetrisch 
liegenden Kantenrichtungen und einer in der Symmetrieebene, aber nicht 
mit den ersteren beiden Kanten in einer und derselben Ebene gelegenen 
Kante. Im ersten Falle werden die drei Axeneinheiten von einander 
verschieden sein müssen ; im zweiten müssen zwei Einheiten ^einander 
gleich sein. Die monoklinen Krystalle wurden von Chr. S. Weiss auf 
Axensysteme der ersten Art, von L^vy auf solche der zweiten Art 
bezogen *) . 

Auch der in Fig. 4 26 dargestellte Krystall kann auf zwei verschiedene 
krystallographische Axensysteme bezogen werden, indem die gleichen Axen 
aiunda2, welche auf einander senkrecht stehen, durch die ebenfalls 
gleichwerthigen Halbirungslinien ihres Winkels und ihres Nebenwinkels 
ersetzt werden können. 

§*• 

Das Symbol einer Fläche einer einfachen Krystallform enthält noth- 
wendig drei von einander unabhängige Indices. Aber nur die Ver- 
hältnisse derselben, also nur zwei von einander unabhängige Grössen, 
sind völlig bestimmt. Ist nun ein Krystall, dessen Symmetrieeigenschaften 
bekannt sind, auf ein krystallographisches Axensystem bezogen, derart, 
dass seine geometrischen Constanten gegeben sind, so ist also im Allge- 
meinen und höchstens die Kenntniss zweierWinkel erforderlich, um 
die Indices der Flächen einer seiner einfachen Formen zu bestimmen. Da 
es einfache Krystallformen giebt, deren Flächen unter einander mehr als 
zwei, ihrer Grösse nach von einander verschiedene Flächenwinkel ein- 
schliessen (wie z. B. die in Fig. 426 dargestellte Form, welche dreierlei 
Kanten ^, rj, ^ und demnach drei verschiedene Flächenwinkel besitzt), so 
können die Flächenwinkel einer solchen Form nicht unabhängig von 
einander sein, sondern müssen durch Relationen verknüpft werden, 
welche uns gestatten, aus je zweien der Winkel die übrigen zu berechnen. 
Diese Relationen fliessen aus der Fundamentalgleichung der räumlichen 



*] Vgl. heitiglich der L6vy*schen Aufstellung und Bezeichnung der Krystalle das 
letzte Kapitel dieses Buches. 

L i e b i f e b , Oeometr. Kryt tallogr. 4 4 
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Goniometrie als iiirer gomeinsameu Quelle'*), wie bei der Beschreibung der 
einzelnen Kryslallformen gezeigt werden soll. 

Sind Tt^Tt^/t^ die Axen, v^v'^v^ die Normalen der Axenebenen, v die 
Normale der Flüche h, so besteht nach Formel (5) in § 7 des sechsten Kapitels 
die Relation : 

3 

z/ = 2" c^j. sin (/)•) sin (p^) cos [vv*) cos [vv^) 

ik=\ 

Sind die Axenebenen zugleich Symmetrieebenen, so halbiren sie die 
Nebenwinkel derjenigen Winkel (a), {ß), (y), welche die Flüche h mit den 
drei, in Beziehung auf jene Symmetrieebenen ihr zugehörenden Flächen 
einschliesst; oder mit anderen Worten, so sind die Winkel zwischen der 
Flache h und den Axenebenen die Complementwinkel der Flächenwinkel 

i-j, j'-j, KJ. Demnach ist in diesem Falle: 

cos (i/v^)= '^"Mäl 
cos 



.'OS {vv'^) = sinr^j 
s (vv^) = sin K j 



cos 

§5. 

Alle Kryslallreihen, welche dieselben Symmetrieeigenschaflen besitzen, 
' vereinigt man in eine Gru[)pe. Alle Gru|)|)en, welche dasselbe krystallo- 
graphistihe Axensystem besitzen, werden in ein Kr y stall System zu- 
sammengefasst. 

Tabellarische Uebersicht der Krystallsysteme. 

L Reguläres System. 

Alle Kryslallformen des regulären Systems besitzen vier gleiche 3-zäh- 
lige Symmetrieaxen parallel den Verbindungslinien gegenüberliegender 
Ecken eines Würfels. Ihr krystallographisches A'xensyslem wird von drei 
gleichen Axen, welche den Kanten jenes Würfels parallel gehen, gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
13 Synmietrieaxen : ausser den vier gleichen 3-zähligen noch drei gleiche 
4-zählige parallel den Kanten und sechs gleiche 2l-zähligc parallel den 
Flächendiagonalen des Würfels. Daraus geht hervor, dass diese Formen 
9 Symmetrieebenen haben , drei gleiche parallel den Flächen und sechs 
gleiche parallel den Verbindungsebenen gegenüberliegender Kanten des- 
selben Würfels. 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen dieselben Symmetrieaxen wie die 

*) Th. L. Ucber die Relationou zw. den Fltichenw. d. einf. Kr>'stallf. Zeitschr. f. 
Kr>'stallogr. 4880. 4, 263—973. 
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der 4 . Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie, daher auch keine Sym- 
metrieebene. 

Die Formen der 3« Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
7 Symmetrieaxen : ausser den vier gleichen 3-zähIigen von nur einer 
Richtung noch drei gleiche 2-zählige parallel den krystallographischen Axen. 
Demgemüss sind nur drei Symmetrieebenen parallel den WUrfelflächen vor- 
handen. 

Die Formen der 4* Gruppe besitzen ebenfalls 7 Symmetrieaxen von 
nur einer Richtung wie die Formen der 3. Gruppe, aber kein Centnim 
der Symmetrie. Sechs gleiche Symmetrieebenen liegen wie die Verbin- 
dungsebenen gegenüberliegender Kanten des Würfels. 

Auch die Formen der 5. Gruppe besitzen 7 einseitige Symmetrieaxen 
wie die der 3. und 4. Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine 
Symmetrieebenen. 

II. Hexagonales System. 

Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Krystallformen sind durch das Vorhandensein 
einer 6-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. Ihr krystallographisches 
Axensyslem wird von dieser Axe und drei gleichen, unter einander 60® ein- 
schliessenden Queraxen gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Cenlrüm der Symmetrie und 
7 Symmetrieaxen : ausser der 6-zähligen Axe noch 3 + 3, zu ihr senkrecht 
stehende, sich unter 30<^ schneidende 2-zHhlige Symmetrieaxen, von denen 
die abwechselnden, mit einander 60® elnschliessenden gleichwerthig sind. 
Demnach sind die durch die 2-zäh1igen Axen gehende Ebene und die 
3 -f- 3, durch die 6-zühlige und je eine ä-zUhlige Axe gehenden Ebenen 
Symmetrieebenen . 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen 7 Symmetrieaxen wie die der 
4 . Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
6-zühlige Symmetrieaxe und eine zu dieser senkrecht stehende Symmetrie- 
ebene. Da keine zu der 6-zähligen Axe senkrecht stehende Symmetrie- 
axe vorhanden ist, so ist es nicht möglich, eine solche Form mit sich zur 
Deckung zu bringen, derart, dass die 6-zilhlige Axe nun nach entgegen- 
gesetzter Richtung wie vorher verliefe. Diese Axe ist also einseitig. 

Zweite Abtheilung. 

Für die Formen dieser Abtheilung ist das Vorhandensein einer 3-zäh- 
ligen Symmetrieaxe charakteristisch. Ihr krystallographisches Axensystem 
wird von dieser Axe und drei gleichen Queraxen gebildet. 

Die Formen der 4. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
ausser der 3-zähligen Axe noch zu dieser senkrecht stehend drei, unter 60® 
zu einander geneigte 2-zühlige Nebenaxen. Demgemäss sind die drei, durch 
die Hauptaxe gehenden und auf den Nebenaxen senkrecht stehenden Ebe- 
nen Symmetrieebenen. 

4 4* 
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Die Formen der 5. Gruppe besitzen 4 Symmetrieaxen , wie die der 
4. Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 6. Gruppe besitzen eine einseitige 3-zilblige Symmetrie- 
axe und ein Centrum der Symmetrie, aber keine Symmetrieebene. 

III. Telragonales System. 
Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Formen sind durch das Vorhandensein einer 
4-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. Ihr krystallographisches Axen- 
System wird von dieser Axe und zwei gleichen, auf ihr und auf einander 
senkrecht stehenden Nebenaxen gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
5 Symmetrieaxen : ausser der 4-zähligen Axe noch 2 + 2, zu ihr senkrecht 
stehende, sich unter 45<> schneidende 2-zähiige Symmetrieaxen, von denen 
die abwechselnden, auf einander senkrecht stehenden glcichwerthig sind. 
Demnach sind die fünf, zu diesen Axen senkrechten Ebenen Symmetrie- 
ebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen ebenfalls 5 Symmetrieaxen von 
derselben Ordnung, aber kein Centrum der Symmetrie und daher auch 
keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
4-zählige Symmetrieaxe und eine zu dieser senkrecht stehende Symmetrie- 
ebene. Es ist nicht möglich, eine solche Form mit sich selbst zur Deckung 
zu bringen, derart, dass ihre Axe nun nach entgegengesetzter Richtung 
wie vorher verliefe. Diese Axe ist also einseitig. 

Zweite Abtheilung. 

Den Formen dieser Abtheilung ist eine 2-zählige Symmetrieaxe gemein. 

Bei den Formen der 4. Gruppe stehen zu dieser Axe zwei gleiche, 
unter einander 90^ einschliessende Nebenaxen senkrecht; ihre Winkel 
werden halbirt durch zwei, sich in der ersten Axe schneidende Symmetrie- 
ebenen. Eine dritte Symmetrieebene ist nicht vorhanden. 

Die Formen der 5. Gruppe besitzen dieselben Symmetrieaxen , aber 
keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 6. Gruppe besitzen ausser einer einseitigen 2-zähligen 
Symmetrieaxe keine weiteren Symmetrieelemente. 

IV. Rhombisches System. 

Die Formen dieses Systems besitzen drei auf einander senkrecht 
stehende ungleiche S-zählige Symmetrieaxen. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ausserdem ein Centrum der Sym- 
metrie und daher drei auf den Axen senkrechte Symmetrieebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe haben keine weiteren Symmetrieelemente. 

V. Monoklines System. 
Die Formen dieses Systems sind durch das Vorhandensein einer 2-zah- 
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ligen Symaielrieaxe eharakterisirt. Ist ein Gentruin der Symmetrie vor- 
handen, so ist die auf der Axe senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

VI. Triklines System. 

Die beobachteten Formen sind centrisch-s^mmetrisch. 

Aus dieser Zusammenstellung ergiebt sich, dass ein Kristallsystem 
keineswegs die Gesammlheit derjenigen Krystallformen , welche gleichen 
Grad der Symmetrie besitzen, umfasst. Die verschiedenen Gruppen eines 
und desselben Systems sind durch verschiedene Symmetrieeigenschaften 
eharakterisirt; sie besitzen aber dasselbe krystallographische Axensystem 
(§3). 

Dass die Nauman n'sche Definition : ein Krystallsystem ist der Inbegriff aller mög- 
lichen Formen, welche, bei gleicher Zahl und bei demselben allgemeinen Neigungsver- 
hältnisse der Coordinatebenen , dasselbe allgemeine Grösscnverhältniss der Axcn be- 
sitzen — nicht zutreffend sein kann, ergiebt sich schon daraus, dass nach dieser Begriffs- 
bestimmung das sog. d i kl ino^drisc he Krystallsystem, dessen Formen ebenso wie 
die des triklinen Systems nur ein Centrum der Symmetrie besitzen , eine selbständige 
Stellung erhalten müsste. Vgl. über dieses von Mitscher lieh, Pogg. Ann. 18t6, 8, 
427 errichtete System: Naumann, Lehrb. d. Krystallogr. 4830, 2, 95—417; Elem. 
theoret Kryst. 4856, 353. Kupffer, Handb. d. rechn. Krystallon. 4830, 456 — 484. 
Quenstedt, Meth. d. Kryst. 4840, 429. von Kobell. Gelehrte Anzeigen. München. 
Bulletin der math. phys. Klasse. Staurosk. Beob. 4 856. 48, 22. vonZepharovich. 
Sitzungsber. Wien. Akad. 4862, 45, (4), 499. A. Dufr^noy. Trait^ de Min. Paris. 
4844, 1, 449. H. Marbach. Ueber »H^miödrie non superposable« oder »gewendete 
Krystallformen«. Programm. Breslau. 4864, 4 0. 

Nennt man Hauptaxe eine Symmetrieaxe , in der sich zwei oder 
mehr gleichwerthige Symmetrieebenen schneiden oder auf der zwei oder 
mehr gleichwerthige Symmetrieaxen senkrecht stehen , so ordnen sich die 
Krystallsysteme in drei Klassen : 

A. Krystalle mit drei auf einander senkrocht stehenden 

Hauptaxcn. 

I. Reguläres System. 

B. Krystalle mit einer Hauptaxe. 

II. Hexagonales System. 

III. Tetragonales System. 

C. Krystalle ohne Hauptaxe. 

IV. Rhombisches System. 
V. Monoklines System. 

VI. Triklines System. 

Diese Anordnung ist auch durch die physikalischen Eigenscha/ton der Krystalle zu 
begründen (vgl. P. Groth. Physikal. Krystallogr. Leipzig. 4876. 48S. Dass die Bezeich- 
nung der regulären Krystalle als »isotrope« nicht richtig sei , wurde von Soh n cke her« 
vorgehoben. Entwickig. e. Theorie d. Krystailstr. Leipzig. 4879. 187). — Ueber andere 
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Delinitiunon für »llauptaxe« vgl. Bravais. Mem. sur les polyedres de forme symötriquc. 
In: Liouville. Journ. de Mathöm. XIV. Mai 1849. Detiii. VIII. Sohncko a. a. 0. S. 48. 

§6. 

Die einfachen Formen der Gruppen eines Krystallsystems stehen unter 
einander in geometrischen Beziehungen, derart, dass man die Formen 
der weniger symmetrischen Gruppen aus denen der höchst symmetrischen 
durch eine gesetzmUssige Auswahl der FlHchen ableiten kann"^]. 
Eine Form , welche nur die Hulfte oder nur den vierten Theil der Flächen 
einer anderen besitzt , heisst ein II e m i d e r oder ein Tetarto^der der 
letzteren^ welche mit Rticksicht auf die Möglichkeit einer ZerfUllung in Par- 
tialformen Hole Oder genannt wird. Zu jeder hemi^drischen Form gehört 
eine correlate Form, welche mit jener vereinigt wieder die holoödrische 
Form bildet. Zwei correlate Hemi^der sind aber in ihrem Auftreten nicht 
an einander gebunden. Sie verhalten sich in dieser Hinsicht wie irgend 
zwei einfache Formen eines Kryslallformencomplexes: sie treten unabhängig 
von einander auf und unterscheiden sich mehr oder weniger durch ihre 
physikalischen Eigenschaften, vorztlglich durch ihre Oberilächenbeschaf- 
fenheit. 

Die Zerfällung einer Form in zwei oder vier Partialformen muss im 
Einklang mit der Symmetrie der ersteren Form erfolgen. Durch liemii^drie 
und Tetartoödrie wird der Grad der Symmetrieaxen erniedrigt; allein 
gleiche Symmetrieaxen müssen dabei stets von gleichem Grade bleiben. 

Die in § 5 aufgezUhlten Gruppen haben mit Rücksicht auf ihren geo- 
metrischen Zusammenhang folgende Bezeichnungen erhalten : 

I. Reguläres System. 

1. Holoedrische Formen. 

2. Plagiödrisch-hemiifdrische Formen. 

3. Pentagonal-hemiödrische Formen. 

4. Tetraödrisch-hemiödrische Formen. 

5. Telartoddrische Formen. 

II. liexagonales System. 
Erste Abtheilung. 

1 . iloloi^drische Formen. 

2. Trapezoödrisch-hcmiödrische Formen. 

3. Pyramidal-hemiödrische Formen. 



♦) Diese Beziehungen wurden zuerst von Chr. S. Weiss erkannt: L'ebersiuhl- 
lichc Darstellung der verschiedenen natürlichen Abtheilungen derKryslaliisationssystenie. 
Abhandl. Berlin. Akad. 1814—1816, 189. — Vgl. Chr. E. Weiss. Die Krystallisations- 
gesetze seit Chr. S. Weiss, insbesondere die Lehre von den Hcmilidrien , erläutert am 
Diamant. Jahrb. Min. 1880, 2, 1. — J. Bornhardi hat schon im Jahre 1807 bemerk!, 
dass aus einem Tctrakishexaeder ein Pentagondodekatider entsteht, wenn »die Gesetze 
nur zur Hälfte wirken«. Ueber die Krystaliisation des Arsenikkioses. Gehlen's Journ. 
Chem. Ph>s. Berlin. 1807, 8, 80. 
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Zweite AbtheiluDg. 

4. Rhombot^drisch-hemi^drische Formen. 

5. TrapezoCdrisch-tctartoedrischc Formen. 

6. Rhomboddrisch-tetarto(5drische Formen. 

III. Tetragonales System. 

Erste Abiheilung. 

^ . Holo(3drische Formen. 

2. Trapezoödrisch-hemißdrischo Formen. 

3. Pyramidal-hemiüdrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 

4. Sphenoidisch-hemi(3dnsche Formen. 

5. Rhombotyp-tetartoSdrische Formen. 

6. Sphenoidisch-tetartoädrische Formen. 

IV. Rhombisches System. 

\. Holoedrische Formen. 

2. Sphenoidisch-hemitsdrische Formen. 

V. Monoklines System. 
VI. Triklines System. 

Jede holoedrische Form besitzt, wie aus der Aufzählung der Symme- 
trieeigenschaften in § 5 hervorgeht, Symmetrieebenen, welche ihren Theil- 
gestalten fehlen. Daher ist jede Partialform ihrer correlaten Form sym- 
metrisch gleich oder mit andern Worten das Spiegelbild derselben. Besitzt 
eine Partialform selbst noch eine Symmetrieebeue oder ein Centrum der 
Symmetrie , so kann sie mit ihrer correlaten Form zur Deckung gebracht 
werden ; sie ist derselben also nicht nur symmetrisch gleich , sondern 
gleichzeitig congruent und unterscheidet sich von ihr nur durch ihre kry- 
stallographische Stellung. 

Unter den hemiedrischen Formen einer und derselben Gruppe können 
Formen auftreten, welche sich geometrisch nicht von den entsprechenden 
holoedrischen Formen unterscheiden. Gewisse holoedrische Formen er- 
leiden also durch hemiedrische Zerfüllung keine GestaltsverUnderung. 
Solche in ihrer geometrischen Gestalt identische Holoeder und Hernieder 
sind doch ihrem Wesen nach von einander völlig verschieden. Diese Auf- 
fassung bat zuerst C. Fr. Naumann"^) als eine Erweiterung der von Weiss 
begründeten Lehre von der Hemiedrie geltend gemacht. Ihre Richtigkeit 



♦) Lehrbuch der rein. u. angewandt. Krystallogr. Leipzig. 4830, 1, § m. üch. d. 
Tetartoödrie im Tesseralsystem. Pogg. Ann. 1855, 9b, 465. Elem. d. theoret. Kryslal- 
logr. Leipzig. 1856, 9S. 
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ist seitdem vorzüglich durch die Arbeiten von G. Rose^) bestätigt 
worden**). 

Nach dem Vorgänge von Bravais***) wurden In §5 die Krystallsysteme durch 
Angabe ihrer Symmetrieaxen charakterisirt. Von V. von Lang-|-) u. A. wurden zu 
demselben Zweck die Symmetrieebenen benutzt. Hierzu bemerkt L. Sohnckef-j-) 
mit Recht: »Wenn die Halb- und Vierteifl&chigkeit nicht als eine untergeordnete Er- 
scheinung, sondern als gleichberechtigt mit der VollAächigkeit zu erachten ist, so ist es 
nothwendig, bei einer Eintheilung des ganzen Krystallreichs in Krystallsysteme die letz- 
teren so zu definiren , dass sie die Halb- und Vierlelflächner wirklich mit umfassen. 
Diese Forderung ist nicht erfüllt bei der Charakterisirung der Krystallsysteme durch 
Symmetrieebenen, denn diese passt unmittelbar nur auf die Vollflächner, während die 
Halbfltfchner, im Widerspruch mit der allgemeinen Charakteristik der 
Systeme, denselben als eine Art Ausnahmeerscheinung angehängt werden müssen. 
Werden z. B. die Gestalten des regulären Systems dadurch x^harakterisirt, dass sie 3 auf 
einander senkrechte gleiche Symmetrieebenen besitzen , so gehört das TetraOder nicht 
zum regulären Krystallsystem , denn es besitzt diese Symmetrieebenen nicht, weder in 
geometrischer noch physikalischer Beziehung. Dagegen fügen sich bei Charakteristik 
der Krystallsysteme durch Symmetrieaxen die Halb- und Viertelflächner ohne weiteres 
in die Krystallsysteme ein.« 

Die erste Andeutung darüber, dass 6 Krystallsysteme zu unterscheiden seien, findet 
sich bei J. Bernhard i. »Wenn es die Aufgabe wäre: man solle aus der möglichst 
kleinsten Anzahl möglichst einfacher Formen auf die möglichst einfache Weise alle be- 
stimmbaren Krystallisationen herleiten, so könnten wir mit sechs, nämlich : 1) dem Wür- 
fel, %) dem RhombotMer, 3) dem Quadratoktaeder, 4) dem RhombenoktaSder, 5) dem 
einfachen, und 6) dem dreifachen Rhomboidaloktaüder ausreichen.« (Darstellung einer 
neuen Methode, Krystalle zu beschreiben. Gchlen's Journ. für Chem. Phys. Min. Berlin. 
4 808, 5, 487.) Einige Jahre später gab Chr. S. Weiss seine »Uebersichtliche Darstellung 



*) Zusammenhang zw. d. Form u. d. elektr. Polarität der Krystalle. Turmalln. 
Pogg. Ann. 1886, 89, 285. Abhandl. Berlin. Akad. 4838. Ueber d. Krystallisationssystem 
d. Quarzes. Abhandl. Berlin. Akad. 4846. Ueber den Zusammenhang zw. hemi^drischer 
Krystallform und thermo-elektr. Verhalten beim Eisenkies u. Kobaltglanz. Monatsber. 
Berlin. Akad. 4 870. Pogg. Ann. 4874, 142, 4. — Rioss und Rose. Ueber d. Pyroclektr. 
d. Mineralien. Abhandl. Berlin. Akad. 4 843. — Vgl. über diesen Gegenstand auch die 
durch G. Rose angeregten Arbeiten von A. Sadebeck über Kupferkies, Fablcrz, Zink- 
blende u. s.w. in: Zeitschr. d. deutsch, geolog. Gesellsch. Berlin. Jahrg. 4 868 — 4 878; 
insbesondere : Hemiödrie der scheinbar holoödr. Formen der Blende und des Kupfer- 
kieses. 487S, 24, 479 — sowie die Untersuchungen von Leydolt und Baumhauer 
über Aetzfiguren. 

•*) Ueber V. von Lang 's Auffassung der Hemiödrie vgl. s. Lehrbuch der Kry- 
itallogr. Wien. 4866 und : Zusammenhang der Circularpolarisation mit derhemi^drischen 
Hemisymmetrie. Pogg. Ann. 4 869, 187, 447. — A. Brezina, Entwick. d. tetertosymm. 
Abth. des hexagon. Krystallsystems, nebst Bemerk, üb. d. Auftreten der Circularpolaris. 
Sitzungsber. Wien. Akad. 4869, 70, 1. Abth. Dec.-Heft. 

**♦) M6m. sur les systömes de points etc. Journ. de Töcole polytechn. 4 850, 49. 
cah., 88, 88. Etud. crist. ib. 4854, 20. cah., 84, 404. 
•{•) Lehrb. d. Krystallogr. Wien. 4 866. 

ff) Entw. c. Theorie d. Krystallstructur. Leipzig. 4879, 486. 
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f, Dfts sphürordiisiclie SysteiD. 

1, Das sechsgUedrige System. 
%] Das drei- und dreigliedrige §)^tem. 

4 Dtt$ Tiergliedrige S\$tem. 

5 Das z^ei- and zweigliedrige System. 
6) Das zwei- und eingliedrige S\^tem. 
7 Das ein- und eingliedrige Syslem. 

beiden letzten Systeme, deren Formen er auf rechtwinklige A\en beiog« betrach« 
tele er als besondere hemilidriscbe Abtheitungen des twei- und zwe^iedrigen 8> Stents 
(Abhandl. Beriin. Akad. 1814 — 15). Nachdem diese grundlegende Arbeit \\»n W^iss 
er5<;Mcnen war, begann Fr. M o h s seine Auffassung der Krystallographie darzulegen. Kr 
unterschied zunächst vier S\^teme: 4) das tessulariscbe, S^ das rhombo<Hlriscbe, S^ das 
pyramidale, 4; das prismatische und in dem letzteren S)*steme als besondere liruppen: 
die hemiprismat Ischen und die tetartoprismatischen Kr^stallgeslalten (Die Charaktere 
der Klassen, Ordnungen, Geschlechter and Arten, oder die Charakteristik des natur- 
historischen Mineral-Systems. Dresden. 4810, Seite VII — XV}. In der t, Auflage dieser 
Schrift, 4814, wurden die hemi^rlschen Formen ausführlicher entwickelt Im i. Theile 
des Grundrisses der Mineralogie, Dresden 48i4, Seite VI — VIII, spricht sich Mohs f(lr 
die Annahme schiefwinkliger Axensysteme aus und in den »Leichtfusslichen .\n(lings- 
gründen der Naturgeschichte des Mineralreiches, Wien , 48Si« bezeichnet er die klini- 
schen Systeme als : das hemiorthotTpe, das hemianorthotype und das anorthotypo. 

§7. 
Die Aufzählung der Krystallsystenie in § 5 iHsst erkennen , lin&s (\s 
Krystallsysteme giebt, welche weder ein Centruin der Syminelrio noch t^lnt^ 
Symmetrieebene besitzen. Die folgende Tabelle giebt eine Uebersicht der 
hierbei* gehörigen Gruppen , von denen je zwei den drei ersten Systoinon 
und eine dem vierten Systeme angehören. 

Gruppe: I. Reguläres System. 

2. Plagiödrisch-hemi^drische Formen. 

5. Tetartoödrische Formen. 

II. Hexagonales System. 

Erste Abtheilung. 
2. Trapezoödrisch-hemiödrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 

6. Trapezoödrisch-tetartoedrischo Formen. 

III. Tetragonales System. 

Erste Abtheilung. 
2. Trapezoödrisch-hemiödrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 

6. Rhombotyp-tetartoedrische Formen. 

IV. Rhombisches System. 
2. Sphenoidisch-hemiödrische Formen. 
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Hierin treleD Dur lieiiiiedrische und telarlol'drUctic Formen auf. Nacii § 5 
gehört zu jeder dieser Formen eine corrclate, ihr synimelriüch gleiche Form. 
Da al)cr die in Rede stehenden FornicD sUramlllcb eines Cenlrums und einer 
Elienc der Symmetrie entbehren, so haben sie auch die Eigenschaft gemein, 
dass sie ilircn symmetrisch gleichen Formen nicht eongruent sind. Sie 
werden von H. Marbach »in sich gewendeten oder kure «gewendeten 
Kryslallformen genannt'). 

Allgoiiiein hcisst eine Figur (ein System von Punkten, Linien, Flüchen, 
Körpern] gewendet, wenn ihre BesIiiumungsstUcko eine derartige ünglcich- 
boil besilzcnj dass in ihrer Aufeinanderfolge ein Gegensatz denklur ist. Es 




ist leicht einzusehen, dass die Abwesenheit eines Centrunis und einer 
Ebene der Symmetrie in einer Uaumfigur und die Unmüglichkeil, diese 
Figur mit iiircr symnielrisch gleichen Figur zur Deckung zu bringen, nur 
eine und dieselbe Bedingung bilden. Fohlt in einer Figur nur eines der 
beiden genannten Symmetrieclcniontc, so ist diese Figur nicht gewendet ' ") . 
Dagegen künuen gewendete Figuren Symmetrieaxen besitzen. Als ein Bei- 
spiel fuhren wir die in Fig. 198 — 131 dargestellten trigonalcn TrüpezoOdor 
an, von denen die beiden ersleren und die beiden letzleren je ein l'aar 
gewendeter eorrclatcr Formen bilden. Jede dieser Formen l>esitzl vier 
Symmetrieaxen, welche in den Figuren durch gostrichelt-punktirte Linien 
ange«leutct sind. 

*) Uubcr »lliimitiilriü non supcrpoMblo« oder •gewendete Kryslallformen*. Pro- 
gramm. Breslau 1861. 

*') Gcwjiliiilicli dcllnirt man nach dem Vorgange von Paslour Figuren, welche 
mit ilircn Spiegel bilden) nicht zur Deckung gcbraclil werden kiinncn, als solche, wclclio 
keine Symmctrieebune besitzen. Dass sie auch eines Centnims der Symmelriecbenc 
entbehren müBseo, wurde zuerst von Marbach erkannt. 



§ 7. Enantiomorphie. 
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Fig. 43i. 



Marbach hat darauf aufmerksam gemacht, dass an Kryslaiiformen, 
welche nicht gewendet sind, einzelne Flächengruppen gewendete 
Figuren sein können. So bilden an einem Pentagondodekaöder die drei an 
einer Eckendiagonale des eingeschriebenen Würfels gelegenen Pentagone 
eine gewendete Figur (s. Fig. 432). Legt man den Symmelrielinion der 
Pentagone Richtungssinne bei , indem man fest- 
setzt, dass jede solche Linie in der Richtung von 
der Spitze des Pentagons nach der Mitle der 
gegenüberliegenden Seile durchlaufen werden 
soll, so findet man bei 4 Ecken (R) über abwech- 
selnden Oktanten auf den die Ecke bildenden 
Flächen die Richtungen der Symmetrielinien dem 
Bewegungssinne des Uhrzeigers gleich , bei den 
4 anderen Ecken [L] aber entgegengesetzt. Die 
an einer Ecke eines triklinen Rrystalls gelegenen 
Polygone bilden ebenfalls eine gewendete Figur. 

In diesen Fällen ist zu jeder gewendeten Flächengruppe an demselben 
Krystall in Folge des Vorhandenseins eines Gentrums der Symmetrie die 
entgegengesetzt gewendete Flächengruppe in symmetrischer Stellung vor- 
handen, so dass die ganze 
Form nicht gewendet ist. 
Werden aber entgegenge- 
setzt gewendete Flächen- 
gruppen einer Form durch 
neu hinzutretende Flächen 
ungleich verändert , so 
wird die Combinatiou 
eine gewendete Figur. 
Hierfür bieten die in Fig. 
\d3 und 434 abgebildeten 
Combinationen des Pen- 
tagondodekaeders 7«r(240) mit den Tetraödern t (TTT) und t(\U) ein 
Beispiel dar. In der ersten Figur sind die Ecken I, in der zweiten die 
Ecken R des Pentagondodeka^ers gerade abgestumpft. Die so entstandenen 
Combinationen von Formen, welche für sich nicht gewendet sind, können 
mit einander nicht zur Deckung gebracht werden. 

Naumann nennt zwei Figuren, welche einander symmetrisch gleich, 
aber nicht congruent sind, enantiomorph*). Während die Enantio- 
morphie ein Prädikat für je zwei correlate Formen ist, bezieht sich der von 
Marbach eingeführte Begriff der Wondung auf die Beschaffenheit einer 
Figur. Pastour**) bezeichnet eine Krystallform, welche ihrem Spiegel- 

♦) Ueber die Tetartoädrie im Tesseralsysteme. Pogg. Ann. -1855, 96, 465. 
*♦) Ann. de cbim. et de phys. 8. sör. 4848, 24, 442. 4860, 81, 67. 4864, 42, 448. 
1857, 5Q, 478. Compt. rend. 4856, 42, 4259. Le^ons sur Ja dissymötrie molöculaire, 
profess^s ä )a soci^i^ cbimique de Paris. 4 864. 





Fig. 433. 



Fig. 4 34. 
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bilde nicht congruent ist, iils »hömiedrie iiüu sitperposablcK. Dieser 
Ausdruck: ist also auf Krystallformon beschriinkt und kiinn nicht auf »ödere 
RaumfigureD ausgedehnt werden. Er ist Indessen auch nicht geeignet, in 
der Krystallographie benutzt zu werden, da er von Pasteur auch zur Be- 
zeichnung hemimorphcr Krystalle, die voD doD hemittdri sehen Kryslalicn 
im engeren Sinne unterschiedeo werden mUsson, verwendet worden ist. 



Unter den in § 5 — 6 anfgezcihlten Gru[>pen von Krystallformen besitzen 
die folgenden einseilige Symmetrieuxen : 

I. Reguläres System. 
3) Pen (agonal-hemifidri sehe Formen. 
() Telraedrisch-kemiüdrische Formen. 
' 5) TetartoCdriscbe Formen. 

II. Boxagonales System. 
3) Pyramidal-hemiijdrische Formen. 

5) Trapezoßdrisch-tetartoüdi-ische Formen. 

6) ß homboed r i seh -tetartoüdr Ische Formen. 

III. Tetragonales Syslem. 
3) Pyramidal-hemiüdr Ische Formen. 
6) Sphenoidiscb-Ietarloedrische Formen. 

V. Monoklincs System. 

Allein unter den hierin auftretenden einseitigen Axen sind zwei Arten 
zu unterscheiden , wie man aus einer ver- 
gleichenden Betrachtung der pentagonal- 
hemi<!drischen und der tetraodrisch-hemi- 
£dri sehen Formen des regulären Systems 
ersieht. Beide Formengruppen besitzen vier 
einseitige 3-zaIilige Symmetrieaxen, welche 
wie die Eckendiagonalen des Würfels gerich- 
tet sind. Aber diese Axen sind in den bei- 
den Gruppen in verschiedener Weise einsei- 
tig. Eine 3-zab1ige Axe einer pentagonal- 
hemiedrischen Form wird an ihren beiden 
Enden von gleich viel Flachen in analoger 
Weise geschnitten. Denkt man sieb eine 
solche Form aus ihrer ursprünglichen Stel- 
lung in eine neue Lage Übergeführt, derart, dass eine ihrer 3-zähligen 
Axen nunmehr in der zu ihrer anfanglichen Richtung entgegengesetzten 
Richtung lauft, sü verhalt sich die Form jetzt wie das Spiegelbild 




$ t, Hemimorphii^. 
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ihrer ersten Stellung in Bezug auf eine durch jene Axe gelegte Ebene. 
Davon überzeugt man sich leicht durch den Anblick des in Fig. 135 dar- 
gestellten DiploCders, dessen 3-zählige Synimetrieasen durch gestrichelt- 
punktirte Linien angedeutet sind. Andererseits wird eine S-zahlige Sym- 
metrieese einer tetraedri sehen Form an ihren beiden Enden entweder von 
gleich vielen Flächen in ungleicher Weise oder nicht von gleich vielen 
Flächen geschnitten, wie man aus der Betrachtung des HexakistetraSders 
Fig. 136 und des Tetraeders Fig. 137 ersieht. 




Wir finden einseitige Axen der zweiten Art oder ipolare« Axen in 
Tolgenden der soeben genannten Gruppen : 

I. Reguläres System. 

4) Tetraedrisch-hemiedrische Formen. Vier polare 3-zahlige 
Symmetrieaxen, welche wie die Eckendiagonalen des Würfels ge- 
richtet sind. 

5) Tetartoedrische Formen. Vier polare Axen von derselben 
Beschaffenlieit wie in 4. 

II. Hexagonsles System. 
5) Trapezoödrisch-telartoedrische Formen. Drei polare 2-zäh- 
lige Axen, welche auf der Hauptaxe senkrecht stehen. 

In allen diesen Fallen sind also zwei oder drei gleiche polare Axen 
vorhanden. Es sind aber auch in Systemen mit Axen, die einzig in ihrer 
Art sind, Krystalle mit nur einer polaren Axe beobachtet, wie folgende 
Zusammenstellung zeigt : 

Hexagonales System. 
[Ersle Abiheilung.) 
Die 6-zahligo Bauptaxe ist polar; Schwefelcadmium, 
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(Zweite Abtheilung.) 

Die 3-zähligc Ilaupiaxc ist polar; Turmalin, Anlimon- 
s überblende, Tolylphenylketon, überjodsaures 
Natrium. 

Tctragonales System. 
(Erste Abtheilung.) 

Die 4-zUhlige Hauptaxe ist polar ; Jodsuccinimid. 

(Zweite Abthciiung.) 
Die 2-zühlige Hauptaxe ist polar. 

Rhombisches System. 

Eine der 2-zäbligen Symmetrieaxen ist polar ; Kieselzink- 
erz, Struvit, Resorcin, Milchzucker, ChinasUure. 

Monoklines System. 

Eine 2-zühlige polare Symmetrieaxe; Rohrzucker, Quercit, 
Weinsleinsäure. 

A. Breithaupl^) nannte diese Krystalle hemimorph. SpHter hat 
Hankel^*) gezeigt, dass die trapezoödrisch-tetartoüdrischen Krystalle des 
hexagonalen Systems als hemimorph in den Richtungen ihrer drei 2-zäli- 
ligen Symmetrieaxen zu betrachten seien. Bezeichnet man demgemiiss alle 
Krystalle mit polaren Axen als hemimorph in den Richtungen dieser Axen, 
so ist nach Sohncke^^^) für die Hemimorphie folgende Definition zu 
geben : 

Ein Krystall ist hemimorph nach einer Symmetrieaxe, wenn die beiden 
Axenhälften weder deckbar gleich^ noch spiegelbildlich gleich sind. 



*) Vollstünd. Handb. d. Mineralog. Dresden und Leipzig. 4 836, 1, 4 40. 
*♦) Ueber die therinocleklrischcn Eip;enschaften des Bergkrystalls. VII. Abh. der 
elektr. Unters. Aus dem VIII. Bde. d Abhandl. kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. Math, 
phys. Classe. 4868. Daraus in: Pogg. Ann. 4867, 131, 624. 

***) Entwickig. e. Theorie iL Kryslallslruclui*. Leipzig. 4 879, 205. 
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I. Das reguläre System. 

§ 1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2 — 15. Vollflächige For- 
men. § 16. Plagiödrisch-hemigdrische Formen. § 17—20. Pentagonal- 
hemiedrische Formen. §-21 — 24. Tetraedrisch-hemiedrische Formen. 
§ 25—29. Tetartoedrische Formen. § 30. Zonen. § 31. Berechnung der 

Indices. § 32. Construction des Axensystems. 
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Alle Rryslallformen des regulären Systems besitzen vier gleiche 3-zäh- 
lige Symmetrieaxen parallel den Verbindungslinien gegenüberliegender 
Ecken eines Würfels. 

Die krystallographischen Axen tc^, tt^, tt^ dieser Formen gehen parallel 
zu den Kanten dieses Würfels und sind gleiehwerthig (s. Fig. 438). Daher 
muss in jedem Ok tauten eine Fläche möglich sein, 
welche die Axen in gleichen Entfernungen vom 
geometrischen Mittelpunkte des Würfels schneidet. 
Von den hierdurch bestimmten Flächen wird die im 
Oktanten vorn-recht^-oben gelegene zur Einheiis- 
flache gewählt. Demgemäss ist in den Formeln für 
die trigonometrischen Functionen der Flächenwinkel 
und Kantenwinkel (s. S. 483] zu setzen : 

Ol = «2 = «3 = ^ 

cos (/r* 7C*)= \, cos (/r* tt*'*) = 

z/,.^ = 4, ^iifc = 0, z/=4 
so dass man für den Cosinus der von den Flächen : 

und den Kanten : 

^ = [n\ v^ V:i] 1 i = {^\^*i ^'3] 

gebildeten Winkel die Werthe : 



Fig. <38. 



(1) cos(ÄA') = 



(2) cos(»yi?') = 



Wh.h, + /I2Ä2 ~+\h) [h\ h\ + h\h\ + h\K.^ 

V\ V'\ + V2 v'2 4- »?3 ^'3 



y{v\ Vi + ni Vi + '^3 '^3) {vi i\ + n\ vi + V'W-\) 

erhält. Der Zähler dieser Ausdrücke entsteht, wenn man die Summe dar 
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Producte gleichstel liger Indices bildet. Im Nenner befindet sich die 
Quadratwurzel aus dem Producle der Quadralsumme der Indices der 
beiden Flächen oder Kanten. Die Gestalt der Ausdrücke lässt erkennen, 
dass der FlHchenwinkel (/«/?') gleich sein muss dem Winkel je zweier 
Flächen, deren Symbol die Indices h^hih^ und h\h\h\ in abgeänderter 
Reibenfolge und mit anderen Vorzeichen enthalten, wofern nur die Anord- 
nung und die Vorzeichen der Indices in beiden Symbolen in gleicher Weise 
verändert sind. 

Da der Ausdruck für cos [hh!) sich von dem für cos [rirf] nur dadurch 
unterscheidet, dass an Stelle der Flächenindices die Kantenindices getreten 
sind, so ergiebt sich, dass im regulären System zu jedem Flächenwinkel 
ein ihm gleicher Rantenvnnkel vorhanden ist. 

Ferner erhält man (s. S. 484): 

[ö) Sin [nn)-y ^^^ ^^ + h^h^ + h, h,) (h\ h\'+ A'^ ^'2 + h\ Ä'3) 

(4) tan (M ) - h,h\ + h,h\ + h,h\ 

und analoge Ausdrücke bestehen für sin(iyi^'j und tan (1; i;') • Aus diesen 
Formeln geht hervor, dass die trigonometrischen Functionen der Flächen- 
winkel und Kantenwinkel der regulären Krystallformen Quadratwurzeln 
aus rationalen Zahlen, in besonderen Fällen rationale Zahlen sind. 

Bildet man nach den Formeln (3), S. 94, die Indices der Normale 
einer Krystallfläche, so findet man, dass sie gleich den Indices der Fläche 
sind. Im regulären System (und nur in diesem] ist also die Normale jeder 
Fläche eine mögliche Kante und auch umgekehrt die zu einer beliebigen 
Kante senkrecht stehende Ebene eine mögliche Krystallfläche. Diese Eigen- 
schaft kann man auch so aussprechen : im regulären System ist die Durch- 
schnittslinie zweier Flächen stets noi*mal zu einer möglichen Fläche und die 
Verbindungsebene zweier Kanten stets senkrecht zu einer möglichen Kante. 

Nach ihren besonderen Symmetrieeigenschaften bilden die beobachteten 
Formen des regulären Systems vier Gruppen, die der vollflächigen, der 
pentagonal-hemiödrischen, der tetraödrisch-hemi^drischen und der tetar- 
toödrischen Formen. 



A. Yollflächige Formen. 

§2. 
Die vollflächigen Formen des regulären Systems besitzen 4 3 Symmetrie- 
axen, nämlich drei gleiche 4-zählige, tt^, • , tt^, parallel den Kanten eines 
Würfels, vier gleiche 3-zählige, 6^, "^6^^ parallel den Verbindungslinien 
gegenüberliegender Ecken, und sechs gleiche 2-zählige, 6^, * • • *, €^, parallel 
den Diagonalen der Flächen desselben Würfels (s. Fig. 439). Jede dieser 
Axen verläuft nach zwei entgegengesetzten Riebtungen. Daher besitzen die 
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taiertier gehBrigen Formen ein Centrum der Symmetrie und 9 Symmetrie- 
ebenen, nämlich drei gieicho, p', ■, p', parallel den Flachen und sechs gleiche, 
d\--d^, parallel den Vorbindungsebenen gegenüberliegender Kunlcn 
desselben Würfels. Die Symbole dieser Symmelrieelemente sind: 
7ri = [<00], ar»=[010], rt3 = [001] 
pi ={100), pi ={0<0), p3 ={001} 
ei = [041], ei = [401], e3=[H0], e* = [oa], eS = [T01], «« = [iTO] 
di = {01?}, (/* = {I01}, d3 = {lT0), d* = [OH}, (/* = {40<}, # = {110} 
6» = [Mi], dl =IT11], d^ = [iH], d»=[(lT) 
Zur Veranschaulichung dieserSymmetrieverhaltnisse sollen die Fig. liO 
bis 142 dienen. Sie stellen stereographische 
Projectionen der Poifiguren von p\ •, p*, 
dl, --.d«, {Hl}, ■-, {TTI}, dar. Zu Pro- 
Jeclion sehen en sind die den Flächen {100}, 
{110}, {111} parallelen Ebenen gewählt. 
Da nach § 1 die Indlces der Normale einer 
Flache gleich den Indices der Fläche sind, 

so fallen die Pole von p', , {TTl} mit 

den Schnittpunkten dcrSymmelrieaxen auf 
der Kugelflache zusammen. Von den Zonen- 
kreisen, welche in diesen Poifiguren ent- 
stehen, sind die in den nehenstebcnden 
Figuren voll ausgezogenen gleichzeitig die 
Scbnitlkreise der Symmelrieebenen p und (/, die punktirlen dagegen die 
Schnittkretse der zu den S-zähligen Symmetrica\cn senkrechten Ebenen 




Fig. 189. 




mit der Kugel. Dass die letzteren Ebenen nicht Symmelrieebenen sind, 
erkennt man deutlich aus dem Anbli(^ von Fig. 141. 
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Die gegenseitige Lage der Symmelricaxen und Syrametrieebenen er- 
giebt sieb aus dem folgenden Schema (vgl. Fig. 10 auf S. 44): 










ZI0 



— L. 



Fig. U2. 



6» — [p\ d>] 


, rf' 1 


[7i\ £<, a«, an 


6» — [p2, d2] 


, d2 = {7r2, «2, d», (J2} 


«* — ip^ rf'i 


, d» — {?rä, 6», d», d»} 


e« — [p>, rf*" 


, d* \ 


Vr», £*, d2, d3} 


e* — [p2, rf&] 


, d!' — \ 


/r», «5, d\ d'} 


«' [p3, d« 


, d« — 1 


[7t3, ««, a«, d4 


<}• 


— [d', d«, ds] 


<J' 


— [dl, d*, d«] 


«J2 


— [d2, d«, d^J 


<J» 


- [da, d<, 


d&l 



§3. 

Die 43 Symmetrieaxen erzeugen 48 gleiche 3-kanlige Ecken. Jede 
derselben wird von einer 4-zähligen Symmetrieaxe 7t, einer 3-zähligen d 
und einer 2-zahligen e gebildet und demgemäss von einer Symmetrieebene p 
und zwei Symmetrieebenen d umschlossen. Die Winkel der Ecke mit den 

Kanten : 

TT* = [400], e3 = [440], <Jo = [444] 

und den Ebenen: 

# = (^3^ <joj = 4T0, d^ = {<Jo, Tri} = 014, p3 = {>tS e»} = 004 

sind in der folgenden Tabelle enthalten : 



§i— 15. Vollflächige Formen. 
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cos (€» <J", = Vf , 

cos (d^7t^] = y\, 

cos(d3d») = — i, 

cos(dip3) = — Vi, 
cos (p^d^) = , 



(ttI «3) = 450 

(£3^0) =35« 15' 51,81" 

(dOTT») = 54« 44' 8,19" 

(rf3ji) = 1200 

(dip3) =1350 



(p3d3) = 900 

Eine 4-zählige Symmetrieaxe schliesst also mit den benachbarten 
3-zähligen Symmetrieaxen Winkel von 540 44' 8,19", eine 3-zählige mit 
den benachbarten 2-zähligen Symmetrieaxen Winkel von 35o 15' 51,81" ein. 
Das Quadrat des Sinus einer der in Rede stehenden Ecken ist : 



sin2(7rie3jo) = 



^ ViVi 



= i 



Vi 4 _ V| 
ViVf 1 

Eine Ebene, welche die 13 Symmetrieaxen schneidet, durchsetzt im 
Allgemeinen und höchstens 33 von den 48, durch die Symmetrieaxen be- 
stimmten Ecken. 

§*. 

Da durch die 13 Symmetrieaxen 48 gleich werth ige Winkelräume ge- 
bildet werden, so folgt, dass zu einer Fläche mit den Indiees hkl^ Ä>A\>/, 
deren Normale in den von den Axen tc^b^ö^ bestimmten Winkelraum fällt, 
47 andere gleiche Flächen gehören. Daher besitzt die allgemeinste holoe- 
drische Form des regulären Systems 48 Flächen. Sie wird Hexakis- 
okta6der genannt und führt das Symbol [hkl). Die Symbole ihrer 
Flächen sind in dem folgenden Schema, nach Oktanten geordnet, enthalten : 

vorn rechts oben 
hinten rechts oben 
vorn links oben 
hinten links oben 

vorn rechts unten 
hinten rechts unten 
vorn links unten 
hinten links unten 

Die Flächen eines Hexakisokta^d 

1 
und, da sie gleichen Abstand von dem Centrum der Sym- 

^ Yhh + kk + ll ^ 

metrie besitzen, einer Kugel mit einem Ualbmesser gleich diesem Abstand 
umschrieben. 

Ein Hexakisoktal^der ist von 48 ungleichseitigen Dreiseiten begrenzt 
(s. Fig. 1 43, S. 228) . Die 72 Kanten einer solchen Form sind von dreierlei Art : 

<5* 



hkl, 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl, 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl. 


, khl, 


llik, 


Ikh, 


kih, 


hlk 


hlcl, 


"khl, 


Ihk, 


Ikh 


, klh, 


hlk 


hkl 


, kh'l, 


Ihk, 


Ikh, 


, klh, 


hll 


hkl 


, khl, 


Ihk, 


Ikh 


, isih, 


hlk 


hkl, 


, khl, 


Ihk, 


l'kh 


, k'lh, 


h'lic 


hkl 


, iihl. 


ihk, 


Ikh 


, klii, 


hlk 


Lisok 


taeders 


sind PS 


larwei 


ise einander i 
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9( Kanlen a liegen in den Symmetrieehencn d zwischen je einer 4-ztihiigen 
und einer 3-zilbligea Symmetrieaxe ; S4 Kanten ß liegen iu den Syinmetrie- 



ebenen p zwischen je t 



i-zatiligen und einer 2-zähli(;eD Sj mmelrie- 
axe; 24 Kauten / liegen in den Symmetrie- 
ebenen d zwischen Je einer 3-zähligea und 
einer S-zabligeu Symmetrieaxe*]. 

Die S6 Eckpunkte sind von dreierlei Art: 
sechs 4 + 4-kanlige Eckpunkte liegen an den 
4-Z!ihligen, acht 3 + 3-kantige an den 3-zäh- 
ligen und zwölf S -|- 2-kantige uu den 2-zäh- 
ligcn Symmetrieasen. 

Die Symbole zweier FUfchen, welche den 
an einer Kante a {gelegenen Flächenwinkel (o) 
einschliessen, haben den Index k gemein und 
die Indices k und / beziehungsweise in dieser 
und der umgekehrten Beihontolge [siehe Fig. 
U4). Daher ist: 

Die Symbole zweier Flachen, welche den an einer Kante ß gelegenen 
Flachenwinkel {ßj einschliessen, haben die Indices A und ^' gemein. Die 
[ndices / der beiden Flüchen hahen entgegengesetzte Vorzeichen. Daher ist : 





s{ß) = 



hh + kk + ll 



Die Symbole zweier Flachen , welche den an 
einer Kante y gelegenen Flacbenwinkel {y) ein- 
schliessen, haben den Index / gemein und die 
Indices h und k beziehungsweise iu dieser 
und der umgekehrten Reihenfolge. Daher ist: 



cos {y) = 



ikk- 



U 



.... -kk + ll 
Fig. m. • ^ 

Wendet man die in § 4 , Kap. IS ange- 
gebene Relation auf die Axen ti', e^, d^, die 
Axenebenen d^, d>, p^ und die Normale der Flache hkl an, so erhalt man 
die zwischen don Flachenwink ein [a], {ß], [y] des Hexakisoktaflders [hkl] 
bestehende Relation**) : 



*] Die Kanten a, ft, y werden von Naumann mit A, S, C, vod G.Rose und 
Hi Her mit G, D, F bezeichnet. 

■■) J. H. T. Müller. Ergänzungen tut Krystaliometrie dos regulären Systems. 
Programm. WlesbadeD (ohne Jahreszahl).— Tb. L. Zeilgcbr.r.KrysuaDgr.lSgO, 4, afiS. 



§ 2—4 5. Vollflächige Formen. 
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4 = 



4 sin^ ("'- + 3 sin^ 'f' 


+ 2sin2i|) + 


4 


Vi Sin f Sin '^) 


+ 4 sin ^^^ sin '^' 


+ 4 T/2 Sin (^' 


. iß) 
s.n f 


(324) am Granat, 


(24 . 7 . 


5) 


am Magneteisen 


(♦31) - 


Granat, Amalgam (824) 




' Bleiglanz 


(531) - 


Magneteisen 


(45.3. 





- Flussspath 


(424) - 


Flussspath 


(25 . 6 . 


2) 


- Flussspath 


(4 4 . 5. 3) - 


Flussspath 


(40-6. 


^) 


- Gold 


(40-4.3) - 


Flussspath 


(754) 




- Silber 


(734) 


Flussspath 








Symbol : 


(«)• 


iß) 




ir) 


5 (324) 


24047' 42,39" 


340 ' 9,45" 




24047' 42,39" 


u (434) 


32 42 45, 4d 


22 87 44,48 




45 56 32,5 


t (534) 


27 89 37,57 


49 27 46,62 




4 9 27 46,62 


n (424) 


4? 45 40 


25 42 34,54 




85 57 2,04 


V (44-5.8) 


43 2 44,63 


27 58 48,54 




89 50 54,4 


t«; (40 . 4 . S) 


7 45 8,08 


34 7 46,46 




44 36 7,64 


r (734) 


24 48 8,64 


44 57 39,64 




48 42 46,7 


a? (24 . 7 • 5) 


7 8 44,4 


25 27 22,97 




54 43 34,98 


z (824) 


9 45 59,45 


43 49 43,53 




64 25 44,24 


1/ (45. 3- 4) 


38 39 55,48 


7 28 49,64 




67 47 2,99 


q (25 . 6 • 2) 


42 85 38,08 


8 53 46,36 




62 58 88,48 


(40-6- 4 


35 9 46,38 


9 48 7,77 




27 5S 3,84 


(754) 


38 7 44,82 


43 45 44,63 




48 47 49,04 



§5. 

Die 48 Flächen eines Hßxakisoktaöders repräsentiren 24 verschiedene 
Flachcnrichtungen. Unter den 23 Flächenwinkeln, welche eine dieser 
Flächenrichtungen mit den übrigen einschliesst, sind nach einem, in § 4 
angeführten Satze nur 16 von einander verschiedene Winkel vorhanden, 
wie die folgende Zusammenstellung der Werthe für die Cosinus dieser 
Winkel lehrt. 

Der Kürze wegen enthält die Tabelle nur die Zähler der Cosinus, deren 
gemeinsamer Nenner hh -\- kk -^ II ist. 

Winkel: Zahler des Cos.: Winkel: Zähler des Cos.: Winkel: Zähler des Cos. : 

hkrhkl —hh + kk + ll hkthkl hh—kk+ll hkthkl hh+kk—ll 

hktkhl 

hktkhl 

hkl'khl ll + ihk 

hkl'khi —ll + ihk 

hkl'klh 

hktlh 



hkthlk\ 

hkthlk] 
hkl'hlk 

hkl'hlk 

hktlhk\ ,, ,^ ^, 

hkl^lhky ,,,,.,., 



hh 

hh + ikl 
hh + ikl 



kk 



hkl''lkh\ 

hktlkhf 

hklUkh kk + ilh 

hklUkh —kk + ilh 

hkl'Jhk],^ ,^ ^, 

hkniir-''+'' 



II 



■.ih\ 

hkl 



kl + lh — hk 
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§6. 

Die Kanten a, ßy y, welche die Flache {hkl} des ilexakisoktadders 
(Ä A*/), Ä > A* > /; begrenzen, haben folgende Symbole ; 

a= [hkl, hlk] = [k'\-l - h - h] 

ß= [hkl, hkt] = [khO] 

y = [hkl, kh[] = [l-l'h + k] 
Demnach ist : 

— hl + kl 



cos (/?/) = 



cos [ya] = 



cos [aß] = 



V(hh + kk) ({h + k)(h + k) + 2//} 

hl — h[h ^k)—l(k + l) 



und 



>/{(Ä + A) [h + k) + 27ÖT2 Ä1+"(A + /) [k + /)"} 

—hh—k[k + l) 

Y^hJ^\k + /) [k 4- l))~[hh + A A) 



s,n(/^y) = (/i + A) ^^ 7ynr+TÄr{F+" A) (/. + A) + "W 



. , X /j. , I , n l/ hh + kk + ll 

'" ^''"^ = ('' + * + ^^ K(( A + A)(A + A) + a/0 {2A/»+(A- + /)(A-f-/) } 

sinM)=A]/, ÄA + Ä-A- + // 



{2 A A + [k + /) (A + /)} (A A + kk) 
Folglich verhalten sich die KantenlUngcn : 

a : ß : y = sm [ßy] : sin (ya) : sin {aß) = 



(A + k) V2AA + (k + l) (k + /) : (A + A + /) VAA + AA 

:Ä V{A + A)(A + A) + 2// 

§7- 

Ein Ilexakisokta^der besitzt 26 Ecken, nümlich 6 achtflächige, an den 
4-zahligen Symmetrieaxen gelegene, mit den Flachen winkeln (a), (ß) und 
den Kantenwinkeln [ct^ß] — 8 sechsflächige, an den 3-zahligen Symmetrie- 
axen gelegene, mit den Flachenwinkcln (/), (a) und den Kanten winkeln 
(y^a) — 12 vierflachige, an den 2-zabligen Symmetrieaxen gelegene, mit 
den Flachenwinkeln (ß), (y) und den Kantenwinkeln (ß^y). 

Nur die abwechselnden Kanten dieser Ecken sind gleichwerthig und 
im Atigemeinen sind auch nur die abwechselnden , an diesen Kanten ge- 
legenen Flachenwinkel einander gleich. Es ist leicht zu sehen, dass nur 
die auf einander folgenden Flachenwinkel (aj und [y) der sechsflächigen 
Ecken möglicherweise unter einander gleich sein können. Dieser Fall tritt 
immer dann ein, wenn: 

/*Ä-f-2A/ 2ÄA-f-// 

^' hh + kk + ll ÄA + AA + // '' 
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k = 



hh'\-ikl = ihk-\- il 
k+l 




Das allgemeine Symbol der hierher ge- 
hSrigen Hexakisoklaüder , welche nach C. 
Fr. Naumann isogonale Uexakis- 
oktaeder geaannl werden, ist demnach: 

Schneidet man die an einer 3-zähligen 
Symmelrieaie einer solchen Form gelegene 
sechsQUchige Ecke mit einer zu dieser Axe 
normal stehenden Ebene (OktaSderllilche), 
so ist die Schnittfigur ein regelmilssiges Sechsseil (s. die Combinalion von 
(3S4) und (111) in Fig. 1(5). 

Die am häußgslen in der Natur vorkommenden isogonalen Hexakis- 
oktaeder sind (321) und (53i). Ersleres wird am Granat, letzteres am 
Magneleisen nicht selten beobachtet, lieber eine Grenzform dieser Uexa- 
kisoktaflder s. S. 235. 

§8. 

Die in den gewöhnlichen Symmelrieebenen gelegenen längsten Kanten a 
eines Hexakisoktaüders können zu je sechs einander parallel, oder wie hieraus 
folgt, parallel zu den 
3-zUhligen Symmetrie- 
axen sein. Die hier- 
hergehongen Hexakis- 
oktaeder werden 

parallelkantige 
llexakisoktaeder 
oder Tetra ki sdode- 
kaüder genannt, da 
ihre längsten Kanten 
a mit den Kanten des 
eingeschriebenen Do- 
dekaMers zusammen- 
lallea und ihre vierkantigen Ecken sich über den Dodekaüderflächen als 
vierseilige Pyramiden erheben. Wenn z. B. die Kanten: 
[hki, kik] = [k + l,k, k] 
[klk, lkk]=[h, h, k + [\ 
einander parallel gehen sollen , so muss k = k + l odei 
Demnach ist das allgemeine Symbol der in Rede stehender 
[h, h — l,l) 




Flg. 1*7. 



r A- = A — /sein, 
n llexakisoktaeder: 
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Die am Granat beobachteten Hexakisoklaöder (321), (431) sind paral- 
lelkanlig. Das Ilexakisokta^der (321) ist gleichzeitig isogonal und parallel- 
kantig. Die Grenzformen, zwischen denen die Flächen der Tetrakisdodeka- 
äder liegen, sind das Dodekadder (110) und das Ikositetraöder (211) (s.Fig. 
146 und 147, Seite 231). 

§9. 

Sind zwei derlndices hkl einander gleich, wobei entweder l = k oder 
k = h sein kann, oder ist einer von ihnen gleich Null, so reducirt sich die 
Anzahl der Flächen auf 24, und es entstehen die Ikositetraöder (ÄAA), 
Triakisoktaeder {hhl), Tetrakishexaöder {hkO). 

Sind zwei der Indices einander gleich und der dritte gleich Null, so 
erhält man 12 Flächen, welche das Dodekaeder (110) bilden. 

Sind alle drei Indices einander gleich, so resultiren die 8 Flächen des 
Oktaöders (111). 

Sind zwei der Indices gleich Null, so erhält man die 6 Flächen des 
Hexaeders (100). 

Die drei letzteren Formen sind einzig in ihrer Art. 

Die Gesammtheit der einfachen vollflächigen Formen des regulären 
Systems bildet einen Krystallformencomplex und dieser ist derselbe ftlr 
alle in der vollflächigen Abtheilung des regulären Systems krystallisirende 
Substanzen. 

§10. 

Ikosi tetraöder (Äfefc), h > Ä*, wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je 4 auf den Symmetrieebenen d senkrecht stehen und sich in 
48 Kanten schneiden. Von den letzteren liegen 24, entsprechend den Kan- 
ten ß eines Hexakisoktaöders , in den Symmetrieebenen p und 24, ent- 
sprechend den Kanten y einer solchen Form, in den Symraetrieebenen d. 
Die Kanten bilden 26 Ecken : 6 vierkantige an den 4-zähligen , 8 drei- 
kantige an den 3-zähligen und 12 2+2-kantige an den 2-zähligen Sym- 
metrieaxen. Die Ikositetraöder besitzen also dreierlei Ecken, wie die 
Ilexakisoktaöder, aber nur zweierlei Kanten wie alle von 24 Flächen um- 
schlossenen Formen des regulären Systems. Die 24 begrenzenden Polygone 
sind Deltoide. Ftlr die Cosinus der Flächenwinkel erhält man: 

cos (p) = 



cos [y) = 



ÄA + 2Ä-Ä 
^hk + kk 



ÄA + 2ÄÄ' 
Aus der Formel auf Seite 229 ergiebt sich die Relation : 

3sin'^^4-2sin2^ + 4V^ sin ^ sin -^' = 1 
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Die Winkel [ß] und {/) kttnnen aiemals einander gleicb sein , dei 
sonst würde kk — ihk — kk = O*oder: 



also irrational werden. 



Symbol : (^1 


(y) 


(*3J) 61055' 39, Da" 
[S13) S8 i 3,( 


19 44 59,78 ( "'^'B'""' 


(111) 48 H »MS 


33 33 96,35 Granel, Anaicim 


(83>) S8 (1 t<,0« 


4S 57 47,01 Flussspath 


(311] IS 5 tS.BI 


50 U 43,7a Silber, Gold elc. 


iliii SO 48 »,08 


SB 50 59,05 Magneteiseo 


[4H) « 15 87,7 


80 — — 


(5(1) li 11 30 


65 57 88.55 


[flH] 18 40 a8,<7 


69 19 41,31 Bleiglanz. 


(1B-t-i| IS 3 J7,31 


74 S 85,81 


(11 -1 'Ij 9 39 40 


80 8 15,77 




Bemerken swerlh sind die Eigenschafton der lkosiletr»Sdor (Sil) und 
(3H) (s. Fig. 148 und 
149). Ersleres ist da- 
durch ausgezeichnet, 
dass die seine Deltoide 
symmetrisch theilenden 
Flacbendiagonalen mit 
den Kanten des einge- 
schriebenen Dodeka- 
üders zusammen fallen. 
Daher stumpfen die 
Flachen dieses Ikositc- 
Iraeders die Dodeka- 
Cdcrkanten gerade ab 

(s. Fig. ISO). Letzteres hiil die Kigensehufi, dass 
seine PlUchenwinkel [y) so gross sind wie die 
von je zwei , in einer vierkantigen Ecke einan- 
der gegenüberliegenden Flächen gebildeten 
Winkel, nämlich 50* 28' 44", wie aus folgenden 
Formeln hervorgeht: 



Vergleicht man diejenigen Kantenwinkel von 
(2H) und (3H), welche in einer Symmetrieebeno /> liegen, soergiebt sich, 
dass die in einer Ebene p gelegenen, von Kanten ß gebildeten symme- 
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Irischen Achtseito der beiden Ikosiletraöder dieselben Winkel besitzeo und 
sich nur durch ihre Lage von einander unterscheiden in so fern , als bei 
(211) der grössere Kantenwinkcl da liegt, wo sich bei (311) der kleinere 
befindet uod umgekehrt. Zum Beweise dieses Satzes berechnen wir die 
an einer 4-zähligen Symmetrieaxe von gegenüberliegenden Kanten ß ge- 
bildeten Winkel: 

[211, 21T] = [120], [211, 2TT] = [120] 

cos (T20'120) = ~ ] j" ^ = I 
(3H, 31T] = [T30], [3H, 3TT] = [130] 

cos(T30*130) = :=J-±-^ = | 

Folglich : 

cos (T30'130) = sin (T20*120) 

d. h. die beiden Kantenwinkel (120*120) und (T30'130) haben die Eigen- 
schaft, welche zwei aufeinander folgende Aussen winkcl eines symmetrischen 
Achtseits besitzen, sich zu 90^ zu ergänzen. Es ist: 

(T20'120)=53« r 48" 
(130' 130)= 36 J;2 12 

§11. 

Triakisoktaäder (ÄÄ?), A>>/. wird umschlossen von 24 Flachen, 
welche zu je vier auf den Symmetrieebenen d senkrecht stehen und sich in 

36 Kanten schneiden. 12 Kanten ß liegen zu je 
vier in den Symmetrieebenen p und gehen paral- 
lel zu den 2-zähligen Symmetrieaxen; 24 Kanten 
a liegen zu je vier in den Symmetrieebenen d. 
Diese Kanten bilden 1 4 Ecken : sechs 4 -f- 4-kantigo 
an den 4-ZcShligen und acht 3-kantige an den 3- 
zühligen Symmetrieaxen. Die 2-zahligen Sym- 
metrieaxen verbinden die Mitten gegenüberlie- 
gender Kanten ß. Die 24 begrenzenden Polygone 
sind gleichschenklige Dreiscite (s. Fig. 151). 




Fig. 4 5^. 



, , hh 4-2Ä/ 
''' («) = UT+Tl 

,_,, 2hh — ll 



4 sin2 



(|) + 3.l»'('^)+m,in(|)..(0=. 



Die Winkel (a) und [ß) können einander nicht gleich sein, da die hier- 
für geltende Bedingung : 

AA — 2A/ — Z/ = 
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auf irrationale Indices fUtirt : 



Symbol : (a) 
(332) 4 70 JO' «9,24" 
(553} 21 18 8,64 
(221) 27 15 57,34 
(331) 37 51 49,09 



j = \±V2 

iß) 
50028' 43,73" Granat 

45 58 46,29 Magneteisen 

38 56 32,82 Bleiglanz, Rothkupfererz 

26 81 81,32 Bleiglanz, Flussspath. 



§12. 

Tetrakishexa6der(/i,fe0], A>A', wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je 8 auf den Symmetrieebenen p senkrecht stehen und den 4- 
zähligen Symmetrieaxen parallel gehen. Von den 
36 Kanten gehen i 2 Kanten y zu je vier den 4-Zcihli- 
gen Symmetrieaxen parallel. Die übrigen Kanten 
a liegen zu je vier mit zwei Kanten y in einer 
Symmetrieebene d. Die Kanten stossen in 14 
Ecken zusammen : in sechs 4-kantigen an den 
4-zähligen Symmetrieaxen und acht 3 + 3-kan- 
tigen an den 3-zähligen Symmetrieaxen. Die 2- 
zähligen Symmetrieaxen verbinden die Mitten 
gegenüberliegender Kanten y. Die begrenzenden 
Polygone sind gleichschenklige Dreiseite (siehe 
Fig. 152). 

cos (a) = 




Fig. 152. 







4 


. o («) 

sm^ ^,- 


Symbol 


• 




{«) 


(320) 


46011' 


'13" 


(210) 


86 


52 


11,65 


(520) 


80 


27 


1,13 


(810) 


25 


50 


30,98 


(410) 


19 


44 


59,73 


(510) 


15 


56 


32,5 



cos {y) = 
4- 2 sin^ -^ + 4 sin 



hh + kk 

2hk 
hh + kk 

M 

2 



sm 



ir) 



= 1 



iy) 



220 87' 11, 59" Granat 

36 52 11,65 Granat, Kupfer, Gold, Silber, Flussspath 

46 23 49,86 Kupfer, Silber, Flussspath 

53 7 48,36 Amalgam, Flussspath 

61 55 39,04 Silber 

67 22 48,48 Rothkupfererz. 

Es ist nur dann Winkel (a) = (y), wenn A = 2Ä. Demnach ist (210) 
das einzige Tetrakishexaöder, welches gleiche Flächenwinkel besitzt. Die 
Schnittfigur der Normalebene einer dreizähligen Symmetrieaxe (Oktaöder- 
fläche) mit den FläcTien einer an dieser Axe liegenden 3 -|- 3-flachigen 
Ecke dieser Form ist demzufolge ein regelmässiges Sechsseit. (210) ist also 
eine Grenzform der isogonalen Hexakisokta^der (s. S. 231). 
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§13. 

Dodeka(5der (110) — (Fig. 153), wird umschlossen von den zwölf 
Flächen: 

110, 101, 011^, 110, 101, 011 
TTO, TOT, OTI, TIO, lOT, OTl 

welche den sechs Symmelrieebenen d^ , , , .d^ parallel gehen und sich in 
24 Kanten a schneiden. Die letzteren laufen zu je sechs den 3-zähligen 

Syramelrieaxen parallel und liegen zu je vier in 
einer Symmetrieebene d. Das Dodekai^der liefert 
also vier Kantenrichlungen. Die 24 Kanten des- 
selben bilden zu je vier einen Rhombus und 
stossen in 6 vierkantigen und 8 dreikantigen 
Ecken zusammen. Es verbinden die 4-zahligen 
Symmetrieaxen gegenüberliegende vierkantige, 
die 3-zähligen Symmetrieaxen gegenüberliegende 
dreikantige Ecken, die 2-zähligen Symmetrieaxen 
die Mitten gegenüberliegender Flächen, auf denen 
sie senkrecht stehen. 

Flächenwinkel (a) = 60« 




FJg. <53. 



(«) 



Vi 



JOO 



too 



OiO 



cos(a; = i, tan ^ 

Die Normalebene einer 3-zähligen Symmetrieaxe schneidet das Dode- 
kal^der in einem regelmässigen Sechsseit. 

Hexaeder (100) — (Fig. 154), wird umschlossen von den sechs Flächen : 

100, 010, 001, TOO, OTO, OOT 

welche den drei Symmetrieebenen p*, ;;2^ ^^ parallel gehen und sich in 12 

Kanten schneiden. Die letzteren gehen zu je vier 
einer 4-zahligen Symmetrieaxe parallel und stos- 
sen in 8 dreikantigen Ecken zusammen. Es ver- 
;p binden die 4 -zähligen Symmetrieaxen die Mitten 

gegenüberliegender Flächen, die 3-ziihligen Sym- 
metrieaxen gegenüberliegende Ecken, die 2-zäh- 
ligen Symmetrieaxen die Mitten gegenüberliegen- 
der Kanten (s. Fig. 139). 

Flächenwinkel [y] = 90« 

Die Kantenlängen, Flächendiagonalen und 
Verbindungslinien gegenüberliegender Ecken verhalten sich wie : 

1 : y2 : V3 = 1 : 1,41421: 1,73205 

Oktaeder (111) — die sogenannte Grundform dos regulären 
Systems (Fig. 155), wird umschlossen von den acht Flächen: 

111, T11, 1T1, 11T 
TTT, ITT, TIT, TTl 



Fig. <54. 
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deren zwölf Kanten zu je dreien gleichseilige Dreiecke bilden und in sechs 
vierkantigen Ecken zusammeD Glossen. Die (-zähligen SymmelrieaKen ver- 
bindeu gegenüberliegende Ecken; die 3'Zähligen Symmetrieaxen stehen 
normal auf gegenüberliegenden FlUchen und verbinden die Hillelpunkte 




Fi«. tBS. 



Fig. ISS. 



derselben; die 2-zähligen Symmelrieuxen gehen den Kanten de.*« Oktal>ders 
parallel und verbinden die Mitten gegenüberliegender Kanten {s. Fig. 1-^6]. 
Flächenwinkel [ß] = 70" M'- 4:t,6". 

cos[^)=4, lani^ = y|" 

Winkel zwischen einer Oklaüderflüche und einer anliegenden llexaMer- 
fiache = 5*0 44' 8,2". 

cos(HriOO) = -L = 4 VJ 

Winkel zwischen einer OkUiOderdilche und einer anliegenden Do- 
dekaederOaehe = 35« 15' 54,8". 

cos (HIN 10) = —^^-^ = Vi 

Wird die Axeneinheil gleich der Längeneinheil gesetzt, so ist die: 
Kanlenlönge des Oktaeders = Vi 

— 1 

Kantennormale desOktaüders = \\'i = -^==o 70710 



Flychennormale desOktaödcrs =^ ^ K3 ^ -r~T=^ 57735 

Einer OktaSderflüche ist die auf ihr senkrecht siebende 3-ziJblige 
Symmetrieaxe in Bezug auf die von den Axen gebildete Ecke harmonisch 
zugeordnet. 
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Die in § { 3 genannten drei Formen, Dodekaeder, Hexaeder und Oktaeder, 
sind einzig in ihrer Art. Der Zusammenhang ihrer Flächen und Kanten mit 
den Ebenen und Äsen der Symmetrie wird durch die stereographiscben 




Projeclionen ihrer Polßguren (Fig. 158 — 160] veranschaulicht, mitdonen man 
Fig. 157 vergleichen mOgo. 

Die Fischen des llexaMers sind parallel den Symmetrieebenenp. 




Die Flüchen des Dodekaeders sind parallel den Symmetrieebenen d. 
Die Kanten des Hexaeders sind parallel den i-zllh'ligen Symmetrieaxen . 
Die Kanten des Dodekaeders sind parallel den 3-zahligen Symmetrieaxen. 
Die Kanten des Oktaeders sind parallel den 8-zahligen Symmetrieaxen. 
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Zwischen Oktaeder und Dodekai^dcr besteht die Beziehung, dass die 
Flachen der einen Form auf den Kanten der anderen senkrecht stehen. 





Fig. 4 64. 



Fig. 462. 



Die Flächen des Dodeka(^ders stumpfen die Hexai^derkanten und die 
Oktaederkanten gerade ab (Fig. 161, 162). Die Flächen des OktaMers 



/^r^\ 



u^ 




Fig. 463. 




Fig. 464. 



Stumpfen die Ilexa^derecken und die dreiflächigen Dodekaederecken gerade 
ab (Fig. 163, 164). Die Flächen des Hexaeders stumpfen die Oktaeder- 
ecken und die vierflächigen 
Dodekaederecken gerade ab 
(Fig. 165, 166). 

Die Combination aller 
drei Formen (Fig. 157) kommt 
häu6g vor; z. B. am Gold von 
Lebeschka bei Beresowsk im 
Ural, aus Brasilien ; am Fluss- 
spath von der Grube An- 
dreaskreuz zu Andreasberg, 
aus dem Granit der Fuchs- 
berge westlich Striegau in Schlesien, von der Scheelitlagerställe am Kies- 
berge im Riesengrunde bei Gross-Aupa in Böhmen u. v. a. 0.; am Blei- 




Fig. 465. 




Fig. 466. 
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gltinz von Harzgerode; am Granat u.s.i 
Flächen der Combination siod : 



Die Winkel zwisrheo aiilie(;eD(len 



100 54044' 8,2" 
HO 35M5'5.r' 




A^ 



Kig. 167. 



Fi«. 168. 



§ 15- 
Wir belracblen nocL einige der wicliligslen Combinatioaen der 
vollflächigen Formen des regulären Systems"). 

Hexaeder (100). 
Die Ecken werden er- 
setzt durch die sechs- 
flilchigen Ecken der 
Hexakisokta<ider {hkl). 
Figur <67 (100) (421) 
Fiussspath vom MUn- 
sterthul in Baden. 

Die Ecken werden 
ersetzt durch die drei- 
flüchigen Ecken der 
Ikositetraeder[Aftft). Die Flüchen der letzteren sind auf den Uoxaederllachcn 
gerade aufgesetzt. Die Hexaüderflüchen erscheinen als gerade Ab- 
stumpfungen der an den 4-ziibligen Symnietrieaxen gelegenen Ecken der 
Ikositetraeder. Fig. 168 (100) (^11) Anaicim vom Fassathalc in Tyrol und 
von den Cyclopen-Inseln hei Calania. Die Combination (100) |311) tritt am 

Flussspatb von Gersdorf 
bei Freiberg auf. 

Die Ecken werden 
ersetzt durch die drei- 
flächigen Ecken der 
Triakisoktaeder {hhl). 
Die Flachen der letzte- 
ren sind auf den Hexa- 
Cderkanlen gerade auf- 
gesetzt. Fig. 169 (100) 
(äSI) BIciglanz von 
Andreasberg im Harz und Willichen im Schwarzwald. 

Die Kanten werden zugestumpft durch die Flachen dcrTetrakisbexaeder 
(hkd). Fig. 170 (100) (300] Fiussspath von Alslon Moor in Cumberiand 
und Zinnwald in Böhmen. 




*] Eioe vothlttndige Discussion derselben s. b. Na 
angew. Kryst. I, I7sr. 



Lehrb. d. rein, und 



§ S— IS. Volinachige Formen. 



241 



Oktaeder (f 11). Die Ecken werden ersetzt durch die achlflachigen 
Eckeo der Hexakisoklaßder {hkl]. Fig. 171 ((11} (321]. 

Die Ecken werden ersetzt durch die, an den i-z3hligen Symmetrieaxen 
gelegenen vierllacbigen Ecken der Ikositetrattder [hkk). Die Flachen der 
letzteren sind auf den OktaederQächen gerade aurgesetzt. Fig. 172 (141) 





Flg. 111. 



(S14) Bothkupfererz von Gumi^schewsk. Die Combination (111} (311) tritt 
am Magneteisen von Traversella, Pleonast vom Albaner Gebirge, Gold von 
VörOschpatak, Silber von Kongsberg auf. 

Die Kanten werden zugestumpft durch die Flachen der Triakisoktaeder 
(hhl). Fig. 173 (111) (331) Flussspath von Kongsberg. Die Combination 





(111) (441} tritt am Flussspath aus dem Granit der Fuchsberge westlich von 
Striegau auf. 

Die Ecken werden ersetzt durch die vierflachigen Ecken der Telrakis- 
hcxaeder [kkd]. Die Flachen der letzteren sind auf den Oklacderkanten 
gerade aufgesetzt. Fig. 174 (111) (3(0} Flussspath vonAllenberg in Sachsen. 

Dodekaeder (dO}. Die vierflachigen Ecken werden ersetzt durch 
die achtflachigen Ecken der Hexakisoklaeder [kkt], bei denen A^A-f- /ist. 
Fig. 175, S. 842 (110) (5*1}. 

Die dreiflächigen Ecken werden ersetzt durch die sechsflächigen Ecken 

Llabiioh, 0*>B<tr. KijiUllogi, ig 
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der Hexakisoktaöder [hkl], bei denen A < A + Hsl. Fig. 177 (HO) 
(5*3). 

Die Kanten werden zugeslumpft durch die Pliiclicn der Hexukisoktaüder 
Ihkl), bei denen k ^ k -i- l ist, d. h. durch die Fltfchcn der parallel- 
kantigen HcxakisoktaCdcroderTelrukisdodekaüderFii;. < 76. (HO) (321) sehr 
hüufig am Granat. 

Die vierflilchigen Ecken werden ersetzt durch die, an den 4-zäbligen 




Symmetrieaxen gelegenen vierflüühigon Ecken der IkosilclraCder {hkk), 
bei denen k"^ ik ist. Die Ikostlelrnüdcrflilchen sind auf den DodekaMer- 
kanten gerade aufgesetzt. Fig. 178 (HO) (3H) am Flussspalh von Baveno; 
mit (I H) am Magneleisen aus dem Albaner Gebirge. 

Die dreifltlchigen Ecken werden ersetzt durch die dreiflächigen Ecken 
der Ikositetraüder {kkk), bei denen 2fr >■ /i >■ A ist. Die Ikositelrafeder- 
flüchen sind auf den Dodekacderkanten gerade aufgesetzt. Fig. 180 (Hl) 
(322). 

Die Dodekaüdcrkanlen werden gerade abgestumpft durch die Flycheu 




Fig. (80. 



des Ikositetrasders (2H), bei welchem /i = SA* ist. Fig. 179 sehr häufig am 
Grauat, z. B. von Äla in Piemont, Pitkäranda bei Sordawala in Finland, 
Hagnet Cove in Arkansas, Slatousl im Ural, Grube Andreasort zu Aodreas- 
berg, am Melanit von Frascati bei Rom, Grossular vom Wilui u. s. w. 
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Die dreiflächigen Ecken werden ersetzt durch die dreiflUchigen Ecken 
der Triakisoklaüder {hkl). Die Fluchen der letzteren sind auf den Do- 
dekaederflSchen gerade aufgesetzt. Fig. 181 (110) (331] zusammen mit(Hf) 
am Hoihkupferen von 
Gumeschewsk. Die 

CombinalioD(l10j (221) 
tritt an dem hell grün- 
gelben Granat vom Zil- 
lerthal auf. 

Die vierflacht gen 
Ecken werden ersetzt 
durch die vierflacbigen 
Ecken der Tetrakis- - 
hexaeder (AftO). Die 
Fluchen der letzleren 

sind auf den Dodekaederflächen gerade aufgesetzt. Fig. 182 (110) (210) am 
Granat von Dognaczca. (110] (520) am Kupfer von Bogoslowsk und am 
grUnen Flussspath aus 
England, (110) (310) 
am Flussspath von 
ÄlslonMoor, (111) (510] 
am Rolhkupfererz von 
Gumcschewsk. 

Ikosi tetraSder 
(211). Die dreiflächigen 
Ecken werden gerade 
abgestumpft duroh die 

Flachen des Oktaeders. Fig. iss. Flg. 1B(. 

Fig. 163 (Sti) (111). 

Die vierflachigen Ecken werden gerade abgestumpft durch die Flächen 
des Hexaeders. Fig. 18i [211] [100] Änalcim vom Fassathal. 





Die 2 -\~ 2-kantigen Ecken worden gerade abgestumpft durch die 
Piachen des Dodekaeders. Fig. 170 auf S. 3i2. 
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Die in den dreikantigen Ecken zusammenstosscnden Kanten werden 
gerade abgestumpft durch die Flächen des Triakisoktaöders (332). Fig. 185, 
S. 243 (211) (322). Fig. 186,8.243 (211) (332) (110) am Granat von Brosso. 

Die in den vierkantigen Ecken zusammenstosscnden Kanten vsrerden 
gerade abgestumpft durch die Flächen desTetrakishexaöders (210). Fig. 187, 
S. 243 (211) (210) (110). 

Andere Combinationen s. in § 30. 

Die folgende Tabelle enthalt die Winkel, welche die Flächen AfcZ, 
A > A' > Z, der wichtigsten bisher beobachteten Formen mit den über dem 
positiven Oktanten gelegenen Flächen des Hexaeders, Oktaeders und 
Dodekaeders einschliessen. Die Winkel wurden berechnet aus ihren 
Cosinussen, deren Werthe sich aus der Formel (1), S. 223, ergeben: 

100 010 001 111 011 101 110 

h k l h+k + l k + l h + l h+k 



hkl 



H H H |/3 . H 1/2 . n Vi . // 1/2 . // 



wonn : 








// — 












Yhh ^kk + 11 


gesetzt 


ist. 






















100 


010 




001 




320 


88041' 


24,28" 


56018' 


'85,77" 


900 




210 


26 


33 


54,18 


63 26 


5,82 




90 




530 


21 


48 


5,73 


68 11 


54,27 




90 




310 


18 


26 


5,79 


71 83 


54,19 




90 




440 


14 


2 


10,48 


75 57 


49,52 




90 




510 


11 


18 


85,78 


78 41 


24,22 




90 




882 






50 14 


16,21 






64045' 38,16' 




553 






49 23 


13,78 






67 — 36,82 




221 






48 11 


22,86 






70 81 48,60 




881 






46 30 


30,59 






76 44 14,85 




433 


46 


41 


10,11 




59 


2 


0,48 




322 


48 


18 


49,88 




60 


58 


58,81 




211 


35 


15 


51,81 




66 


54 


18,57 




883 


27 


56 


18,07 




70 


39 


9,45 




811 


25 


14 


21,88 




72 


27 


5,76 




722 


22 


— 


6,18 




74 


88 


18,98 




411 


19 


28 


16,89 




76 


22 


1,13 




511 


15 


47 


85,40 




79 


54 


15,11 




61 1 


13 


15 


45,64 




80 


89 


50,90 




15*2-2 


10 


40 


42,30 




82 


18 


11,72 




12. 1 -1 


6 


43 


16,94 




85 


15 


9,87 




821 


86 


41 


57,19 


57 41 


18,46 




74 29 55,11 




431 


38 


19 


43,74 


53 57 


36,37 




78 41 24,25 




531 


32 


18 


89,37 


59 81 


46,67 




80 16 6,67 




421 


29 


12 


21,35 


64 7 


23,91 




77 23 44,22 




11 >5-3 


27 


55 


38, 8S 


66 19 


16,16 




76 8 23,20 




10 *4. 8 


26 


83 


54,18 


69 2 


11,89 




74 26 6,70 




781 


24 


18 


40,55 


67 — 


86,82 




82 81 10,28 
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24. 7-6 «00 54 M 6,06" 72« 2' 4,47" 



824 45 36 58,06 

45*8. 4 44 54 46,89 

25*6*2 44 44 49,04 

40 '6*4 84 48 40,46 

754 86 4 44,77 



76 4 4,47 
78 42 52,40 
76 82 44,44 
59 9 42,67 
54 44 8,22 



770 46' 48,49" 
88 5 8,26 
66 4 5 85,23 
85 83 54,74 
85 5 56,40 
88 22 9,84 



820 
240 
520 
840 
440 
640 
882 
558 
224 
884 
488 
822 
244 
888 
84 4 
722 
444 
54 4 
644 
45 •2* 
42*4 • 
824 
484 
534 
424 
44 •5* 
40 • 4 • 

784 
24-7. 

824 

45-8 . 

25 •6« 

40 • 6 • 

754 



444 
36048' 84,20" 
89 42 58,48 

44 24 5,35 
48 5 49,44 

45 83 42,83 
47 42 24,09 

40 



044 
66054' 28,52" 
74 88 54,49 
74 46 26,44 
77 4 44,54 
80 7 30,44 
82 4 48,74 
4 29,78 

42 46 28,69 

45 47 85,42 

22 — 6,35 



58 



8 2 

44 25 48,37 

49 28 46,48 

26 47 50,48 

29 29 46,30 

82 44 2,05 

85 45 54,84 

88 56 82,82 

44 28 22,58 

2 44 3 25,94 

4 48 — 54,28 
22 42 27,55 
25 49 57,74 
28 88 89,03 

28 7 84,87 
8 28 43 27,08 

3 28 86 46,08 
84 43 39,09 

5 82 54 24,80 
40 7 57,97 

4 44 48 82,94 
2 42 22 6,45 
4 88 — 46,35 

29 55 85,4 6 



48 48 49,89 

46 44 40,44 

54 44 8,22 
62 3 44,94 
64 45 38,46 

67 59 53,83 
70 84 43,60 

74 42 24,69 

76 44 44,86 
79 49 47,68 
88 46 43,06 

55 27 44,67 

56 48 85,76 
64 26 24,38 
62 25 29,82 
62 58 32,27 

68 43 24,05 
68 28 86,62 
68 2 85,80 

75 42 44,66 
79 22 8,56 

77 49 42,07 
64 58 59,20 
60 89 58,05 



404 
580 57' 86,87" 
50 46 6,54 

48 57 50,66 
47 52 4 0,47 
46 44 40,43 
46 6 7,62 

44 4 52,56 
42 84 9,22 

45 — — 

49 82 82,54 



440 
44048' 85,84" 

48 26 5,74 
23 4 4 55,00 
26 88 54,49 
30 57 49,52 
33 44 24,24 
25 44 24,84 
22 59 28,4 4 

49 28 46,48 
43 45 45,54 



84 54 87,98 
80 57 49,52 
80 — — 
80 48 4,66 
34 28 55,84 
32 82 58,44 
88 88 26,85 

85 45 54,84 

86 85 42,43 
88 2 47,80 
40 28 5,46 



40 58 86,20 

46 6 7,62 

44 40 52,43 

89 30 35,00 

87 49 54,80 

34 44 42,58 

42 34 9,22 

85 58 28,93 

89 59 32,84 

42 26 44,64 

42 44 49,05 

48 24 42,2 

49 48 0,86 



49 6 28,75 

48 58 52,5 

47 4 25,85 

22 4 2 27,55 

24 40 6,08 

27 44 40,45 

22 59 23,04 

29 4 5 20,42 

84 89 5,07 

33 52 24,70 

84 47 5,00 

44 54 8,84 

44 32 43,48 



B. Plagiedrisch-hemiediische Formen. 

(Gyroödiische Formen.) 
§16. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen 13 Symmetrieaxen wie die 
holoädrischen Formen, aber kein Centrum der Symmetrie und keine Symr- 
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metrieebene. Zu einem Flachenpol kkl, A ;> Ä\> /, gehüreo 23 gteich- 
werlhige Pole ; 



hkl, 
~khl, 
khl, 
hkl, 



Ihk, 
Ikh, 
Ikh, 
Uk, 



kth, 

hlk, 
htk, 
klh, 



hkl, 
hkl, 
khl 



Ihk, 
Ihk, 
Ikh, 



hlk 

- kU 

klh 

hlk 



von denen sich die oberen in den schraffirten sphärischen Dreiecken der 
Fig 188, die UDlcren in den nicht diamelr»l gegenüberliegenden Dreiecken 
belinden. Um diese VerUieilung 
-^ gleicher Pole auch in ihrer ste- 

reographischen Projection anzu- 
deuten , ist nach §13, Kapitel 
8 die Charakteristik -f- in die 
schraffirten, — in die weissen 
Dreiecke der Figur 188 gesetzt 
worden. Die 2( Flächen mit 
den vorstehend aufgezHhllcn 
Symbolen umschHessen eine 
einfache Kryslallforin, welche 
mit y {hklj bezeichnet und 
Pentagon-Ikositotraeder 
genannt wird , da die begren- 
zenden Polygone Ftlnfseite sind 
Fig. 1 es. (s. Fig. 189). Geht man von 

dem Flachenpole khl aus, so 
erhält man ebenfalls 23 gleichwerthige Pole. Die entsprechenden Flüchen 
bilden das Pentagon-ikositetraüder y {khl) (s. Fig. 191). Die beiden, so 
entstandenen correlaten Formen sind enantiomorph. 

Aus dem Vergleich von Fig. 188 mit Fig. 140 ergiebt sich eine geo- 





metrische Beziehung der correlalen Pontagon-Ikositelraeder y [hkl) und 
y {khl) zu dem Hexakisoktaeder {hkCj. Die ersteren beiden Formen kann 
man sich dadurch entstanden denken, dass alle abwechselnden Flächen des 
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Hexakisoktatiders entweder fortfallen oder allein vorhanden bleiben (vergl. 
Fig. 490). 

Die übrigen einfacheo Formen dieser Gruppe unterscheiden sieb in 
ihrer Geslalt nicht von den volltlilchigen I kos ite Irakern, Triukisaktaj>dern, 
Tetra kisbexaüdern, dem Dodekaeder, Hexaeder, Oklaeder. 

Eine hierher gehörige krystallisirle Substanz isl nocli nicht beobachtet 
worden. 

C. PentagoDsl-bemiSdriscIie Formen. 

(Parallel na cbig-heiuiMrigohe Formen.) 

§17. 
Die pentBgonal-hemiedrischen Formen besitzen ein Centrum der 
Symmetrie; 7 Symmelrieaxen: drei gleiche 2-zahlige parallel den 
Kanten eines Wtlrfels, vier gleiche S-zühlige von nur einer Richtung 
parallel den Eckendiagonalen 
desselben Würfels und vier 
andere gleiche 3-zUhlige in den 
entgegengesetzten Richtungen ; 
drei gleiche Symmetrieebe- 
nen parallel den Flächen jenes 
Würfels, Diese Symmetrie Ver- 
hältnisse werden durch Fig. 192 
veranschaulicht. Zu einem 
Fladienpol AAi, A>/.>/, der 
in demjenigen schraffirten sphü- 
fischen Dreieck liegt, dessen 
Ecken die Pole von 100, HO, 
1 f 1 sind , gehören in Folge 
dieser Symmetrieeigenschaften 
23 gleichwerthige Pole, von 
denen die oberen in den schraffir- 
ten sphärischen Dreiecken der Fig. 1 92, die unleren in den diametral gegen- 
tlberliegenden Dreiecken sich befinden. Um diese Eigenschaft auch in der 
Pigurauszudmcken, ist in die nicht schraffirten Dreiecke die Charakteristik 0, 
welche nach § 13, Kapitel 8 andeutet, dass in den betreffenden oberen 
und den diametral gegenüberliegenden Dreiecken kein Klächenpol liegt, 
gesetzt worden. Die den 24 gleichwerthigen Polen entsprechenden, paar- 
weise einander parallelen Flüchen : 




Fig. m. 



hH, 


klh. 


(*i-, 


hkl. 


klh, 


Ihk 


Hl, 


kth. 


Jhk, 


hkl, 


klh. 


Ihk 


htl, 


'klh, 


Ihk, 


hkl, 


klh, 


Ihk 


hkl, 


if/., 


Ihk, 


hkl. 


klh. 


Ihk 



umschlieKsen eine einbcfae Krystallfomi, welche Diploeder genannt und 
mit n [kkl] bezeichnet wird. Geht man von einem Pole in einem der nicht 
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schraffirten Dreiecke Fig. 1 92, S. 247 aus, z. B. von kh l in dem Dreieck, dessen 
Eckpunkte die Pole der Flüchen 010, 110, 111 sind, so erhalt man ebenfalls 
23 gleichwerthige Pole. Die ihnen entsprechenden Flächen : 



kkt, 
khl, 
kiil, 
khl, 



klk, 
htk, 
hik, 
hlk, 



Ikh, 

Üb, 

Ikh, 
11 h. 



khl, 
khl, 
khl, 
khl, 



hlk, 
hlk, 
hlk, 
hlk. 



Ikh 
Jkh 
Ikh 
Ikii 



umschliessen ebenfalls ein Diploeder, welches wir mit fv {khl} bezeichnen 
wollen. 

Durch eine Drehung um 90o um eme der 2-zäbligcn Symmetrieaxen 
iomtnl fc {h k II m'il 7t [khl] zur Deckung, wie sich aus der Betrachtung von 




Fig. tB3. 



Fig. 194. 



Fig. ISS. 



Ptg. 192, S. 2i7 ergiebt. Diese beiden correlaten Formen sind also geo- 
metrisch nur durch ihre Stellung von einander verschieden. 

Vergleicht man Fig. 192 mit Fig. UO auf S. 225, so ergiebt sich eine 
geometrische Beziehung zwischen zwei correlaten Diploödern /r [hkl], 
7t [khl] und dem llexakisoktaKder [hkl). Jede der beiden ersteren Formen 
wird umschlossen von der halben Anzahl der Flächenpaare, welche an den 
mittleren Kanten ß des Hexakisoktafdcrs liegen. Die in Fig. 1 9( schrafßrten 
Flächen des Hexakisoktaeders ('^21] umschliessen fUr sich das Diplo^der 
TT (321) Fig. 193 ; die daselbst weiss gelassenen Flächen bilden das Diploikler 
«r (231) Fig. 198. 

§18. 

Dipl 8 der (Dyakisdodekaeder) tt {hkl), 7t [khl); A>t>/. 

Die 8( Flächen eines Diploedcrs schneiden sich in iS Kanten, von denen 
2i, nämlicb 12 längere^ und 12 kürzere ij, in den Symmetrieebenon liegen. 
Die Kanten ß entsprechen den gleichnamigen Kaulen des Uexakisoktai^ders 
[hkl). Die Kanten ß und ^ bilden sechs 2 + 2-kanlige Ecken an den drei 
2-iabligen Symmetrieaxen. Die 24 mittleren Kanten e bilden acht 3-kantige 
Ecken an den vier 3-zahligen Symmetrieaxen, die in Fig. 196 und 197 
durch geslrichelt-ptinktirte Linien dargestellt sind. Ausserdem werden 
von je zwei Kanten e, einer Kante ß und einer Kante i; zwölf 2 -|- 1 -}- 1- 
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kantige Ecken gebildet. Die 9( begreniendeD Polygone sind Vierseite mit 
zwei an einander liegenden Seiten e']. 

Die in der Flache hkl des Diploäders jt [kkl) liegende Kante ß und die 
derselben gegenüberliegende Kante e haben die Symbole : 

ß=[kkl,kk'l] = [kh(i] 

E = [hkl, klk] = [kk — II • lk~hh-hl — kk] 

Demnach gehen diese Kanten eioander parallel, wenn; 
hl=kk 
ist. In diesem Falle heisst das Diplocder parallelkantig. Hierher ge- 
hüren z. B. ;r[i21j und 7r(ä41]. Diejenigen Diploeder, bei denen hl<^kk 




Pig. 1»«. 



oder hl'^kk ist, hetssen convergentkantig{s. Fig. 193 und 195) oder diver- 
gentkantig, weit die Kanten ß und e nach der Kante ij convergiren oder 
divergiren. Zu den ersteren gehttren u. A. nr(3S1), 7r(&31], yr(10 • 6 • 1j, 
zu den letzteren nr(821), jr{l5 - 3 ■ i). 

Diploeder treten selbständig am Eisenkies von Traversella it [3S1 ] und 
Brosso TT (241) auf. 

Für die Cosinus der Fluchenwinkel [ß], (e), (i;) erhnit man : 

ia\ ?i I 1» i ; 7, hh ~\~ kk // 

eosW= cos(UMA-/)=^-^-p,:^-^- 

f cos {hkl" thk) _ kl+Jh_+hk 
c»sW — \ cos{kkrktk]~ hk + kk + // 
kk + ll 



cos[r))= cos [hkl^ hkl] = 



folglich ist: 



kh + kk + il 



•) Die Kanten i? 
V, Z bezeichnet. 



nn mil^". B", C", 



n G. Rose mit Y, 



250 Dreizehntes Kapitel. 



sm^ 



2siD2 



sm 



und : 



(0= 



hh -\^ kk + ll 

hh-\-kk + ll — kl—lh —hk 
hh + kk + ll 

kk 



COS^ I- 



hh + kk + II 
hh + kk 



so dass: 



2 //^\ __/'/'+. 

\2) hh + kk 



+ // 
hh + 11 
hh + kk + II 

hh 



hh + kk + 



_ _ , _ »,„, (I) _ .., (I) 



Demnacb ergicbt sich für die drei Flachenvvinkel [ß]^ {b\ (ij) eines 



Dyakisdodekaöders folgende Relation f. 

Symbol: (17) [ß] (b) 

(324) 64037' 23,02" 310—' 9,73" 38012' 47,53" 

(424) 54 45 42,43 25 42 34,52 48 41 22,46 

(584) 60 56 26,57 19 27 46,62 48 55 3,59 

(40 -6 -4) 64 40 34,63 9 48 7,77 56 48 24,77 

(854) 63 36 43,92 42 6 5,33 53 55 18,48 

(40 • 5 • 4) 52 54 8,6 40 43 20 58 56 39 

(458) 90 -— — 50 42 29,48 49 55 48,83 

(432) 67 42 82,59 43 36 40,45 69 5 49,04 

(682) 50 45 43,88 33 42 41,46 42 43 7,43 

(932) 36 2 57,59 23 48 33,76 57 8 32,58 

(44 •5-2) 48 44 22,88 18 47 49,04 79 46 22,27 

(40 •8* 7) 66 28.49,86 57 19 21,92 14 43 46,91 

(841) 52 46 82,13 12 45 31,51 57 5 51,29 

(10*6.3) 40 27 55,58 19 54 53,82 57 26 18,27 

§19. 

Die tlbrigen einfachen peniagonal-hemii^drischen For- 
men. Sind zwei der Indices A, ky l einander gleich, wobei entweder l = k 
oder k = h sein kann, so entstehen die pentagonal-hemif^drischen Ik osit e- 
traöder 7t[hkk) und Triakisoktaeder 7r(/iÄ/), welche ihrer Gestalt 
nach vollkommen mit den gleich bezeichneten vollflachigen Formen über- 
einstimmen, von diesen aber in den physikalischen Symmetrieeigenschaften 
ihrer Flächen und Ecken verschieden sind. 



*) Th. L. Zeitschr. für Kryslallogr. 4 880, 4, 267—268. 
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Isl /^O. so entsl^hen twei neue correlate Formen .t AÄOl und 
rr AftO., welche Penla^ondodekaPder genanntwerden. Durch weitere 
Specialisining der Indiees entstehen das peDla)!ona1'henii4Hlrischc Dode- 
kai'der.T HO, Hexa*der,T 100, Oktaeder /r ,111), welcbe eben- 
falls geometrisch mit den gleichoamigen volllläcbigen Formen Übereinstim- 
men. — Wir haben also nur die Pentagondodekaeder :r.hlc0 und 
.T khO , h ^k. genauer zu betrachten. Ein Pentagondodekatider wird von 
^i Flächen umschlossen, welche sich in 30 Kanten schneiden. 6 Kanlen ij 
liegen in den Sjmmetriecbenen. Die .Vitien einander gegenüberliegender 
kanten r, werden durch die j-zithligen Synimetrieaxen verbunden. 24 
Kanten £ liegen zu je dreien an einer 3-zilhligeQ Sjmmetrieaxc. Die Kan- 



,L^ 



Fig. 1»8. 




Fig. <99. 



Fig. aso. 



ten stossen in 20 Ecken zusammen, von denen acht 3-kantig und zwOlf 
2+ l-kantig sind. Die 12 begrenzenden Polygone sind symmetrische 
FUnfseite, welche von je einer Kante rj und vier Kanten e gebildet werden. 
Fig. 198 und SOG stellen die Pentagondodekaeder 7i'i\<i] und jr(120] dar, 
von denen das erstere nach seinem häufigen Vorkommen am Eisenkies 
(Pyrites) auch Pyriloüder genannt wird. Diese beiden Formen können 
nach dem in § 17 angeführten Princip aus dem TelrakishexaMer (210) 
Fig. 199 geometrisch abgeleitet werden. Aus den Formeln auf S. 249 er~ 
bull man für / = : 



cos \tf: = 



hh — kk 



~ hh+kk 



und für {ß] = die Relation : 



2sin*(0 + Jsin{ij!: 
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Dreizehntes 


Kapitel. 


ymbo 


l: iv) 


(a) 


(3<0) 


360 54' 14,65" 


720^2' 32,63" 


(2i0) 


53 7 48,36 


66 25 48,53 


(530) 


64 55 39,04 


63 49 45,7 


(320) 


67 22 48,49 


62 30 46,39 


(430) 


73 44 23,29 


64 48 52,57 


(540) 


77 49 40,62 


60 48 42,95 


(650) 


79 36 40,44 


60 32 26,65 


(760) 


84 42 9,32 


60 23 48,29 



§20. 

Von den möglichen Combinationen der pentagona! -hemiödrischen 
Formen wollen wir nur einige der am häufigsten in der Natur vorkommen- 
den erwähnen. 

Die Flächen des Hexaäders stumpfen die % -\- 2-kantigen Ecken der 






Fig. 204. 



Fig. 202. 



Flg. 208. 



Diploöder und die in den Symmetrieebenen gelegenen Kanten rj der Penta- 
gondodekaOder gerade ab. Die Flächen eines am Hexaeder untergeordnet 
auftretenden DiploSders bilden dreiflächige Zustumpfungen der Hexaüder- 
ecken; Fig. 204 Eisenkies von Traversella 7t (400), n (32i). 

Die Dodekaederflächen bilden an einem Pentagondodekaeder Zu- 
stumpfungen der 2 + i -kan- 
tigen Ecken, welche auf den 
in den Symmetrieebenen ge- 
legenen Kanten rj gerade auf- 
gesetzt sind; Fig. 20 i Eisen- 
kies von Elba tt (i i 0) , tt (24 0) . 
Die Oktaederflächen 
stumpfen die 3-kantigen 
Ecken der Diploeder und 
Pentagondodekaeder gerade 
ab (Eisenkies, Kobaltglanz]. 
Der Mittelkrystall zwischen 
7c(\\i) und TT (2i0) oder 7r(420) wird von acht gleichseitigen und zwölf 
gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen, von denen die ersteren dem 




Fig. 204. 



Fig. 205. 
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Oktaeder, die leliterftn dem PeDlagondodekaeder angeboren; Figur SOS 
7[[H1), 7i[iiO]. Die CombinalionskaDten von 7r(114j und tt [210) oder 
^[120) laufen je einer Diagonale einer PentagoododekaederOilohe paral>el. 
Sie werden hüußg durch Diplo<;der abgestumpft. Da i. B. die Combina- 
tionskante der Flüchen 111 und 240 das Symbol [12?] hat, so müssen die 
lodices einer in ihrer Zone liegenden Flache kkl die Bedingung: 

h-ht = ik 
befriedigen. Zu diesen Diploedern gehCrt also z. B. ?c(321], dessen Com- 
bination mit n(210) und ;c(111} in Fig. 205 dargestellt ist. 

Wenn die Penlagondodekaeder ft (210] und n: (tSO) untergeordnet am 
Ikositetraeder tc (211)' auftreten, so stumpfen ihre Flachen die in den Sym- 
melrieebenen gelege- 
nen Kanten des Ikosi- 
tetraJiders gerade ab; 
Fig. 206 Eisenkies von 
Erbach bei Dillenburg 
?c(211),nr(120)." 

Die in den Sym- 
metrieebenen gelege- 
nen Kanten ß und rj des , 
Diploeders n:(hk[}, 

durch die Flachen der 

Pentagondodekaäder 
7t[hkÖ) und 7t (/AO), die des Dtploöders ft(khl] durch die Flachen der 
Pentagondodekaüder n [khO] und 7t (kH)] gerade abgestumpft. Hierfür 
bietet die in Fig. 207 dargestellte Combination des Eisenkieses ir (Sil) 
71 (ISO) ein Beispiel dar. Zugleich ist aus dieser Figur ersichtlich, dass 
7t (Sil) ein parallelkantiges Diploeder ist. 

D. TetraSdrisch-hemiSdrIsche Formen. 

[Geneigtnscbig heoiiedrische Cormen.) 
§S(. 

Die tetraedrisch-hemiedrischen Formen besitzen 7Symmetrieaxen: 
drei gleiche S-zUhlige Axen parallel den Kanten eines Wtlrfeis und vier 
gleiche 3-zahlige polare Axen parallel den Eckend iago na ien desselben 
Würfels; ausserdem 6 gleiche Symmetrieebenen parallel den Verbindungs- 
ebenen gegenüberliegender Kanten jenes Würfels. Diese Symmelriever- 
hältnisse werden durch Fig. 908, S. 254 veranschaulicht. 

Zu einem Flachenpol hkl, ft >■ A >. /, gehören in Folge der Symmetrie 
dieser Abtheilung 23 gleichwerthige Pole, von denen sich 1 S in den beiden, 
in Fig.S08,S.S5iweiss gelassenen oberen Oktanten und 12 in den nicht dia- 
metral gegenüberliegenden unteren Oktanten befinden. UmdieseEigenschaft 
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auch in der Figur zum Ausdruck zu liringen, islnacli § 13 ilesauhtou Kapilels 
in die weiss gelasseneu Oktanlen die Chamklcristik -{-, in die sehraflirten 
die Charakteristik — gesetzt worden. Die H unter einander gleich- 
werthigeu Flachen : 

hkl, khl, Ulk, Ikh, klh, hlk 
h'kl, 7;kl, )hk, IIb, IIb, hlk 
hkl '•'''l "''t- 7/.-/I, klh, hlk 
hkl, khl, Ihk, Ikh, klh, hlk 
keine einer anderen unter ihnen parallel liiuft, uuischliessen 
eine einfaclie Krjstallform, welche Elexakislelraüder genannt und mit 
z {hkl} bezeichnet wird. Die den Flüchen des Schema [1} diametral gegen- 
über liegenden Flächen : 



(1) 



von dei 



m, 


khl 


ihk. 


m. 


kih. 


hlk 


hkl, 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


kli,, 


hlk 


hkl, 


khl. 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl. 


khl. 


Thk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 



bilden ebenfalls ein Hexakisletraüder, das wir mit r [h k t) bezeichnen wellen. 
Auch die so entstehenden beiden Formen sind goomelrisch nur der Stellung 
nach von einander verschieden. 
Durch eine Drehung um 90* qm 
eine der 2-zähligen Symnielrie- 
axcn kommt die eine mit der 
anderen zur Deckung. 

Eine geometrische Bezie- 
hung zwischen zwei correlaten 
Hexakislelraödern T{hkl) r^TtJ] 
und dem HexaktsoktaOdcr {hkf) 
ergiobt sich, wenn man Fig. 208 
mit Fig. iiO auf Seite 225 vei^ 
gleicht. Dann ist ersichtlich, 
dass jode der beiden ersteren 
Formen von den Über abwech- 
selnden Oktanlen des Hexakis- 
oktaüders gelegenen seclisflilcbi- 
gen Flüchengruppon umschlos- 
sen wird. Die in Fig. 2 1 weiss 
gelassenen Fluchengruppen des Ilexakisoktacders (324j bilden für sich 
das UexakisletraJ^der 7(321) Fig. 211, die schrafGrIen das Hexakisletraeder 
t[3§Tj Fig. 209. Die Kanten ä sind stürker als die Kanten a und }> ge- 
zeichnet, um den tetraöderähn liehen Typus deutlicher hervortreten zu 




Fig. SOS. 
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Hcxakistetraedcr T{hkl) md t (fi.kT], A > A: > /. 

Die 2i FlücbeD eines HexakistetraJJders schneiden sich in 36 Kanten, 
welche sjlmmtiich in den 6 Symmetrieebenen liegen und von dreierlei Art 
sind. 13 Kanten a und 12 Kanten y entsprechen den ((leicbnaniigen, in 
abwechselnden Oklanten gelegenen Kaalen des Hexakisoktaßders {hkl); 
sie bilden vier 3 + 3-kantige Ecken an den vier 3-zähligen Symmetrie- 




axen, welche in Fig. %M und 813 durch geslrichellr-punklirle Linien dar- 
gestellt sind. An denselben Axen und jenen vier Ecken diametral gegen- 
über befinden sich vier 3 + ä-kanlige Ecken, welche von den Kanten y 




Fig. SIS. 



Fig. H». 



und den 18 Kanten d gebildet werden. Die Kanten a und i slossen in sechs 
2 + 8-kanligen Ecken zusammen, welche durch die drei S-zähligen Sym- 
metrieasen verbunden werden. Die 84, ein Hexakistetrafider begrenzenden 
Polygone sind ungleichseitige Dreiseite'). 



256 



Dreizehntes Kapitel. 



FUr die CosiDus der Flächenwinkel (a), {y)y (d) erhalt man : 

hh + ^kl 
''' («) = hh +W+TI 

^'^ ir) = hir+ür+-i-i 

^' i^) = hh+JF+Ji 

Jede Fläche eines Uexakistetra^ders liegt tlber einer, von zwei Syui- 
metrieaxen d und einer Symmetrieaxe vr gebildeten Ecke, in der : 

(7t d) = 540 44' 8,2", [80] = 700 34' 43,6" 

cos [7tS)=Vi cos [8 8) = \ 

sin [7t8)=y% sin [88) = } /2 

so ^ass : 

L VI Vi 
Vi 1 i =4 

Vi i 1 

Demnach lautet, mit Rücksicht auf die Formeln auf Seite SiO, die 
zwischen den Flächenwinkeln (a), (/), [8) stattfindende Beziehung "^j : 



sm^[7t88) = 



4 



2 sin2 y + I |sin2 Y + s*" y/ + sin Y ^'" T 



+ 2{sinM+sin|} 



:„ m ,:„ (y) 



sm 



Es giebt zwei Arten von isogonalen Hexakistetraädern. Bei den 
einen sind die Flächenwinkel (a) und (y) einander gleich, so dass: 

hh + 2A'Z = 2ÄA + ZZ 
oder: 



ist. Sie führen also das Symbol r (h 



h + l 



l) und entsprechen den isogo- 



nalen Hexakistetraedern. Hierher gehören t (324) und r (534). Bei den 
anderen sind die Flächenwinkel [y) und [8) einander gleich^ so dass : 

ihk + ll = hh — ikl 
oder: 



ist. Sie führen also das Symbol t (h 



l 



l). Hierher gehört T (524). 



*) Tb. L. Zeitsobr. für Krystallogr. 4880, 4, 267. 
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Symbol : 

324 

534 

524 

434 

734 
42 -7 -5 



(«) 
24047' 42,38" 
27 39 37,56 
44 50 6,44 
32 42 45,48 
24 43 8,64 
40 59 33,75 



J84047' 42,38" 
27 39 37,56 
45 34 22,79 
4 5 56 32,50 
43 42 46,70 
47 42 32,48 



690 4' 80,59" Fahlerz 
57 7 47,93 Borazit 
45 34 22,79 Fahlerz 
67 22 48,47 Zinkblende 
43 .42 46,70 
70 9 28,97 Fahlerz 



Die 
Formen. 



§23, 
übrigen einfachen tetraädrisch " hemiedrischen 
Ist l =s k oder k == hj so erhält man jedesmal zwei neue 
correlate Formen, welche Triakistetra^der, resp. Deltoeder ge- 
nannt werden. Die Formen, bei denen / = und k <^h oder k =: h ist, 
unterscheiden sich in ihrer Gestalt nicht von den Tetrakishexa^dern, 






Fig. 244. 



Fig. 245. 



Fig. 24 6. 



resp. dem Dodekaeder. Wenn l = k = h wird, so entstehen zwei 
neue correlate Formen, die beiden regulären Tetraeder. Die Form, bei 
der / = A' = ist, unterscheidet sich geometrisch nicht von dem Hexaeder. 

Triakistetraeder (Pyramidentetraeder) T(hkk) undT{7lkk), ä>ä\ 
Die 43 Flächen eines Triakistetraeders schneiden sich in 48 Kanten, näm* 
lieh in 6 Kanten £ und 43 Kanten /, und stossen in 8 Ecken, von denen 
vier 3 4~ 3-kantig und vier 3-kantig sind, zusammen. Die 3'Zähligen 
Symmetrieaxen verbinden die Mitten gegenüberliegender Kanten e, die 
3-zähligen eine 3-kantige Ecke mit einer 3 4~ 3-kantigen. Die begrenzen- 
den Polygone sind gleichschenklige Dreiseite. 

Die correlaten Formen t(24 4) und t(5TT), welche geometrisch aus 
dem Ikositetraeder (34 4) Fig. 345 abgeleitet werden können, sind in Figur 
346 und 344 dargestellt. 

Aus den Formeln auf S. 356 erhält man für l = k: 

, , %hk + kk 

^^ W = hh + Uk 

hh — 2kk 

^'i')= hh + Uk 
und für (a) = die Relation : 



2sin^(|) + |sin^(i) + «sin(|)sin(i) = 



1 



L i e b i ■ c h , Geometr. Krysiallogr. 
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Sollen die Flachenwinkel [/] und (e) einander gleich sein, so muss ; 
ikk-\-kk = hh — %kk 
sein, woraus folgt: i /. 



Hierhergehören ir(3{1j und r(B1T] 

Symbol : (j-J ( 

19***' 59,78* 
i% SS 51.91 
93 S> S8,*B 
4t 10 >0,3S 
50. 3B t*,71 



R603T 39,76" 

7« 18 4<,sa pBhIerz 

70 31 tl,SI Fahlen, Zinkblentle, Boracit 

Hg 60 (1,68 ZiDkblende 

SO as 4B,T1 Fahlen, Zinkblende 

6« — — 3S GS 3S,SS Feblera, Zinkblende 

69 B9 41,11 36 31 31,33 Fahlen 

(11 - < ' 4] 80 8 35,77 18 3S St, 00 Zinkblende. 

Deitoeder (Deltoiddodekaeder) T{hhl) und T{hhlj, A > /. Die 
13 Flächen eines Delloeders schneiden sich in 94 Kamen, namlidi in 



(3tSJ 
(OSB) 
(«11 
(»Ml 
(Hl) 
(*H) 
(811) 




i i Kanten a und 1 2 Kanten d, und stossen in 1 i Ecken : sechs 2 -f- 2-kan- 
tigen und acht 3-kantigen von zweierlei Art tusammen. Die f-iähligen 




Symoietrieaxen verbinden gegenüberliegende 3 + S-k»ntige Ecken , die 
3-zllbligen gegenüberliegende 3-kantige Ecken verschiedener Art. Die 
begrenzenden Polygone sind Deltoide. 

Die in Fig. 219 und 217 dargestellten correlaten Formen t(221) und 
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T (22?) lassen sich geometrisoh aus dem Triakisoktaeder (28i) Fig. 248 
ableiten. 

Aus den Formeln auf S. 256 folgt fflr & =s A : 

und fttr (/) = die Relation : 

Symbol: («) (cf) 

(332) 47020'29,24" 97060M9,50" Fahlerz 

(224) 27 15 57,70 90 — — Zinkblende 

(834) 87 54 49,08 80 54 54,99 Zinkblende. 

Tetraeder t(111) und ^(111). Die 4 Flüchen eines Tetraeders 
schneiden sich in 6 Kanten , die in vier 3- 
kantigen Ecken zusammenstossen. Es ver- 
binden die 2-zähligen Symmetrieaxef) ein- 
ander gegenüberliegende Kantenmitten, die 
3-zähIigen Axen die Ecken mit den gegen- 
überliegenden Flächenmitten (s. Fig. 223) . 
Jede Symmetrieebene geht durch eine Kante 
und die Mitte der gegenüberliegenden 
Kante. ir(iH) (Fig. 222) und ir(TTT) (Fig. 
220J geben vereinigt das Oktaeder (14 4) 
Fig. 221. 

cos (d) = — I 

(^ = 4090 28' 46,r 

§24. 
Die Flachen des einen Tetraeders stumpfen die Ecken des anderen 
gerade ab; Fig. 224 Zinkblende. Die Flächen des Hexaeders stumpfen 




Fig. 223. 






W 



Fig. %%k. 



Fig. 225. 



Fig. 226. 



die Kanten eines Tetraeders, die Flächen der letzteren Form die abwechseln- 
den Ecken der ersteren gerade ab; Fig. 225, 226, Zinkblende, Würfelerz. 
Die Flächen des Dodekaeders bilden dreiflächige Zustumpfungen der 

47* 
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Ecken eines Tetraeders; Fig. 227 Fahierz. Die Flachen eines Triakis- 
tetraiiders treten als Zustumpfungen der Kanten des Tetraeders gleicher 
Stellung auf; Fig. 228 r(iM), t(^U) Fahlerz. Die Flachen der Triakis- 




tfi/ 





Fig. 427. 



Fig. 228. 



Fig. 229. 





Fig. 230. 



Fig. 231. 



tetraeder r (211) und r (2TT} stumpfen die in abwechselnden Oktanten ge- 
legenen Dodekaederkanten gerade ab; Fig. 228 und 229 t(24 4), r(HO) 

Fahlerz ;_ Fig. 23< und 
232 t(2TT), r(4 40) 
Zinkblende; Fig. 233 
ir(2TT), t(110) Borazit. 
Die Flachen der 
Triakistetraöder ir(31i) 
und T (3TT) bilden Zu- 
stumpfungen der in ab- 
wechselnden Oktanten 
gelegenen 3-kantigen 
Ecken des Dodeka- 
eders, derart, dass die 
Flachen der ersteren beiden Formen auf den Dodekaederkanten aufgesetzt 
sind. Die Flachen des Dodekaeders erscheinen als symmetrische Yierseite, 
die der Triakistetraeder als gleichschenklige Dreiseite. Fig. 230 T(3ii), 

T-(HO) Zinkblende von 

Harzgerode; Fig. 231 

Zinkblende von Rapnik. 

Fig. 232 und 233 

stellen flachenreiche 

Combinationen der 

Zinkblende von Kapnik 

und des Borazits von 

Lüneburg dar. Jene 

zeigt ir(14i),. TTflTT), 

ir(<00), r(MO), ir(31<), 

r(5TT) und das Tetra- 

kifihexaeder t (380), welches dadurch bestimmt ist, dass seine, in den 

4-kantigen Eckea zusammenstossenden Kanten von den Flachen des Tria- 





Fig. 232. 



Fig. 233. 
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kisletrseders t(3I1) gerutle abgeslumpft werden; diese wird f;ebildel von 

xHt1},t-(T1T), T(100),T(1<0j.T(iU) uDddemHexaktsletra6deri-(581). 

E. Tetartoedrisehe Formen. 

§2S. 
Die telartoedrischen Formen besitien 7 Symoietrieaxen : drei gleiche 
S'Zäblige Axen parnllel zu den Kanten eines^Würfels und vier gleiche 
3-zllhlige polare Axen parallel 

zu den Eckend iagonaien dessel- jä. 

ben Würfels, aber kein Centrum 
der Symmetrie und keine Sym- 
nietrieebene. 

Diese Symmetrieverhaltnisse 
werden duroh Fig. S3i veran- 
schaulicht. Zu einem FUchenpol 
hktjh^k'^l, in dem seh raf Ar- 
ten sphärischen Dreieck mit den 
Eckpunkten 400, 140, 111 ge- 
hören elf gleicbwerlhige Pole, 
von denen sich fUnf in den 
8chrat6rten sphärischen Drei- 
ecken der beiden oberen, mit 
-|- bezeichneten Oktanten und 
sechs in den nicht diametral 
gegenüberliegenden unleren 

Oktanten befinden. Die den 12 gleichwerthigen Polen entsprechenden 
Flachen : 

vorn-rochls-oben kkl , klh , Ihk 

hinlen-ltaks-oben kkl, klh, Ihk 

hiDtfln-rechto-unten hkl, klh, Ihk 

vorn-iinlts-uDten kkl, klh , Ihk 

umschliessen eine einfache Krystallform , welche tet raedrisches Pen- 
tagondodekaeder genannt und mit?ri(AA/) bezeichnet wird. Geht 
man von dem Flächenpole A A / aus , so erhalt man ebenfalls 1 1 gleichwer- 
Ihige Pole. Die ihnen entsprechenden Flachen : 

vorD-recbte-ob«D khl, hlk, Ikh 

hlnlen-lioks-oben ÄÄJ, klk, Ikh 

binten-rechls-unton khl, hlk, Ikk 

vorn-lioks-unten kkl, hlk , IkH 

umschliessen das telraßdrische Penl^gondodekaüder Tti {hkl). 

Vergleicht man Flg. SSt mit Fig. 19S und Fig. 808, so ergiebt sich die 
geometrische Beziehung der in Rede stehenden Formen mit den pentagooat- 




Fig. «8*. 
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bemiedrisohen und den telraedrisch-bemiedrischen FormeD. Denn man 
findet, dia8aT(hkl) \ind7it{khi) aus dem Hexakisletrafider x(AA^ nach 




Fig. 3>B. 



Fig. as6. 



Fig. IST. 



dem Principe der penlagonalen Hemt^dne, demzufolge die letzlere Form 
nur mit ihren abwechselnden FlScfaen ausgebildet zu denken ist, hervor- 
gehen. So entstehen 
?rir(321; und /rTl231) 
aus t{ZH) (vgl. Figur 
235, 237, 236). Die 
iclrafd Tischen Penta- 
gon dodekae der sind 
also, geometrisch be- 
trachtet, HSlftllacbner 
der Hexakistelraöder 
(Fig. 238) und dem- 
nach vierte Mach ige 
oder tetartoedriache 
Formen der Hesakisok- 
taeder (Fig. 239). Man kann 7CT{hkl] und n:T(kkl) auch aus den Diplo- 
fldern /t(ÄA-/} und n{kkl) nachdem Principe der tetrafidrischen Hemiedrie 




Fig. S38. 



Fig. S3». 





ableiten, indem man sich die beiden letzleren Formen nur mit denjenigen 
FUchen, welche in abwechselnden, aber beidemal gleiofaen Oktanten liegen, 



jas- 



'. Telartoedrlsche Formen, 



ausgebildet vorstellt. So enUlehen nT[^H) und nT[231J aus n^ (321) und 
7r{231) (vgl. Fig. 2*0 und 2iJ}. 

Das Hexakißtetraedep t (ÄÄi) liefert ebenfalls iwei lelraedrische Pen- 
tagondodekaeder 7rT(ÄÄ-^uDd^r(H7), die man ach auch aus den Diploedern 
n{hkl) und ti{khl) entstanden denken kann, indem man bei diesen letilereo 
Formen diejenigen Flächen fortr»llon Issst, welche die tetraSdrischen Penta- 
gondodekaeder 7CT[hkl) und }CT{khl} unischliessen. Man erbüU so die 
Flachen: 



hinteD-rechls-ofaeD 


kkl, 


klh. 


Ihk, 


rasp. 


khl, 


hlk, 


Ikh 




hkl, 


kU, 


thk, 


nisp. 


khl. 


hlk. 


Ikk 


hiDlen-iinks-unteD 


hk'l, 
hkl, 


klh, 


Ihk, 
ihk. 


resp. 
resp. 


khl, 
kh'l, 


hlk, 
hlk. 


Ikh 
Tkh 



Aus dem Vergleich der Figuren 188, 192, 208, 234 ei^iebl sich die 
geometrische Beziehung zwischen den plagiedrisch-hemiedrischen und den 
in Hede stehenden 
tetartoedrischen For- 
men des regulären Sy- 
stems. Man kann sich 
die vier (etrasdrischen 
Pentagondodekaeder, in 
deren Symbolen die- 
selben Indices h, k, l 
auftreten, auch dadurch 
aus dem Hexakisokta- 
eder {khl} entstanden 
denken, dass man die 
letzlere Form zuerst der plagiCdrischen und darauf der pentagonalen Hemi- 
edrie oder zuerst der plagiedrischen und darauf der (etraedrischen Henii- 
edrie unterwirft (s. Fig. 2i2 und 2i3). Immer erhält man Formen, welche 
von abwechselnden Flachen abwechselnder Oklanten des Hexakisoktafiders 
umschlossen sind. 

Je zwei correlate tetraedrische Penlagondodekaüder, welche aus einem 
und demselben Hesakistetraeder oder Dyakisdodekaeder abgeleitet werden 
können, sind enantiomorph: 




Fig. Ht. 



Fig. HS. 



(1) 



tt{hkl]- 



v(khl)=t{hkl] 
T{khlj = T[hkl) 



Utx [hkl] + 7fc[hki) = 7t[hkl) 
\nT {khl] + nxijihl) = it(kkl) 



Dt^egen sind zwei tetraedrische Pentagondodekaeder, welche vei^ 
einigt ein Penlagonikosiletraeder bilden, nur dorch ihre Stellung von 
einander untersohieden, wie sich aus den vorstehenden Flttcheuverzeich- 
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oissen er^^iehl. Durch eine Drehunf; um 90" um eine 2-ztihlige Sytnmetrie- 
axe komnit : 

- tmibkl) mil /rrlÄ'Ä?) 

' ' {fiT{hkl] m\tnr{kkFi 

zur Deckung. 

§26. 

Zuweilen werden zwei correlale HcmiMer als rechte und linke 

Stellimjien eines HalflUächners unterschieden. Betrachtet man den vorn- 

reehls-oben gelegenen Oktanien eines Hexakisoktaßders (fit/) von Aussen, 

so erscheint an der horizontalen Axenebene die Fläche khl rechts von der 




Fig. M4, Fig. 3(5. Flg. !(6. 



Fläche hkl. Demgemäss bezeichnet man y{hkt] als ein linkes, y{khl) als 
ein rechtes Pentagon-lkositctraüder (s. Fig. 244 und 246] und analog 7t [hkl] 
als ein linkes, frlkkl] als ein rechtes Diploeder (s. Fig. 247 und 249). Zwei 
correlate Uexakistetraüder unterscheiden sich dadurch, dass eines die im 




Fig. atT. Fig. 348, Fig. 349. 

Oktanten vorn-links-oben gelegenen Flüchen des HexakisoktaSders {hkl) 
enthalt, während das andere die Flächen des Oktanten vorn-rechts-olwo 
besitzt. Jenes, mit dem Symbol r {hkl}, wird ein linkes, dieses, mit dem 
Zeichen T{hkl), ein rechtes Hexakistelratider genannt (s.Fig. 250 und 252). 
Die linken Formen heissen auch negative, die rechten positive. 
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Wendet man diese Unterscheidungen auf die Bezeichnung der telar- 
loedrischen Gestalten an, so ist das («traedrische Pentagondodeka«der : 
71 1 {h k I) eio hnkes positives 
jiT[khl] ein rechtes positives 
/CT (ÄÄ7) ein linkes negatives 
/tT ihJl] ein rechtes negatives. 




Demnach kann man die Regeln (1) — (3) des vorigen Paragraphen auch 
so aussprechen : enantiomorph sind: 

ein linkes positives und des •^"'■■"^'ä'® ^ -««hi« np i' 

. ,. , ,. j j , f rechte positive 

ein linkes negalive. und da, correlale j^^,,,^ ^^üy^ 

tetraedrische Peatagondodekaflder. Dagegen sind congruont und nur durch 

ihre Stellung von einander verschieden : 

ein linkes positives und das correlate linke negative, 
ein rechtes positives und das correlale rechte negative 

tetraedrische Penlagondodekaeder. 

§27. 

Die 18 Flachen eines tetraedrischen Penlagondodekaeders schneiden 
sich in 30 Kanten von dreierlei Art: 6 Kanten a, H Kanten q und IS Kan- 
ten i,, und stossen in SO Eckpunkten zusammen, die ebenfalls von dreierlei 
Art sind: vier S-kantige, gebildet von je drei Kanten ^, vier 3-kantige, 
gebildet von je drei Kanten X, und zwölf t -f- 1 -|- 1 -kantige, gebildet von 
je einer Kante a, f, X, 

Die Kanten ^ und die Kanten e des entsprechenden Diploeders, die 
3-kantigen Eckpunkte und die 3 -|- 3-kantigen Eckpunkte des entsprechen- 
den Hexakistetraeders haben dieselbe Lage. 

Die ä-zahligenSymmetrieaxen verbinden die Mitten gegenüberliegender 
Kanten a. Jede 3-zShlige Symmetrieaxe verbindet einen 3-kanligen Eck- 
punkt QQQ mit dem gegenüberliegenden Eckpunkte IXX. 
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Die begreniflDden Polygone sind 
ron von (^leicbcD Seilen. 

, , kh — kk 

cosjo) = 



iyniDietrische FUnfseilo mil zwei 



cos{p) = 

cos[jI} 



hh + kk + n 

kl-^lh + hk 
kk + kk + It 

hk + kk+li 



Ertheilt man den Indices h, k, l specielle Werthe, so erhält man die 
Übrigen einfachen Formen dieser Gruppe. Ist A' = /, so fallen, wie aus 
den Plächentabellen S. 261 hervorgehl, die Grenzfomien von nri [hkl] und 
fiT(kkl] ztisammen zu einer Form 7iT{hkk), welche sich geometrisch von 
dem Triakistelraeder mit denselben Indices nicht unterscheidet. Die 
Gronzformen \oa7iT{hk{) und7irT(ÄÄ/) liefern die correlaleFonn?rr[ÄitÄ). 
In analoger Weise entstehen fUr A = & aus den zusummonfallenden Grenz- 
formen von fCT(hkl} 
und nTT {kkl} das Del- 
toeder ftT{khl), für 
/ = aus den zusam- 
men fallendeuGrenzfor- 
men von nr (hk l) und 
ttj (AI/) das Penta- 

gondodefcaeder 
/ej-(AfcO), für k = k 

-'" -M,— " ^i das Tetraeder 

7Ct{m), und zu jeder 
dieser Formen gebtfri eine correlate Form. Ausserdem entstehen als ge- 
meinschaftlicbe Grenzformen aller vier zusammengebttriger tetraSdrischer 






Penlagondodekaeder für / = 0, k = k das DodekaedernrT(110] und 
fQrA- = / = dasHexaedernrjr(400). 
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Ad den in Fig. 253 und 254 dargestellten Krystallen des Natrium- 
chlorats NaClO^ tritt neben dem Hexaäder 7tz{ibO) und dem Dodekaeder 
7rir(4 40) dasselbe Tetraeder 7rir(TTT) auf, während das entgegengesetzte 
Tetraeder fehlt. Dagegen sind die Pentagondodekaeder der beiden Krystalle 
von entgegengesetzter Stellung : in Fig. 253 erscheint links von der Fläche 
iiO die Fläche 240, in Fig. 254 rechts von HO die Fläche 120. 

Der in Fig. 255 in einer orthogonalen Projection auf eine Würfelfläche 
abgebildete flächenreiche Krystall des Bary umnitrats Ba[N0^)2 ist eine 
Combination folgender Formen*): 

Hexaeder a = 7t r{\00) 

Tetraeder o = tct (TTT) 

Triakistetraeder / = /r r (31 1) 

Triakistetraeder s= 7Ct (2TT) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder t = /rir(421) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder h = tzt (IST) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder n = ttt (351) 

t und h sind correlate enantiomorphe Formen , welche combinirt das 
Dyakisdodekaeder tv (421) geben ; doch zeigt die Verschiedenheit der Aus- 
bildung und Beschaffenheit ihrer Flächen deutlich die Tetartoedrie : die 
Flächen von h sind gross und glatt, die von t klein und rauh, t ist ein 
linkes positives, h ein rechtes negatives, n ein rechtes positives tetrae- 
drisches Pentagondodekaeder. 

Fig. 256 stellt einen Krystall des Bleinitrats Pb (N0^)2 dar, der eine 
Combination folgender einfacher Formen ist'^'*'): 

Hexaeder A = nr (1 00) 

Tetraeder o = tt r (1 1 1 ) 

Tetraeder o, : = ttt (TTT) 

Pentagondodekaeder p = ttit (1 20) 

Rechtes + tetraedr. Pentagondod. q = 7tT(khl) 

§28. 

Können in der Gruppe der tetartoedrischen Formen Combinationen 
auftreten, welche sich geometrisch von Vereinigungen pentagonal-hemie- 
drischer und tetraedrisch-hemiedrischer Formen nicht ^nterscheiden , so 
ist es, wie H. Marbach***) gezeigt hat, möglich, den Gegensatz correlater 
enantiomorpher Combinationen unabhängig von ihrer Stellung zu bezeichnen 



*) Nach W.J.Lewis. Krystallographiscbe Notizen über Baryumnitrat und Spben. 
Zeitscbr. f. Krystallogr. 4878, 2, 64. 

**) Nacb L. Wulff. Geb. die Krystall formen der isomorpben Nitrate der Blei- 
gruppe. Zeitscbr. f. Krystallogr. 4880, 4, 4 29. 

***) Die circulare Polarisation des Licbts durcb chlorsaures Natron. Pogg. Ann. 
4854,91, 483. Optische Eigenschaften einiger Krystalle des tesseralen Systems, ib. 4856, 
94, 442. Ueberdie Enantiomorphie und die optischen Eigenschaften von Krystallen des 
tesseralen Systems, ib. 4856, 99, 454. — Ann. chim. phys. [8], 48, 262 ; 44, 44. 
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uod uuf den Gegensatz der Wendung zu bezieben, der in den Tbeilen eincr 
pentagonal-hemi^riscben Form schon enlhallen ist. Die Ecken »n den 
Enden der einseitigen 3-zähligen Symmelricaxen einer pentngonHl- 
hemitidrischen Form sind von zweierlei Art. Legt man den Kanten ß eines 
Diploeders (s. Fig. S57] Richtungssinne bei, indem man festsetzt, dass jede 





Fig. «S7. 



Fig. ass. 



solche Kante, welche einen 2 + 1 + l-kantigen Eckpunkt mit einem 
2 -f~ 2-kanligen verbindet, in der Richtung von dem ersteren nach dem 
letzteren durchlaufen werden soll, und betrachtet man dann die S-flUchigen 
Ecken von Aussen, so findet man bei vier Ecken über abwechselnden 
Oklanten auf den die Ecke bildeadea Flachen die Richtungen der Kanten ß 




dem Bewegungssinnc des Uhrzeigers gleich, bei den vier anderen Ecken ent^ 
gegengeselzl. Denselben Unterschied in der Wendung bieten die 3-flächigGn 
Ecken eines Pentagondodekaeders dar. Den Kanten ß der Diploeder ent- 
sprechen hier die Normalen, welche man von den Spitzen der symmetrischen 
Pentagone auf die Grundlinien derselben filllen kann [s. Fig. 858) . Die Eckeb 
der ersten Art nennt Marbach rechte (R), die der zweiten Art linke [L). 
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Hieraus ergiebt sich, dass eine lelra^risch-hemi<*(lns«he Form mil 
einer peoiagoDal-hemitklrischen in iweierlei Weise combinirt sein kann: 
sie modificirt entweder die vier Ecken der ersten oder die der zweiten Art. 
Harbacb^unlerscheidet die beiden Combi na tioneit als rechte und linke. 
In der, durch Figur 253 dai^estellten Cooibination /ti[<()0], 7rT(110), 
vii(810), /i:r(TTT) des chloraauren Natrons werden die Unken Ecken des 
Pentagondodekaeders durch die Flüchen des Tetraeders abgestumpft; 
dagegen moditiciren in der Combination 7ct()00), 7r*'(110), /rc(ISO), 
TtT (TIT) (3. Fig. 254) die Tetracderflaohen die rechten Ecken des Penlagon- 
dodekaeders. Jene ist daher eine linke, diese eine rechte Combination. 



§29. 

In einer Linearprojeotion wird ein geneigtOltchiger HsUtflachner einer 
Kryatallform mit derselben Aniahl der Schnittlinien wie diese lelitere, ein 
parallelflachiger HSIftflachner da- 
gegen nur mit der halben Anzahl 
von Schnittlinien dargestellt. Um 
nun auch in einer Linearprojection 
einen Unterschied zwischen holo- 
edrischen Formen und ihren geneigt- 
flächigen Hemiedem hervortreten zu 
lassen und um zu veranschaulichen, 
da SS beiden letzleren gewisseFlUchen 
unabhängig von ihren Gegenfluchen 
sind, hat H. Harbach folgendes 
Verfahren angewendet*). Man wähle 
die ProjectioBsebene parallel einer 
Ebene der Symmetrie oder einer, zu 
einer Symmelrieaxe senkrechten 
Ebene; dann sind die Flächen der 
holoedrischen und der paral lel fläch ig- 
hemiödrischen Formen wie gewöhn- 
lich, die der geneiglflüchigen Formen 
aber durch enge Doppellinien 
darzustellen. Diese Doppellinien 
werden von einer vollen und einer punktirlcn oder einer schwächeren und 
einer stärkeren Linie gebildet. Dadurch erhalt die Schnittlinie einer FJilche, 
welche von ihrer Gegenflache unabhängig ist, zwei unterschiedene Seiten. 

Nach dieser Methode sind die Linearprojectionen der in Fig. 253 und 
'254 dargestellten Krystalle des chlorsauren Natrons entworfen worden 
[s. Fig. 259 und 260} : 
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grarom. Breslau 1861. S. t1 



I Boperposable« oder «gewendete Krysisllformen'. Pro- 
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Linksdrehend: tt t(TTT), 7t t (\ 00) , 7rir(H0), 7rr(240) 
Rechtsdrehend: 7rir(TTT), tttJ^OO), 7rr(4<0), tttJiSIO) 
Da die beiden Krystalle enantiomorph sind, mttssen es natürlich auch 
ihre Linearprojectionen sein. 

Die theoretische Möglichkeit tetartoMrischer Formen* im regnlären System wurde 
von Fr. Mo h s dargethan. Er führte die Bezeichnung »tetra^drische Pentagondodekaädcm 
für die Viertelflächner des Hexakisoktaäders ein , lehrte ihre Entstehung aus den drei 
bemiädrischen Formen: dem Diploeder, Hexakistetra^er und Pentagon-lkositetra^er 
kennen, hob die Verschiedenheit des rechts und links gebildeten in correlaten Formen 
hervor und gab den vier zusammengehörigen tetartoädrischen Formen die Symbole : 

Tn Tn Tn . Tn 

r-, -r-., l-, -l- 

(Leichtfassliche Anfangsgründe der Naturgeschichte des Mineralreichs. Wien 4832. 
%, Aufl. 2 Thle. 4886 — 89.) Das Vorkommen tetartoifdrischer Krystalle wurde zuerst 
von C. Rammeisberg beobachtet, der am Natriumchlorat das gleichzeitige Auftreten 
eines Tetraeders und eines Pentagondodekaeders entdeckte (Chemisch-krystallographische 
Untersuchungen. Pogg. Ann. 4 858, 90, 4 5). Die gegenseitige Lage dieser Formen wurde 
darauf genauer von H. Marbach untersucht (s. die auf S. 267 cit. Abbandl.)* Im An- 
schlüsse hieran gab Naumann eine Darstellung der Tetartoedrie im regulären Systeme. 
Er ermittelte nach dem Princip , welches Mobs zur Ableitung der tetraüdrischen Penta- 
gondodekaeder benutzt hatte , die übrigen einfachen tetartoedrischen Formen und gab 
die Formeln für ihre Flttchenwinkel (lieber die Tctartoödrie im Tesseralsysteme. Pogg. 
Ann. 4855, 95, 465. Elemente der theoret. Krystallogr. Leipzig. 4856, 4 08). 

H. Marbach hat die Entdeckung gemacht, dass die Krystalle des Natriumchlorats 
NaCKh, des Natriumbromats NaBrO^ und des essigsauren Uranoxydnatrons NaUOi 
(Pz^i^s circularpolarisirend sind. Mit Benutzung der von ihm eingeführten, 
in § 28 erläuterten Bezeichnungen wird der Zusammenhang zwischen dem Sinne des 
optischen Drehungsvermögens und der Krystallform durch den Satz ausgesprochen : die 
rechten Combinationen drehen die Polarisationsebene des Lichtes nach rechts, die linken 
nach links. 

Unter der Voraussetzung, dass die am Quarz nachgewiesene gesetzmässige Be- 
ziehung zwischen dem Sinne der Drehung der Polarisationsebene und dem Auftreten 
enantiomorpher tetartoedrischer Krystallfnrmen auch für die circularpolarisirenden tetar- 
toedrischen Krystalle des regulären Systems gelte, würden die rechtsdrehenden Krystalle 
nur rechte positive und linke negative, die linksdrehenden nur linke positive und rechte 
negative tetraedrische Pentagondodekaeder zeigen können, so dass die tetraedrischen 
Pentagondodekaeder eines und desselben Oktanten niemals an einem und demselben 
Krystalle vorkommen (vgl. P. Groth. Physikal. Krystallogr. Leipzig. 4 876, 248). 

Die Nitrate des Bleis Pb(NOs)^, Baryums Ba{NO^ und Strontiums SriN(hh siod 
regulär tetartoedrisch, aber nicht circularpolarisirend (vgl. Wulff, a. a. 0.). 

§30. 

Die wichtigsten Zonen des regulären Systems sind die der Symme- 
trieaxen *) . 

*) Vgl. über diese und andere, weniger häufig entwickelte Zonen: Naumann. 
Lehrb. der rein. u. angew. Krystallogr. 4830. I, 4 78 f. Elem. der theoret. Kryst. 4856, 
420. Chr. S. Weiss. Theorie der Hexakisoktaeder. Abhandl. Berl. Akad. 4887. 
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Fig. MI. 



Fig. an. 



1) In den Zonen der drei gletehen Axen : 

«' = [<00], Ji* = [0101, 'T» = [001] 
kennen nur solche Flachen liegen, bei denen wenigstens ein Index glei^ 
Null ist. Denn die Bedingungsgleichung für die Indiees einer Fläche hkl, 
die einer dieser Axen 
parallel gehen soll, ist 
nach § 5 , Kap. S eine 
der folgenden Glei- 
chungen : 
h-i + t.0 + / 0=0 

k.a + k-i + 1-0 = 6 

Ä-O + jt-O + M =0 

Demnach liegen in 
diesen Zonen die Telra- 
kishexaeder (AiO), 
k'^k, und deren Grenitormen, das Dodekaeder (1 1 0] und das Hexaeder [1 00) , 
ferner die Pentagondodekaeder erster und iweiter Stellung 3r[hkO) und 
TT (A-AO). Man kann daher diese Zonen auch bezeichnen als die Zonen der 
Kanten y des Hexaeders, der 
kurzen Diagonalen der Dode- 
kaederflachen, der Kanten y der 
Tetrakishexaeder und der Kan- 
ten 1] der PentagondodekaSder. 
— In den nebenstehenden Fi- 
guren sind einige hierher ge- 
httrige Gombinationen darge- 
stellt: Fig. S61 (100). (110), 
(520) Kupfer, Plussspatb. — 
Fig. 26« TTTflOO), nrT(tlO), 
rti(ISO) cblorsaures Natron. — Fig. ' 
Fig. S64 7i:(110), »'[«10] Eisenkies! 

Die trigonometrische Tangente eines Flächen wink eis aus der Zone 
einer Axe tt ist eine rationale Zahl. Es ist z. B. in der Zone [001] : 
,. . „•■IT! „. lik' — kh' 

insbesondere : 

tan[10ß'AÄ0) = A 

Die folgende Tabelle enthält die von den am häufigsten vorkommenden 




Ftg. t63. 



Fig. i«*. 



im), «H20) Koballglanz. — 



C. Klein. Mioeralogische Milth. Jhb. Min. «873, lia. Einleitg. in d. Krystallberechn. 
(867, 87. Eine Btereographische Projeclion der Polfiguren regulärer Formen, in der die 
ZonenverbSnde Uberalchtlich dirgeslelll sind, findel sich beiDesCIoiieaux. HanDel 
de llinäral. 1863. I. pag. 3. 
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FlHchen <li«spr Zonen eingeschlossenen FlUchenwinkel . Die Symbole be- 
ziehen sich auf Flachen aus der Zone [OOT. 
Symbol : lan i 
Hexaeder «00 



|0|S 


35 


76" 




34 


7S 




33 


9S 




la 


39 




59 


it 




55 


34 

72 




47 


19 




33 


«a 




U 


15 


- 47 


(4 


Sl 


( 33 


55 


S4 



Dodekaeder <to " 
2) In den Zonen der sechs 2-zUhIigen Symmelrieüxen : 

e* = [OU], f'i = [T0<1, £« = [ao] 
können nur solche Flüchen liegen, bei denen zwei der Indiccs einander 

gleich, resp. entgegen- 
gesetzt sind, also nur 
Flüchen der Ikosiletra- 
eder (hkk), A > fc, der 
Triakisoktaeder [hhl], 
A > /, des Okiadders 
(4H], Hexaeders (100), 
Dodekaik]ers[HO). fer- 
ne s«5 Kiu 48« nerderTriakistelraüder 
i(ÄUJundT(ÄÄ-Ä), der 
Deltoitder T(A/ijuud rlhlCj und der Telraüdcr t(H4] und r(TIT). Man 
kann daher diese Zonen auch bezeichnen als Zonen der Kanton ^ des Ok- 
laüders und der Kanten ' 
eines Tetraeders, der Diago- 
nalen der Hexai^erflachen, 
der langen Diagonalen der 
DodekatiderflUcheD, der Kan- 
ten ß der Triakisoktafider, 
der Kanten g der Triakis- 
letraeder, derjenigen Diago- 
nalen der Ikositelratder- 
flUchen und der DeltoKder- 
flychen, welche diese Flächen 
nicht symmetrisch theilen. — Die nebenstebeoden Figuren stellen einige 
hierher gehttrige Combinationon dar: Fig. 265 (H4j, (%U), (331), (100) 





Fig. »7. 



Fig. 3<8. 



§ so. Zonen. 
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Bleiglanz von Harzgerode. — Fig. 266t (Hl), r(HO), t(24 4) Fablerz von 
Dillenburg. — Fig.267T(H4j, 7(TTT), t (400), t (440), t(34j) Zinkblende 
vonKapnik. — Fig. 268r(44 4), t(TTT), r(400), r(nO), r(2TT), t(344), 
T (320) Zinkblende von Kapnik. 

Die trigonometrische Tangente eines Flächenwinkels aus der Zone 

einer Axe e ist gleich dem Product von y2 in eine rationale Zahl. Es ist 
z. B. in der Zone [4T0] : 

tan (hhth'h'r) =>/2 ^^' - ^^' 



Insbesondere : 



2/iÄ' + II' 



n 



tan (410 mmn) = Sy=~ 



m 



tan (1 1 4*m m n] = V^ 



m — n 



2m + n 

Nach diesen Formeln sind die in der folgenden Tabelle enthaltenen 
Winkel berechnet. Die Symbole beziehen sich auf Flächen aus der Zone 

[4 TG]. 

Symbol : tan : 
Dodekaeder HO 



TriakisoktaSder (hhtj und i 334 
Delto^der der I. Stellung \ 921 



Oktaeder 



Ikositetraäder (hkk) und 

Triakistetraäder der I. 

Stellung T(hifcJir) 



Hexaöder 






332 
Hl 
384 
228 
H2 
225 
H3 
H4 
H5 
001 



A - 

1 _ 
TT 

i - 
T%- 

^\- 
tV- 

I _ 

4 - 



«30 15' 45,63" 

6 12 30,76 

5 46 5, «5 

40 4 29,96 
8 2 58,06 
8 22 20,28 
8 2 58,06 
5 46 5,45 

4 15 24,50 

5 46 5,45 
3 40 40,99 

15 47 35,41 



(110^411)« 
350 15' 54,81" 



(Ill'^OOl)« 
5A0 44'8,49" 



3) In den Zonen der vier 3-ZclhIigen Symmetrieaxen : 

do=^[414], di = [Tl1], <J2==[<T1], d^=[\\'\] 

können nur solche Flächen liegen, bei denen ein Index gleich der Summe 
oder der Differenz der beiden anderen Indices ist. Demnach gehören 
hierher die parallelkantigen Hexakisoktaöder oder Tetrakisdodekaöder 

(A . A — /./), A > /, das Ikositetraöder (211) und das Dodekaeder (4 40), 

die Hexakistetraöder r (A • A — / • /) und r (A • / — A • /) und die Triakis- 
tetraöder r(211) und r(2TT), endlich die Diplo($der 7t [h - h — l - J) und 
7t [h — l • h • l). Man kann daher diese Zonen auch bezeichnen als 
Zonen der Dodekaederkanten o, derjenigen Diegonalen^ welche die Flächen 
des Ikositetraeders (214) oder der entsprechenden Triakistetraeder sym- 
metrisch theilen, der Kanten a der Tetrakisdodekaöder u. s. w. — Die 
umstehenden Figuren veranschaulichen einige hierher gehörige Combi- 

Liebiseli, Oeometr. Ery sUlIogr. 4 g 
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nationen: Fig. 269(110), (A-A — /■/). — Fig.270 (HO), (211), (A ■*—/-(} 
Granat. — Fig. 27< t(111), t[110), t(211) Fahlen von Dillenburg. — 
Fig. 272i(1IO), t(211), i (338) Fahlerz von Horhausen. 

Die trigonometrische Tangente eines FlSdienwinkels aus der Zone 





Flg. SB». Fig. 170. 

einer Axe d ist gleich dem Product von VZ in eine rationale Zahl. Es ist 
t. B. in der Zone [T11] : 

u^iH.i, -i.n.k' - rO = V3 ■ g:p n AV- n + ir 

insbesondere : 

tan{110*A.A — /.()= j/3"~— - 

Hiernach sind die in der folgenden Tabelle enthaltenen Winkel aus 
der Zone (TU) berechnet. 

Symbol ; Ud : 
Dodekaädsr HO _ 

panllellcaiitige Hpxekisoktaeder (A-h . ... 

— l-t) und die entsprechenden Hcxa- f 
kistetraeder a. »iplo^der der I. Stell. \ 331 
Ikosilelraeder (ai<{ und -Triakiatolra- 

i'dcrT(2H) der 1. Stellung '" 

parellclkantigo HeiakiBoklBi'der [h ■ h i t\i 

— l'l) und die entsprechenden Heia- i 
kistetraedor 1. Stellung and Diploeder I 4t3 

I. Stellung 

Dodekaeder 1t< 
parallel kanllge Heiakisoktaeder (A . A 

— I.J] und die entsprechenden Hexa- f "' 
kislelraeder It. Stellung und Diploeder ) . 3, 

I.Stellung 
Ikoaitetraeder ;SHJ und Triakistelra- i7s 
tider t(i7T) der II. Stellung 

§31. 

Die allgemeinen Methoden zur Berechnung der Indices einer Flache 

sind in Kap. 10, §8 — 11 dai^elegt worden. Sind zur Beslimmung einer 

FlHche ihre Winkel mit iwei der Axenebenen gegeben, so vereinfacht sich 

die Eterechnung ihrer Indices. Denn im regulüi'en System sind die Axen 



IV»" 


180B8'B»,89" 


1 


A - 


5 M tl.tS 


J(H0*SH) = 30O 


i - 


10 53 BB,M 


) 


1 - 


10 53 86. 8S 


1 


tV- 

t - 

\ - 


B IS 81,89 
IS 83 Sl,89 
M 58 SS,8» 


1 


tV- 


5 18 81,89 


> (iorii8) = »i)« 
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Tt^TC^Tt^ zugleich die Normalen der Axenebenen p^p^p' und zwischen den 
Winkeln, die eine Fläche h mit den Axenebenen einschliesst, besteht nach 
der Formel auf Seite 24 für : 

J=h, sin(p«)=1, (yr<)=(Ap<) 
die Relation : 

(1) 4 = cos2 (Api) + cos^ [hf) + cos» (Ap*) 

welche aus den Winkeln zwischen A und zwei der Axenebenen den Winkel 





Fig. «74. 



Fig. 27«. 



von A mit der dritten Axenebene zu berechnen gestattet. Zu diesem Zweck 
kann (4) in die logarithmisch bequemeren Formen: 

cos» (Api) = — cos [(Ap2) + (Ap3)] cos [(Ap») — (Ap3)] 



(1*) 



cos» (Ap») = — cos 
cos» (Ap5) = — cos 



(Ap3) + (Api)] cos [(Äp3) — (Api) 

[(Äpt)_(ÄP») 



(Api) + (Ap2)]cos 

Übergeführt werden. Darauf findet man die Indices der Flüdie A aus : 
(2) . Ai : A^ : A3 = cos (Ap^) : cos (Ap») : cos (Ap') 

B e i frp i e 1. Zur Bestimmung der Indices einer Fläche s seien gegeben : 

(»p2) — 570 44' -18,5", {5p3) = 740 «9' 55,4" 

Man erhält : 

cos« {5p») = — cos 4 820 4 4' 43,6" • cos 4 60 ^g' 36,6" 

C0S(5pl)= 0,8047889 
C0S(5p2)s 0,5845233 
cos(5p3)= 0,2672642 



Nun ist 



folglich ergiebt sich : 



8 • 0,2672642 = 0,8047886 
2 • 0,2672642 = 0,5345224 

f =r321. 



§32. 

Die perspectivische Gonstruction desAxensystems der re- 
gulSiren Krystallformen ist in §3 des neunten Kapitels beschrieben worden. 
Tragt man in eine Zeichnung dieses Axensystems die Kanten des Oktaeders 
ein , so kann man leicht die Richtungen der 2-zähligen und der 3-zähligen 
Symmetrieaxen construiren, indem man die Mitten gegenüberliegender Kan- 
ten und die Mitten gegenüberliegender Flächen verbindet (s. Fig. 273, S. 276) . 

48» 
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; Solten^eiDfacbe reguläre FornieD gezeichnet werden, so bedient 
man sich zur Gonslruction des KaDlennetEes an Stelle des auf 
S. 1&4 beschriebenen Verfahrens zweckmilssig folgender Methode, welche 
darauf ausgeht, zunilchst sammtliche Eckpunkte aufzusuchen, um dann 
durch passende Verbindung derselben die Kanten zufiaden*]. 

Die Eckpunkte eines He][akisoktaeders(AA-f),A;>A\>J, sind von 
■ dreierlei Art und liegen in den dreierlei Symmetrioaxen n, £, S. Ihre Ent- 
fernungen von dem geometrischen Hiltelpuokte sind den Abschnitten gleich, 
welche die Fl&che hkl auf den drei benachbarten Symmetrieaxcn : 

7r' = [100], e3 = [H0], do=!(<11] 
bildet. Wir wollen diese Abschnitte mit Htllfe der Transformalionsformeln 1, 
S. 53, berechnen. Üemgcmass müssen wir an Stelle der Azenebenen ; 

pi = 100, p3 = 010, pS = 001 
fUr den Augenblick die Flachen: 

ds = {e>, .!»}=: ITO, ^'={5», ?r')=OlT, p» = {jr', «») = 001 
als neue Axenobenen einfuhren. Die positiven Axenrichtungen und die 
Axeneinheiten sollen dagegen nach wie vor durch die Fluche 111 des 
Oktaeders bestimmt werden. Dann erhallen die neuen Indices der Flüche 
hkl folgende Werlhe: 
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Fig. ä7S. 

Die neuen Axeneinheiten verhalten sich wie die Verbindungslinien 
gegenüberliegender Ecken, Kantenmitten und Flüchenmitten des OktaiMers, 
d. h, wie; 

vs ■ ys ' 

Folglich verhallen sich die Abschnitte der Flüche hkl aul den Axen 
it^, £*, d" wie ; 

(^, Vi . ^3 
h ' h + k'h + k-^l 

•) Vgl. Nauinann. Lohrb. d. reinen a. angew. Krystallogr. Leipzig. 18SI, 8, (OBf. 
**] Dieses Resultat ergiebl sich auch aus den Formcia für die neuen AxeneinheilMi 
l)er einer Transronnatton der Indices. 9. S 1 1 . Kap. S. 
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wir wollen annehmen, dass die 4 + i-kantigen Eckpunkte des Hexa-* 
kisoktaäders [hkl) mit den Eckpunkten des Oktaäders zusammenfallen; 
dann erhalten die in Rede stehenden Abschnitte die Werthc : 

^' h + k^^' h+k + l^^ 

Man construirt nun die i + 2-kantigen Eckpunkte des Hexakisoktaäders, 
indem man auf den 2-zähligen Symmetrieaxen vom Mittelpunkte aus Strecken 
abtrügt, welche sich zu den entsprechenden, vom Okta($der begrenzten 
Strecken dieser Axen verhalten wie : 

h+k vä 

oder wie : 

h + k' 

In analoger Weise findet man die 3 -f- 3-kantigen Eckpunkte des 
Hexakisokta^ders, indem man auf den 3-zähIigen Symmetrieaxen vom 
Mittelpunkte aus Strecken abträgt, welche sich zu den entsprechenden, vom 
Oktaeder begrenzten Strecken dieser Axen verhalten wie : 



h + k + l yä 

oder wie : 

3/t> 

h + k + l' 

Hat man auf dem hierdurch vorgeschriebenen Wege die Lage der 
26 Eckpunkte des Hexakisokta^ders in der Projection ermittelt, so con- 
struirt man durch passende Verbindung dieser Punkte die Projection des 
Kantennetzes. Will man dieses Verfahren auf die Gonstruction des Kanten- 
netzes einer der übrigen vollflächigen Formen anwenden, so sind nur den 
Indices h, Ar, / die entsprechenden besonderen Werthe zu geben. 

Die Eckpunkte eines HexakistetraCders T(hkl)^ ^ ^ ^ ^ '» sind 
ebenfalls von dreierlei Art. Sie liegen in den Symmetrieaxen n und d. 
Ihre Entfernungen von dem geometrischen Mittelpunkte sind den Abschnitten 
gleich, welche die Fläche hkl auf den drei Symmetrieaxen : 

fr« = [400], d» = [44T], d^ = [\\\] 

bildet. Wir berechnen diese Abschnitte wieder mit Httlfe der Transforma- 
tionsformeln I, S. 53, indem wir an Stelle der Axenebenen: 

pi = 100, p2 = 040, p3 = 004 

für den Augenblick die Flächen : 

d3 = {<J3^ <Joj = <To, d« = {<Jo, 7t^} = 01T, d^ = [7t\ d^) = 04 4 

als neue Axenebenen einftlhren und dabei die positiven Axenrichtnngen 
und die Axeneinbeiten nach wie vor durch die Fläche 4 44 des Tetra^er^ 
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erster Stellung bestimmen. Dann erhalten wir fttr die neuen Indices der 
Fluche hkl folgende Werthe: 



A 




\ h 


k i i 




T k \ 


l T 1 


-h, 


/ i 


1 


\ h 


1 \ h 




T 1 \ 


{ T \ 

• 




i \ 



= h-\-k — l 



\ h 


T h k 


7 / 


1 1 


T 1 1 


T 1 



h+k + l 
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Die neuen Axeneinheiten verhallen sich zu einander wie die Strecken 
von dem Mittelpunkte eines Tetrai^ders nach einer Kantenmitte, einem 
Eckpunkte und einer Flächenmitte desselben, d. h. wie: 

4 : >/3 : -i 
V3 

Folglich verhalten sich die Abschnitte der Fläche hkl auf den Axen 
71^, d^, d^ wie : 

h ' ä" + 'A-^ i' h + k + l 

Wir wollen annehmen, dass die 2 + 2-kantigen Eckpunkte des Hexa- 
kistetraeders T(hkl) mit den Kantenmitten des Tetraeders T(ii4) zusam- 
menfallen. In diesem Falle haben die in, Rede stehenden Abschnitte die 
Werthe : 



'' Ä + Ä — / ' h-+ k + l 



V3 



Man construirt nun die 3 4- 3-kantigen Eckpunkte des Hexakistetra^- 
ders, die von zweierlei Art sind, indem man i) auf den 3-zähligen Sym- 
metrieaxen des Tetraeders in den Richtungen nach den FlSlchenmitten 
dieser Form von dem Mittelpunkte aus Strecken abtrügt, welche sich zu# 
den, von den TetraCderflilchen bestimmten Abschnitten dieser Axen ver- 
halten wie : 

h + k + r^-ys 

oder wie : 

JA _ 

h + k + l 

und indem man S) auf denselben Symmetrieaxen, aber in den Richtungen 
nach den Ecken des Tetraeders von dem Mittelpunkte desselben aus 



Vierxehntes Kapitel. § 1 . Allgemeine geometrische Eigenschaften. 279 

Sirecken abträgt, welche sich zu den, von den Tetraäderecken bestimmten 
Abschnitten dieser Axen verhalten wie : 

h 



oder wie : 



VZ : 1/3 



4 



h +k — l 

Die Eckpunkte eines Diploi^ders 7t(hkl), ä > A* > /, sind eben- 
falls von dreierlei Art. Die 2 + 2-kantigen Eckpunkte liegen in den Sym- 
metrieaxen tv, die 3-kantigen in den Symmetrieaxen d, Ihre Entfernungen 
von dem geometrischen Mittelpunkte verhalten sich wie die Abschnitte der 
Fläche hkl auf den Symmetrieaxen : 

d. h. wie: 

h ' h + k + l 

Diese Eckpunkte werden also construirt wie die entsprechenden Eck- 
punkte des Hexakisoktaäders {hkl). Die 2 -f- ^ + 1 -kantigen Eckpunkte 
liegen in den drei Symmetrieebenen, aber nicht in Symmetrieaxen. Man 
findet sie daher erst als Durchschnittspunkte der in den Symmetrieebenen 
gelegenen und mit Hülfe ihrer Axenabschnitte leicht einzutragenden Kanten 
des in Rede stehenden Diploäders. 



Vierzehntes Kapitel. 

II. Das hexagonale System. 

§ 1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2—4. Holoedrische For- 
men. § 5. Trapezoedrische Hemiedrie. § 6. Pyramidale Hemiedrie. § 7 — 
11. Rhomboedrische Hemiödrie. § 12—15. Trapezoedrische Tetartoedrie. 
§ 16. Rhomboedrische Tetartoedrie. § 17. Hemimorphe Formen. § 18 — 
21. Berechnung der Axeneinheit c. § 22. Constrnction des hexagonalen 

Axensystems. 



§1. 

Die Formen des hexagonalen Systems besitzen eine Symmetrieaxe, 
welche in physikalischer und geometrischer Beziehung eine Hauptaxe ist. 
Sie ist entweder 6-zählig oder 3-zählig. Demgemäss sind zwei, durch ab- 
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weichende SymmetrieeigeDSchafteD charakterisirte Abtheilungen zu unter- 
scheiden. Obwohl die Gesammtheit der hexagonalen Formen unter eine 
gemeinsame Definition nicht gebracht werden kann, sind wir doch berech- 
tigt, sie in ein System zusammenzufassen, da sie auf dieselben krystallo- 
graphischen Axen bezogen werden können und überdies unter einander in 
einem geometrischen Zusammenhange stehen, derart, dass die weniger 

symmetrischen Formen 
aus den höchst symmetri- 
schen durch Hemiödrie 
oder Tetartoödrie geome- 
trisch abgeleitet werden 
können *) . 

In der zur Haupt- 
axe senkrecht stehenden 
Ebene sind drei gleiche, 
unter einander 60® ein- 
schliessende Kantenrich- 
tungen vorhanden, die bei 
gewissen Krystallen dieses 
Systems S-zählige Sym- 
metrieaxen sind. Wir be- 
zeichnen sie als primtfre 
Nebenaxen a^, 02, a^. Zur 
Berechnung der hexago-« 
nalen Formen genügt es, 
die Flächen derselben auf die Hauptaxe y und zwei der Nebenaxen zu be- 
ziehen. Dabei ist indessen der Uebelstand unvermeidlich, dass in den 
Symbolen gleichwcrthiger Flächen verschiedene Zahlen als Indices auftreten. 
Deshalb hat zuerst Chr. S. Weiss^*] noch den Axenabschnitt auf der 
dritten Nebenaxe in das Symbol einer Fläche aufgenommen. Bezeichnen 
wir die Axeneinheit der Hauptaxe mit c, die der gleichen Nebenaxen mit 
a, so erzeugt eine Fläche, deren Abschnitte auf aj, a^^ y die Werthe : 

a a c 
Wl 

haben, worin h^k ist, auf a^ den Abschnitt: 




Fig. 274. 



a 

X 



a 



h — k 



wie aus einem, auf S. 108 bewiesenen Satze hervorgeht und auch aus 
Figur 274 leicht zu entnehmen ist. Für h = k isi x = 0, d. h. die Fläche 



*) Nach Hauy, Chr. S. Weiss u. A. bilden die Formen der zweiten Abtheilung 
ein besonderes System : das rhomboädrische. 

**) Ueber eine verbesserte Methode für die Bezeichnung der verschiedenen Flächen 
eines Krystallsystemos. Abhandl. Berlin. Akad. 1816 — 17, tSl. 
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gehl der Nebenaxe Oi parallel. Für A = 2Ä ist x = ft und die Flache steht 

senkrecht auf der durch y und a^ gehenden Ebene. Demnach bestehen die 

Ungleichheiten : 

2i>A>fc, x<i 

In dem Weiss'schen Symbol der Fläche: 



\x' h' k' if 



folgen also auf einander der grösste, kleinste und mittlere Abschnitt auf den 
Nebenaxen. Vereinigt man die Indices dieser Fläche in ein Symbol, so er- 
hält man das von P. Groth"^) vorgeschlagene Zeichen : 

{xhkl} 

Das Bra va is'sche Zeichen"*^) einer Fläche eines hexagonalen Krystalies 
enthält dieselben Indices wie das Groth'sche, nur in anderer Reihenfolge 
und mit anderen Vorzeichen. Es 
entsprechen den Nebenaxen »3, 
»1, »2 die Bravais^schen Axen 
Xf y, t [s. Fig. 275) . Demgemäss 
ist also bei der UeberfUhrung des 
Symbols xhkl in das entspre- 
chende Bra va is'sche nur die 
Reihenfolge der ersten drei Indi- 
ces und das Vorzeichen eines der- 
selben abzuändern : 




j- — ^ 



Fig. 275. 



xhkl := kxhl Bravais***) 

Wir haben in dem hexago- 
nalen Systeme ebensowenig wie 

in einem der Übrigen Systeme eine Veranlassung gefunden, die älteste, 
von Weiss begründete Reihenfolge der Axen abzuändern und bedienen 
uns daher in der Folge ausschliesslich der auf die Weiss 'sehen Axen be- 
zogenen Indices. 

DieHalbirungsIinien der von den primären Nebenaxen eingeschlossenen 
Winkel, welche für gewisse hexagonale Krystalle ebenfalls 2-^ählige Sym- 
metrieaxen sind, bezeichnen wir als secundäre Nebenaxen ßi, ß^, ßz- Wir 
nehmen an, dass die Abschnitte auf den Axen ß gemessen werden durch 
die Länge 6, welche man auf einer Axe ß erhält, indem man durch die 
Endpunkte der Längeneinheit a auf den, diese] Axe einschliessenden 
primären Nebenaxen Parallelen zu den letzteren legt (s. Fig. 274, S. 280). 



*) Ueber die Bezeichnung der hexagonalen KrysiaUfonnen. In: Tschermak's Mine- 
ralog. Mitth. 4874, aS8. 

**) Etudes cristallographiques. Journ. de Töcole polytechn. 1854. t. XX, cahier 
XXXIV, p. 420, 4«6, 4M, etc. PI. XI, Fig. 4, PI. XII, Fig. 4 4. 
♦•♦) Vgl. Kap. XX, § 5. 
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Demnach ist: 

Die Abschnitte der Fläche [xhkl) auf den Nebenaxen [i^j ß^^ ß^ liegen 
beziehungsweise zwischen den Abschnitten auf: 

a^ und »1, d. h. zwischen y und 



k h — k 

«1 und «i, d. h. zwischen -. j und t 

h — k h 

«2 und «3^ d. h. zwischen -^ und , 

Daher haben diese Abschnitte nach einem auf 8. 108 bewiesenen Satze 
die Werthe : 

h b b 

h — 2k' %h^^k' h^k 

worin der erste Werth negativ ist, da A <^2ä. Vereinigt man die k\y- 
schnitte der Flüche auf sämnitlichen Nebenaxen und auf der Hauptaxe zu 
einem Symbol, so erhält man das von Chr. S. Weiss eingeführte, für die 
geometrische Betrachtung nützliche »vollständige« Zeichen der Fläche {.x/tA/}: 

J6 a b a b . a c\ 

XiT^Tk ' h — k • 2Ä — A- • h ' r+1 • Ifc • 7/ 

Hierin ist der Index in Bezug auf eine Axe ß gleich der Summe der 
Indices in Bezug auf die beiden benachbarten Axen a und der Index in 
Bezug auf eine Axe a gleich | der Summe der Indices in Bezug auf die 
beiden benachbarten Axen ß. Sind zwei von den, auf die Nebenaxen be~ 
zUglichen Indices gegeben, so können die anderen vier berechnet werden. 

Ein hexagonaler Krystall besitzt eine geometrische Constante: das 
Vcrhältniss der Axencinheiten a : c. Die trigonometrischen Functionen der 
Flächen- und Kantenwinkel, ausgedrückt durch die geometrische Constante 
und die Indices, erhält man aus den allgemeinen Formeln in § 7 — 8 des 
sechsten Kapitels, indem man setzt : 

ai = (t^ ^=^ ^j (i^ = c 

[jt^Tt^] = (7r3 TT*) = 900, (^1 ^2) = 600 

^11 = C22 = C33 = 1 

^23 = ^31 = ^1 ^12 = i 

Dann ist: 

3 

- ^ik^i^h^i^'k = Ai Ä'i + A2Ä'2 + CCÄ3 A'3 + i(Äi Ä'2 + h2h\) 
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folglich : 

worin : 

U =4cc(/i|Ai +^2^2 — A|^2)+3^A3 
U' = icc [h\ h\ + Ä'j Ä', — h\ h\) + A'3 A'a 

femer : 

(2) s\r\[xh^h2h^" x: h\h\h\) 

(3) tan(a'Ai h^ih^'^x' h\ h\h\) 

_^ UyHV (hh\(hh'), -\-(hK)2[hh\ + cc[hh\[hh')^ +(hK)^[hH)2 
2cc(2AiÄ', 4- 2A2A'2 — ^^'2 — h^'x) + ^^h^'z 

Hieraus ergiebt sich^ dass die trigonometrischen Functionen der 
FLdchenwinkel aus der Zone der Hauptaxe Quadratwurzeln aus rationalen 
Zahlen sind. Denn es ist : 

co8(xA,A,0*x'A',A',0)= «A,A', +2A,A',-A.A',-A,A', 



81/ (A, A, + A2 Aj — A, A,) (A'j A', + A'jA', — A', h\) 

(*) sin - = V3 . A iA't-A^A', 

2 V [hl hl + ^2^2 — Äj Ä2) (h\ Ä'i -|- h'2 h\ — h\ Ä'2) 

tan - =V3 ^^^ \—M'\ 

%h\h \ -f~ 2Ä2Ä'2 ^1^2 — h^h'i 

Zu jeder Fläche aus der Zone der Hauptaxe ist in dieser Zone eine senk- 
rechte Fläche krystallographisch möglich ; denn es ist : 

tan (xÄj Ä2 O^x' h\ h\ 0) = tan 90» = 00 
wenn: 

2 Äj Ä'i -f- 2 ^2 ^'2 — ^1 ^'2 — ^ '^'i =0 

A'i (8Ä, — Ä2) + Ä'2 (2Ä2 — A,) = 
d. h. wenn: 

h\ = A| — SA2 
(5) h\ = %hi—k2 

ist. — Für den Winkel, den eine Fläche mit der Basis einschliesst, er- 
hält man : 
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cos {000 Vx hl h2h^)= ^3 -::_i^ 



»3 



(6) sin 



Vl^cc (Ai Äi + Ä2A2 — ÄiÄj) + 3Ä.^A3 

I 

y4 cc (Aj Ai + Ä2 ^2 — A| A2) + 3 A3 A3 

^^ _ ^ icVh, h, + A2A2 >- A, Aa 

A3 V 3 

Da hierin die Quadratwurzeln stets mit positivem Vorzeichen zu neh- 
men sind, so ergiebt sich aus der letzten Formel ein einwert higer Aus- 
druck für die Axeneinheit c durch die Indices einer Fläche A und die Tan- 
gente des Winkels zwischen dieser Fläche und der Basis : 

^j ^^^/3 ^tan(000i^a;A^A2A3) 

2 r Aj Aj -(- Aj A2 — Aj Aj 

Zwischen den Winkeln, welche eine Fläche A einerseits mit der Basis, 
andererseits mit einer Fläche h' aus der Zone der llauplaxe cinschliesst, 
besteht eine Beziehung, die man mit Vortheil zur Berechnung der Axen- 
einheit c verwenden kann (vgl. den folgenden § 18). Es ist: 

V 1 2 t 2 J^ y(/,'j//, -l-A'j/j', -A'iÄ'j) U 
%h\ h\ + 2A.2 A'2 — Aj A'2 — A2A'^ ^ 

= ^ K (Ä. Ä. + h, h,-h, /„) [h\ h\ + h\ h\ - h\ h',] ^'° (**«^ ^*' '^''»> 



Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Krystallformen sind durch das Vorhandensein 
einer 6-zähligen Symnietrieaxe charakterisirt. 

A. Holo(^drische Formen. 

§8- 
Die vollflächigen Formen des hexagonalen Systems besitzen ein Cen- 
trum der Symmetrie und 7 Symmctrieaxen : ausser der 6-zähligen Haupt- 
axe Y noch 3 -f- 3 2-zählige Nebenaxen (Xia^oL^ und ßx ß^ß^ , welche auf y 
senkrecht stehen und die Winkel : 

(«203)=. . >={ßj^)= . . . = 600, {a,ß,)= ... =300 

einschliessen. Demnach sind die auf diesen 7 Axen senkrecht stehenden 
Ebenen Symmetrieebenen. 

Die Symmctrieaxen bilden S4 Winkelräume, in denen : 

(a/J)=30o, (^y)=(ya)=90o 

cos (aß) = i V^, cos ißy) = cos (ya)= 
sin(a/i^) = ^ , sin (/ify) = sin (ya) = 1 



§ 2 — 4. Holo^rigdH» Formen. 
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so dass : 



s\n^aßr) = 

















4 



i 



Zu einem Flilchenpol xhkl, x = h — A, 2A*>>Ä>A*, gehören 23 
gleichwerthige Pole (vgl. die stereographische Pröjeclion auf die Ebene der 




JI99 

Fig. «76. 

Nebenaxen Fig. 276] . Die allgemeinste Form wird also von 24 FlSchen be- 
grenzt. Sie wird dihexagonale Pyramide genannt und führt das Sym- 
bol [xhktj. Sie besitzt 36 Kanten (s. Fig. 277, S. 286). Von diesen liegen 
12 in der horizontalen Hauptsymmetrieebene {aß}, 42 in den primären 
Symmetrieebenen {ya} und 42 in den secundären Symmetrieebenen 
{yß}. Wir bezeichnen diese Kanten beziehungsweise mit C, rj, ^. Sie 
stossen in 14 Ecken zusammen: zwei 6 + 6-kantigen an den Enden der 
Hauptaxe, sechs 2 -\- 2-kantigen an den primären und sechs 2 + 2-kan- 
tigen an den secundären Nebenaxen. Die 24 begrenzenden Polygone sind 
ungleichseitige Dreiseite. 

Fttr die Cosinus der Flachenwinkel einer dihexagonalen Pyramide er- 
h9Tt man aus Formel (I), Seile 283, wenn man: 

[^=:{xhktxkht) 
(r]) = (xhkl"khxl) 

(l;) = {xhktxhkJ) 
setzt: 



C03(§) 

cos(ij) 
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lcc[—hh+ihk—kk)-\-3ll 

icc(hh—hk + kk)—3ll 



worin ; 

Daraus folgt 



co»(g» 

IV = 4 cc 1»» — »A ■ + i A) + 3 ;i 
. ,(|) 3cc(J — J)l 



Aus der Formel auf Seite HO ergiebt sich folgende Relation zwischen 
den Plucbenwinkeln*): 

(3) 1=4 sin^^ + * sins ^ + sinS i| + 4 ^3 sin '"l sin ^' 

Dihexagonale Pyramiden, 
bei denen "{$) ^ (i^) ist, sind 
als Krystallformen unmög- 
lich; denn, wie aus (1] her- 
vorgebt, mUsste in diesem ' 
Falle: 

A _ < ± V3 
k i 

also irrational sein. 

Für die Grenswertbe von 
h reducirt sich die Anzahl der 
gleichwerthigen Flächen auf 
IS: (Ur A = A: erbalt man 
eine hexagonale Pyramide 
erster Ordnung (OAA/), für 
fi ^ik eine hexagonale Py- 
ramide zweiter Ordnung {k • ik • k • l]. Ist / = 0, so entstehen dihexago- 
nale Prismen (xkkO), das hexagonale Prisma erster Ordnung (0140) uad 
das zweiter Ordnung (HtO). Für h = k = resultirt die Basis (0001). 
Hexagonale Pyramide erster Ordnung (OAAI) — wird von 




Fig. «77. 



■) Th. L. Zoitxchr. (. Kryslallogr. ISBfl. 4, 1«9. 
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zwölf gleiehschenkligen Dreiseiten amsdilosseD (s. Fig. 278) , deren Ebenen 
den primären Nebenaxen parallel laufen. Von den 18 Kanten liegen 6 in 
der Haoptsymmeirieebene und 4S in den primären Symmetrieebenen. 

, , «ccAA + 3« 
^(^) = 4ccAA + 3// 

,^ 4ccAA — 3// 
^(^=4ccAA + 3« 

4=4sin^| + sin^| 

3 = 4 cos (ij) + cos (Q 

Ist A ^ /, so ist die hexagonale Pyramide (Oh hl) stumpfer, resp. spitzer 
als die Grundform (0144). 

Hexagonale Pyramide zweiter Ordnung (k • %k - k • l) — 
wird ebenfalls von zwölf gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen (siehe 





Fig. 478. 



Fig. 279. 



Fig. 279) ; die Ebenen derselben gehen aber den secundären Nebenaxen 
parallel und die Endkanten liegen in den secundären Symmetrieebenen. 

2cckk + // 

,^^ kcckk—n 
'^'^^^= kcckk + ll 

i = 4 8in2'|l + Sintis 

3 = 4cosi^+cos(0 

Ist A: ^ /, so ist die Pyramide {k - %k - k - l) stumpfer, resp. spitzer 
als die primäre hexagonale Pyramide zweiter Ordnung (1211). 

Dihexagonales Prisma (xhkO), (r = h — k, 2^>Ä>^, —wird 
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von 1 2 der Hauptaie parallelen Flachen gebildet (s. Fig. SSO) , deren Winkel 
unabhängig von dem Werthe c sind. 

hk + %hk — ikk 



cos ($) = 
cos (i;) = 



^[kh—hk + kk) 
— kk + ihk--kk 



i{hh — hk + kk) 
Aus Formel (3), Seite 986, ergiebl sich : 



= 4 sin' 



i+t,mi'l' + (K3si„|/sin!; 



co,|-V3,lnf = S,in(5! 
(fl + (,l = 60« 
Hexagonales Prisma erster Ordnung (OtlO) — wird von 




Flg. 9S0. 



Fig. «81. 



Fig. Sgl. 



sechs der Hauptaxe und je einer primären Nehenaxe a parallelen Flächen 
gebildol (s. Fig. 881). 

Ilexagonales Prisma zweiler Ordnung (1210) — besieht aus 
den sechs der Hauptase und je einer secundüren Nebenase ß parallelen 
Flachen (s. Fig. 8B2). 



Die Basis (OOOf ) ei-scheint in Gombinationen mit den übrigen einfachen 
Formen durch ein Sechsseil oder ZwBifscil begrenit (Fig. «80, 28<, 282, 
28&, 39&) . Ein hezagonales Prisma stumpft die Hittetkanlen einer hexa- 
gonalen Pyramide derselben Art, die Hiltelecken einer hexagonalen Pyramide 
der anderen Art und die abwechselnden Hitlelecken einer dihexagonalen 
Pyramide gerade ab. Fig. 283 und 284 stellen die Gombinalion des Prismas 
erster Art mit einer Pyramide erster und zweiter Art dar. Ein dihexa- 
gonales Prisma bildet an einem hexAgonalen Prisma erster oder xweiler 



i* 
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Art Zuscharfungen der Kanlea. Fig. 285 stellt eine am Beryll auftretende 
Comhinalion der Prismen (132U) und (0110] mit der Basis (0001) dar. 

Zwei hezagonale Pyramiden derselben Ordnung bilden horii'OQlale 
CombinatioDskanlen (s. Fig. S86]. Treten zwei bexagonale Pyramiden ver- 






schiedener Ordnung in Combination, so erscheinen die Flächen der einen 
auf die Kanten der anderen gerade aufgesetzt (s. Fig. 287). 

Zwei dihfliagonale Pyramiden haben dieselbe Basis, wenn ihre Symbole 




Fig. 887, 



Fig. ins. 



{xhkt] und {xhkt') sind, worin/' ein rationales Vielfaches von / ist. Treten 
zwei solche Pyramiden in Combination, so bilden sie horizontale Combina- 
tionskanlen (s. Fig. 288). 

Jeder hexagonalen Pyramide können zwei andere hexagonale Pyramiden 
umgeschrieben und eingeschrieben werden. Setzen wir die Abschnitte 
dieser drei Formen auf den Hauplaxen einander gleich, so sind die Quer- 
schnitte in den Haupts ymmelrieebenen der beiden letzteren Formen dem 
Querschnitt der ersteren Form umgeschrieben und eingeschrieben (siehe 

Lieblich, OnaMr. KlTtUllOKT, 19 
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Figiir289). Die Flüchen der umgcschrielienGn odor nUchsl stumpferen 

Pyramide slunipfen die Kndkuiiten der ge(<et)enen gerade ab; die Endluinten 

der eiojiescliriebenen oder niiclisl spilieiTen Pyramide werden von den 

Flächen der gegebenen Pyramide 

):;eradc abgesdinipfl (s. Fig. tW 

und 294). 

Wir leilen die Symbole der 
in Kede siehenden Formen ab 
und gehen diibei aus von der 
hexa^oniilen Pyramiile ersler An 
(O/tft/). Die ül»er Oj gelegene 
Kndkante ^ dei-sellK^n wird ge- 
bildet von den Flüchen Ohiil 
und /( A / und deninaeh gerade 
abgestumpft von der Fläebe 
A - 2A ■ A ■ 3/ der umgeschrie- 
benen Pyramide zweiler Art; 
{h 2/1 ■ h 21: 
Die üben rechts ülx'r ,ii 
gelegene Kndkante tj der ein- 
geschriebene u Pyramide wird 
gebildet von den Flüchen : 
II ■ iu • it ■ r und w . i( ■ 2h ■ r, 
worin u und r dadui'ch be.stinunt sind, dass die Flüche Oh hl der gegebenen 
Pyramide die Kante r/ gerade abstumpfen soU. Dann ist: 




Kiiü. iü». 





2m + » = A, v + f = / 
A / 

" = r '' = 2 
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Die eingeschriebene Pyramide ist also ebenfalls zweiter Art und 
trägt das Symbol : 

(2h ' 4/i . 2h • 32) 

Hieraus ergiebt sich, dass insbesondere der Grundform (0411) die 
Pyramide (4212) umgeschrieben und die Pyramide (2423) eingeschrieben 
ist. Die letzteren beiden Formen ßnden sich z. B. am Beryll. 

§*. 
Wir wollen jetzt die Formen, welche in die Endkantenzonen der 
hexagonaien Pyramide (Ohhl) gehören, aufsuchen. Die über der 



XF«# 



JL«2« 



zu« 




ll29 



jmj0 



•Xf 



Nebenaxe a^ gelegene Endkante wird gebildet von den Flächen (Shhl und 
ÄOA/ (s. Fig. 292) und hat daher die Indices: 

hhl 



0hl 



= [0/Ä] 



In die Zone dieser Endkante fallen also zunächst die Prismenfläche 4100 
und deren Gegenfläche TTOO. J)ieselbe Endkante wird gerade abgestumpft 

durch die Fläche ä • Ä • 2Ä • 2/ der umgeschriebenen oder nächst stumpferen 

Pyramide : 

(Ä . 2Ä . A . 2/) 

Durch die Zone der in Rede stehenden Endkante und der ihr benach- 

49» 
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baHeo, über den Nebenaxen ctj uod — a, gelegenen Endkanlen der Pyra- 
mide (Ohhij sind dit> Fl.'lcheni 

h -ih -h ■ lunAih h-h- l 
der P)T»mide: 

jA ■ 8A . /t ■ 
bestimnil (s. Fig. 293). Wir bedienen uns der KUrze wegen fllr diese 
Flüchen der BeieichnuiiKen : 

g = UtiO, s = h ik h -t, r=Ohhl, ^ = h -k th il, 
p = bQhl, s' = 2Ä -Ä -A ■ /, y' = TTOO 
Die Flüche einer dihezagonaten Pyramide (cc' h' k' f) , welche der in 
Rede sielienden Zone angehören und zwischen der PrisnienQüche g und 

der Flüche s liegen soll, 
hat, wie ein Btick auf 
Fig. ilü lehrt, das 
Symbol k' h' jf t ; also 
müssen ihre Indices die 
Bedingung erfüllen : 
OA' — /a;' +A/' = 
oder: 

(1) i{h--v] = hr 

Eine zwischen den 
Flächen s und r in der 
fraglichen Zone ge- 
legene FIXche hat das 
Vig. <9a. Kig. ju4. Symbol x'k'k'V: also 

unterliegen ihre Indi- 
ces der Bedingung : 
Oft' _/A-' + A/' = 
oder: 
(2j lk'=kC 

Zwischen f und ^ liegen Flächen mit dem Symbol x'A'A'/', wobei: 
OA' —Ih' -\- hl' =0 
oder: 
(3) Ih- =^hl' 

Die Indices der zwischen ^ und p, p und s', s' und y' gelegenen 
Flüchen mit den Symbolen k'x'h'f, h'x'k'l', A'Ä'.tY müssen die Bedin- 
gungen (3), [t], [1] l>efriedigen. Die dihexagonalen Pyramiden, deren 
Fluchen zwischen r und §, | und p liegen, treten in ihren Combinationen 
mit der Pyramide (OAA/) als Zuschürfungen der Kndkanten derselben auf 
(vgl. Fig. f 9ij ; bezeichnet man das aus (3j folgende Verhttllniss : 
A' /' 
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SO ist das allgemeine Symbol dieser Formen : 

[vh — A-' . vh ' k' ' vi) 

Hieraus erhält map für ^ = 2, A*' = Ä die Fläche ^ der umgeschrie- 
benen Pyramide (Ä • 2Ä • A • 2/) und für y = 4, A' = Ä die Fläche r der 
Pyramide [Oh hl). 

Setzen wir ä = A = /==4, so erhalten wir aus (4) , (2) und (3) die Sym- 
bole der dihexagonalen Pyramiden, welche in die Endkantenzonen 
der Grundform (Olli) fallen. Es liegen zwischen dem Prisma erster 
Art (1100) und der in abwechselnde Endkantenzonen der Grundform fal- 
lenden hexagonalen Pyramide (1211) die dihexagonalen Pyramiden: 

[h — k'h'k'h — k) 

zwischen (1211) und der Grundform (Olli) die Pyramiden: 

[h — k'h'k'k) 

zwischen der Grundform und deren erster stumpferer Pyramide (1212) die 

Pyramiden : 

(h — kh'k'h) 

r 

Wir wollen noch angeben, in welcher Weise die Berechnung der 
dihexagonalen Pyramiden aus den Endkantenzonen der Grundform (Olli) 
mit Hülfe der Formeln (3) und (4)^ Seile 40 — 41, auszuführen ist. Wir 
setzen * 

Ä = ^=1100, Ä' = r = 0111, Ä" = Ä = 1211 
so dass : 

h^ ^2 A3 = 1 00, Ä', Ä'2 A'a = 1 1 1 , Ä"i Ä"2 h\ = 211 

Dann ist der Werth des Doppelverhältnisses : 

a = (ÄÄ'Ä"r')= (grsh'") 
ausgedrückt durch Indices für e = d = 3 : 

^_ h,h\ — h^h\ h\h'\ — h\h'\ _ h''\ — h"\ 
h\ h*\ — h\K\ Ai h"\ — ^i ^"i ^2 

und daraus folgt : 

h 2 

Sind die Indices der Fläche h'" bekannt, so berechnet man den Winkel 
zwischen dieser Fläche und der Prismenfläche g nach dem auf Seite 40 be- 
schriebenen Verfahren aus der Formel : 

(1) cot {3 K") = -^..— ^ col {g r) + ' ^„,^ ' cot (gs) 

Sind die Winkel zwischen der Fläche K" und den Flächen g, r, s be- 
kannt, so findet man die Indices von h'" nach der auf Seite 41 angegebenen 
Regel aus der Formel : 

^ ' * ^ ^ sin [rs) • sm [gh') 
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Je Daelidem die Flache //" zwischen den Flächen g und ä, s und r, 
r und f = T122 liegt, ist in (4) und (2t) zu setzen : 

= hkl 
= khl 

Beispiel. Am Beryll treten mehrere dihexagonale Pyramiden aus den End- 
kantenzonen der Grundform r {a : c= i : 0,49886) auf. Zwi- 
schen dem Prisma ^ = (MOO) und der Pyramide zweiter Stel- 
lung 5 = (1214) liegen: 

(432t), (t43ij, {t87i), (itiHi), (ititS^), 
(t • 90 • 49 • i), (2 • 43 • H • 2) 

Zur Berechnung der Indices einer Fläche h"' sei gemes- 
sen der Winkel: 

(V"5)= 140 28' 40" 

Aus dem angegebenen Axenverhältniss findet man : 

{gs)= 520 n' 22", {sr)= 230 15' 31" 
*io da SS * 

igh'"] = i^s) H- {sh'"j = 370 48' 42" 

(rh"') = {rs)-\-{sh"')=Zl 44 11 
Demnach ist nach (2): 




32«Z 



7/## 




0IZ0 



Fig. 295. 



h"\ 



»»f. 



sin 52017' 22". sin 37044' 11" . , . . 
'^ 3 = -.- ^« .. o ^ _;_ „„ .^ .^ -f < : 1:1 



sin 23 15 31 • sin 37 48 42 

= 8,00002 : 1: 1 
= 3:1:1 

Die in Rede stehende Flöche gehört also der dihexagonalen Pyramide (1321; 
an (s. Fig. 295). 

Umgekehrt findet man : 

{h"'s;^{sg)-\-l9h"') 
und nach (1): 

cot (.(/Ä'") = 2 cot [gs\ — cot {gr) v 

= 2 cot 520 17' 22" — cot 750 32' 53" 

igh'"} = 870 48' 43" 



B. Trapezoödrische Uemii^drie. 

§5. 

Die trapezoedriseh-hemiedrischen Formen des hexagonalen Systems 
besitzen eine 6-zilhlige Hauptaxe und zu dieser senkrecht stehend sechs 
2-zUhlige Nebenaxen wie die holoödrisehen Formen; sie unterscheiden sich 
von den letzteren durch das Fehlen des Gentrums der Symmetrie und der 
Svmmetrieebenen. Flachen, deren Polo in benachbarten Sectoren der 
¥\^, 296 liegen, sowie eine Fläche und deren Gegenflache sind demnach 
unabhängig von einander. Daraus folgt, dass die allgemeinste Form dieser 
Gruppe geometrisch aus einer dihexagonalen Pyramide hervorgehl, indem 
die abwechselnden Flachen derselben verschwinden und die übrig blei- 
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beoden sich ausdehnen. So cnlslehen aus der Pyramide [xhkl] Fig. 298 
die correiaten Formen Fig. 297 und Fig. 299, welche Na u in u n n h e x a- 




gonale Trapezoi>dci' genannt hal. Von zwei Klüciien der Pyriimide, 
welche Über einem oberen Sextanten der Nebenaxen Of 0^03 liegen, enl- 




h»U das eine Trapezo«der die rechten (in Fig., 298 weiss gelassenen], das 
andere die linken (schraffirten) Flächen. Demnach bezeiehnen wir diese 
Formen als ; 
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rechtes Trapezoöder T^(a:AA*Z) Fig. 299 
linkes Trapezoeder Ti{xhkl) - 297 

Correlate TrapezoSder sind enantiomorph , da sie kein Centrum 
und keine Ebene der Symmetrie haben und eines das Spiegelbild des an- 
deren ist. Ein Trapezoeder besitzt 42 gleiche Endkanten a und 6 -(- 6 
Seitenkanten /t und r. Aus (1), Seite 283, erhält man: 

, , ^cclhh — hk + kk) + 3ll 

cos (a) = — i j^ '- 

2cc(— Ä/r + 4ÄÄ — ü*) — 3// 



cos (jli) = 

cos (v) = 



N 

2cc(hh + 9ihk — 9ikk)—Sll 

N 



worin 



N=^cc{hh — hk + kk)+Zll 

gesetzt ist. Hieraus folgt: 

^ c ch k 

cos (a) + cos (fi) = — ^ 

ifi) c(h + k) 

(v) ysch 

cos V = —?=- 
Demnach besteht die Relation : 

cos (C) + cos (/ti) = 2 cosM \VS cos -|^— cos -^1 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich geo- 
metrisch nicht von den entsprechenden holoedrischen Gestalten. 



C. Pyramidale Hemiedrie. 

§6. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen ein Gentrum der Symmetrie, eine 
einseitige 6-zählige llauptaxe und eine zu dieser senkrecht stehende 
Symmetrieebene. Sie unterscheiden sich also von den holoedrischen Formen 
geometrisch durch das Fehlen der verticalen Symmetrieebenen und der 
2-zflhligen Symmetrieaxen. Die in benachbarten Sectoren der stereogra- 
phischen Projection Fig. 300 liegenden Flächenpole sind demnach unab- 
hängig von einander, aber zu jeder Fläche gehört eine Gegenfläche. Hier- 
aus folgt, dass die allgemeinste Form eine hexagonale Pyramide ist, 
die man geometrisch aus einer dihexagonalen Pyramide dadurch ableiten 
kann, dass man die an abwechselnden Seitenkanten der letzteren gele- 
genen Flächenpaare fortlässt oder aliein übrig behält. So entsteht aus den 
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in Fig. 301 weiss gelassenen Flächen die Pyramide Fig. 302, deren Quer- 
schnill ein regelmässiges Seefasseil isl, welches zwischen die Querschnitte 




der Pyramiden erster Art und der Pyramiden zweiter Art fällt (s. Fig. 303). 
Man nennt daher die neue Form eine Pyramide dritter Art oder der 





Zwischenstellung. Die in Fig. 301 schraffirlen Fläohen umschliessen eben- 
falls eine Pyramide dritter Art; sie kommt mit der vorigen durch eine 
Drehung um 180° um eine der Nebenaxen a oder ß lur Deckung. Von den 
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Flachen einer dihexagonalen Pyramide, welche über den oberen Sextanten 
der Nebenaxen a^ «2^3 Stegen, enthüll die eine der aus ihr hervorgehenden 
Pyramiden dritter Art die rechten, die andere die linken Flüchen. Man 
unterscheidet daher corrclate Pyramiden dritter Art als : 

rechte Pyramide dritter Art 7ty{xhkl) Fig. 302 
linke - - - tt^ [xhkl] 

Da die llauptaxe einseitig ist, so hat diese Unterscheidung nur für 
eine bestimmte Stellung derselben Gültigkeit. Die Flächen einer hexago- 
nalen Pyramide dritter Art sind gleichschenklige, aber krystallographisch 





Fig. 304 



Fig. 303. 



unsymmetrische Dreiseite. Die 12 gleichen Endkauten fallen zwischen 
die sechs durch die Hauplaxe und je eine der Nebenaxen gelegten Ebenen. 
Aus (1), Seite 283, erhalt man : 

2cc(/iÄ — ÄÄ- + AA) + 3// 



cos [O] = 
cos (?) = 



N 
!^cc{h h — h/i + kk)— 3 / / 



worin : 



N= icc[hh —hk + kk] + Sll 

gesetzt ist. Daraus folgt : 

cos (t) + 4 cx)s [a] = 3 

ist / = 0, so entstehen zwei correlate hexagonale Prisnien 
dritter Art oder der Zwischenstellung : 

7t^{xhkO)j 7ti(xhk0) 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich nur 
durch ihre, ersi in den Combinaiioaen mit den schon genannten Formen 
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hervortretenden kryslallographischen Symmetrieverhältnisse von den der 
Gestalt nach mit ihnen übereinstimmenden holoedrischen Formen : den 
hexagonaien Pyramiden erster und zweiter Art: 

7t(0hkl), 7t{h'ih'h'l) 

dem hexagonaien Prisma erster und dem zweiter Art und der Basis : 

7t{0U0), 7r(f210), 7t(000\) 

Fig. 304 stellt einen Apatilkry stall mit folgenden einfachen Formen dar : 

Basis TT (0001) 

Prisma erster Art 7r(0H0) 
Pyramide erster Art n{OMi) 

- 7r(022O 
zweiter Art 71 {<2H) 

Rechte Pyramide dritter Art nr(iB^i), schiefe Abstumpfungen der rechts über 
einer Prismenfläche liegenden Combinationskanten von 7t(0H0) und 7r(12H} bildend. 

Linkes Prisma dritter Art ni (4820), die Kanten des ersten Prismas derart schief 
abstumpfend, dass die stumpferen inneren Flächenwinkel an den Combinationskanten 
links von den Flächen des ersten Prismas liegen. 

Geht man von der Grundform 7i(0H1) aus, so sind, wie aus der Figur zu er- 
sehen ist, alle Flächen mit Ausnahme des Prismas dritter Art durch Zonen bestimmt. 



Zweite Abtheilnng. 

(Rhomboedrisches System.) 

Ftlr alle Formen dieser Abtheilung ist die Hauptaxe eine 3-Z(ihlige 
Symmetrieaxe. 

D. Rhombo^drische Uemiädrie des hexagonaien Systems. 

(Holoedrische Formen des rhomboedrischen Systems.) 

§7. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, vier 
Symmetrieaxen : eine 3-zählige Hauptaxe y und drei gleiche 2-zahlige, 
auf y senkrecht stehende, unter einander 60^ einschliessende Nebenaxen 
aj «2 03 und drei gleiche Symmetrieebenen, welche sich in y schneiden und 
beziehungsweise auf a^ «2^3 senkrecht stehen. 

Stellen wir die rhombo^dri^hen Formen so, dass a^ 02 ci^ mit den gleich- 
namigen Nebenaxen der Formen aus der ersten Abtheiiung zusammenfallen, 
so entsprechen den Schnittgeraden der drei Symmetrieebenen mit der auf 
y senkrecht stehenden Ebene die Nebenaxen ß^ ßi ß^ der letzteren Formen 
(s. Fig. 305, S. 300) . Wir bestimmen die Lage der Flachen rhomboödrischer 
Formen durch ihre Abschnitte auf den Axen ax cii^z ^^^ Y' Um dann das 
Symbol der rhomboödrischen Form, welche von den mit der Flache {xhkl) 
gleiehwerthigen Flachen gebildet wird, von dem Symbol der vollflachigen 
hexagonaien Form (xhkl) zu unterscheiden, soll die Charakteristik q voran- 
gestellt werden : 

Q(xhkl] 
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Unter den von den Nebenason aia^a^ in ihrer Ebene gebildeten 
Sexlanten sind nur die abwechselnden einander gleich. Die in Fig. 30-^ 
schraflirlen Sextanten und die ihnen diametral gegenüberliegenden sollen 
inverse genannt werden, während die weiss gelassenen und die ihnen 
diametral gegenüberliegenden als direkte bezeichnet werden sollen. 

DioSyniinetrieverhaltnis.se bedingen, dass zu dem Flach onpol xhki, 
ik ^ ii ^ k, \i gleichwertbtge Flüchenpole gehören : 



xhkl, xkhl, hka-l, khxl, kxht, hxkl 

xhkT, xkhl, hkxl, khxl, kxhl, hxkl 

welche sammllich über den inversen Sextanten liegen. Daher heisst die 



ii) 




fig. >«s. 



(4) 



von den entsprechenden Flachen umschlossene Form ein inverses 
Skalenoeder^f [xAA:/;. Die Flächen: 

xHkl, xjhi, kkxl, khxl, ' kxkl, hxkl 
xhkl, xkhl, hkxT, Uxl, kxkl, hxkl 
deren Pole über den direclen Sextanten li^en, bilden ein directes 
Skalenoeder ^^[xhkl] (Fig. 306). Diese beiden Formen unterscheiden 
sich geometVisoh nur durch ihre Stellung von einander : nach einer Drehung 
um 60° oder 1800 um die HaupUixe fallt die eine mit der anderen zusammen. 
Aus dem Vergleich der Figuren 276 und 305 ergiebt sich eine geo- 
metrische Beziehung zwischen den bolo^rischen und den rhoniboedrisch- 
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faemiedrischeD Foroien des hexagoDalen Systems: lässt man in einer 
dihflxagoDälen Pyramide die Ober abwechselnden durcb die Axen «i «i «j 
und f bestimmten Dodekanten gelegenen Flüchenpaare fort, so bilden die 
übrig bleibenden Flachenpaare ein Skalenoeder. Auf diese Weise entsiebt 
das Skalenoeder Figur 307 aus der dihexa|£onalen Pyramide Figur 308, 
wenn die schraffirlen Flüchen der letzleren fortfallen. Slelleo wir uns vor, 






Fig. ■•11. 



Fig. S07. 



Fig. S08. 



dass die Nebenaxe a^ auf den Beobachter zulaufe, so enthylt das inverse 
Skalenoeder q^\xhkl) das obenrechts von «2 gelegene Fläcbenpaar, da 
directe Skalenoeder ^^ [xhki\ dagegen das obenlinks liegende Fläcbenpaar 
der dibexagonalen Pyramide [x/iA:/). 



Skalenoeder^ [ochhl], x = A — *, 2A>A>A, — wird begrenzt 
von 4S ungleichseitigen Dreiseiten, welche in 18 Kanten an einander slossen; 
von den letzteren liegen die 12 Endkanlen in den Symmetrieebenen. Nur 
die abwechselnden Endkanten sind gleichwerthig; die 6 längeren % ent- 
sprechen abwechselnden Kanten S, der dihexagonalen Pyramide [xhkl]; die 
6 kürzeren sollen mit i bezeichnet werden. Durch die Mitten der 6 Seiten- 
kanten e gehen die Nebenaxen aiajaj. Die langereu Endkanten % liegen 
bei einem directen Skalenoeder (Fig. 306} über den directen , bei einem 
inversen Skalenoeder über den Inversen Sextanten der Nebenaxen ") . 

Ein Skalenoeder besitzt 8 Ecken: zwei sechsflächige, 3 -|- 3-kamige 
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Endeoken und sechs vierflüchige 2 + 1 + ^-kaiitij^e Seitenecken , deren 
Eckpunkte in den drei Symnietrieebenen liegen. 

Für die Cosinus der Flachenwinkel (^) [d] {e) an den Kanten ^de er- 
hält man aus (1), Seite S83, wenn man z. B. : 

t= [iTÄÄ/, xkhl] 

d=[cvhkl, h:rkl] 

fc = [x hkl y k/i jc ]] 
und der Kürze wegen : 

icc{— Itk + hh + kk) + 311 = S 
setzt '. 

^cciihk — hh — kk) + 'MI 

( l ) cos (d) = 

2cci'ihk + hh — 2kk)—3ll 

cos (f) = : 

Hieraus ist ersichtlich, dass qos (^} > cos (Ö) ist, so lange 2Ä\>> /i bleibt. 
Wird 2A* = //. so ist cos ($) = cos (d) und wir erhalten eine Grenzform: 

(k . 2Ä- ' k • I) 

der Skalenoi^der mit unter einander gleichen Flächenwinkeln an den End- 
kanten. Bei den eigentlichen Skalenoödern ist also stets der FlHchenwinkel 
(§; <^ [d), folglich der innere Winkel an der längeren Endkante ^ stumpfer 
als der an der kürzeren Endkante d. Aus (1) folgt: 

^ \ 1 — cos (?) 3 r c (h — k] {h — Ä) 



,..(!=' 



(2) sin2 (^-) = 

eos2 (i) = 



2 AT 

ä\ \ — cos (cJ) 3cckk 



2 N 

\ + cos ie) Scchh 



2 N 

und denmach : 

(3) '''"(f) + ^'"(l) = ''"^tä 

oder: 

is-, ,,„(!+_') .i„(L-J) = e„(l) 

d. h. bei einem Skalenoi^der ist der Cosinus des halben Flächenwinkels an der 
Mittelknnie gleich der Summe der Sinus der halben FlOchenwinkel an den 
Endkanten. Diese Relation gestattet aus je zwei Flächen winkeln den dritten 
zu berechnen.*) Es ergiebt sich femer hieraus die zur Berechnung der 
Indiees geeignete Relation: 



♦) C. Fr. Naumann. Lehrb. d. Krystallogr. ^830, 1, 4ft. 
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sin j^j : sin l-j : cos j- j == ä — k : k : h 

Aus (2) leitet man ab: 

PO|2 / ^'\ = 1-+ ^^ - cc {h + k){h + k) + 3ll 
U; 1— cos{^) 3cc[h — k)(h — k) 

W ^ov \^) — ] ^^os(d)~ ^cckk 



eos(d) 

2 /« \ 1 + c^s («) ^cchh 

^^* \'^/ ~ 1 — cos (t) "" cc(/? — 2A) ih — 2Äi + 377 



und hieraus : 



(5) 



i _ j [/(Ä _ Ä) (A - A) col2 (I) - |(A + k] (h 4- A) 
= j Ykk coi2 ||\ _ ^ (2/< — k) iili — A) 
= j |/a A lan2 (*) - i (A - 2A) (A - ik) 



Es sind also die Cotangenten der halben FiBchenwinkel noch etwas 
einfacher als die vorhin angeführten Cosinus und daher geeigneter als diese 
zur Berechnung der Fldchen winke! aus den Indices hkl und der Axen- 
einheit c. Umgekehrt kann die Axeneinheit c aus den Indices hkl und je 
einem der Flächenwinkel {§) [d) (e) mit Hülfe einer der zuletzt aufgestellten 
Formeln berechnet werden*). 

Für die Grenzwerthe A* und 2 k von h erhält man die Rhombo^der 
Qi [0 h h t) und Qfj^ (Oh h l) und eine sechsseitige Pyramide q (k - 2k - k - 1). Ist 
/ = 0, so entstehen zvvöjfseitige Prismen q (xhkO), das sechsseitige Prisma 
erster Stellung q{0\\0) und das zweiter Stellung q (1210). Für Ä = A = 
resultirt die Basis q (0001). 

RhomboOder^(0^/!t2) — wird begrenzt von 6 Rhomben, deren ge- 
neigte, in den Symmetrieebenen gelegenen Diagonalen die krystallogra- 
phischen Symmetrielinien der Rhomben sind. Die 6 FlHchen stossen in 
12 Kanten zusammen: die 6 Endkanten d liegen in den Symmetrieebenen ; 
von den 6 Seitenkanten € gehen je zwei mit zwei Endkanten parallel, so 
dass im Ganzen nur drei verschiedene Kantenrichtungen vorhanden sind. 
Durch die Mittelpunkte der Seitenkanten gehen die Nebenaxen. Ein BThom- 
boi^der besitzt 8 Ecken : zwei dreifliichige und 3-kantige Endeoken und 
sechs dreiflächige 2 -|-~ 1 -kantige Seitenecken, deren Eckpunkte in den 



♦) Vgl. den folgenden § tr 
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Symmetrieebenen liegen. Fig. 314 und 309 stellen die beiden correlaten, 
geometrisch aus der hexagonalen Pyramide erster Stellung (Ohhl)^ Fig.SIO^ 
hervorgehenden Rhombo^der ^^(O/i/}/) und Q^(Ohhl) dar. Die Flächen 
eines directen RhomboSders liegen über den direclen, die eines inversen 
über den inversen Sextanten der Nebenaxen. Die lungeren Endkanten 
eines Skaleno^ders liegen über den geneigten Flächendiagonalen eines 
Rhomboeders gleicher Stellung. 

Die Schnittlinie der Fläche Oh hl mit der Ebene der Nebenaxen er- 

zeugt; wie aus Fig. 274 zu entnehmen ist, auf (^2 den Abschnitt 7- und auf 

/?3 den Abschnitt t* I^ie Endpunkte dieser Abschnitte sind die Schnitt- 
punkte einer Endkante und einer geneigten Flachendiagonale des Rhom- 






Fig. 809. 



Fig. 310. 



Fig. 8H. 



boi^ders Q(Ohhl) mit derselben Ebene. Rezeichnet man nun mit ip und q> 
die Neigungen dieser Kante und dieser Diagonale gegen die Hauptaxe, auf 

der die Fläche Oh hl den Abschnitt y bestimmt, so ist : 

bl IVJ 

tan w = —r = -1 — 
^ ch hc 



bl 



/V3 



^ 9ich 2hc 
und daraus folgt die Relation : 

tan (f = 2iün ip 

In einer von den Endkanten d gebildeten Endecke sind die drei 
Flächenwinkel (d) und ebenso die drei Kantenwinkel, welche wir mit (d) 
bezeichnen wollen, einander gleich. Folglich ist nach (1), Seite 70: 

cA>s^ [d] — cos {d) = sin 2 [d) cos (d) 
cos2 (d) — cos (rf) = sin2 (d) cos [d) 
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und deoinach ßndet zwischen dem Flachenwinkel und dem Kantenwinkel 
an der Endecke eines Rhombo^ders folgende einfache Beziehung statt : 

— cos [d] 
^ ' 1 + cos (dj 

^ — cos (d) 

cos (o) = 



\ + cos (d) 

Für die Cosinus der Flächenwinkel [d) und (ej erhält man aus (1). 
Seite 283 : 

,., —2cchh + 3ll 

cos (ö) = r rr—r ^^TF 

^ icchh -|- 3// 

' ^ . . 2cchh — 3ll 

folglich : 

cos {d) = — cos (s) 

d. h. (dj und (e) sind Supplementwinkel. Ferner folgt hieraus: 

d\ \ 4- cos(d) cchh + 3// 



oder: 



<="' \2;- i _cos(d) ~ 3ccAÄ — ^° iä") 



|-?Mi)-i-||/-(i) 



i 



Mit Hülfe dieser Formel wird aus den Indices hl und einem der 
Flächenwinkel (d) (e) die Axeneinheit c berechnet. Führt man den Hülfs- 
winkel q) ein, indem man : 

— — = cot (p 

hc ^ 

setzt, so findet man aus : 

cot2 (p + h = -r4— = 3 cot^Z-J) 
^ sm2 qp ytl 



cot 9 = y^ cot2 /- j — -I 



die zur logarithmischen Berechnung geeignete Formel : 

d 



^^^ (2 ) ^ ^^ *'"^ '^ ^ ^^\^) 



Man berechnet nämlich aus : 

tan 

sin q) = 



(I) 



V3 
den Winkel 9p und darauf aus: 

h 
l 

L i e b i 8 c h , Geometr. Krystallogr. 2q 



c = VS tan (p 
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die Axeneinheit c, wenn j bekannt ist, oder das Vcrhiiltniss der Indices 

y, wenn c bekannt ist. 

Das Rhomboöder ^rf(04H) wird Grundrhomboi^der genannt. Be- 
zeichnet man seine Fiächenwinkel mit (d') und (e)j so findet nach (1), 
Seite 305, folgende Beziehung zwischen diesen Winkeln und der Axenein- 
heit c statt : 



und: 






l=>MlH=i/'0-* 



Wird hierin 



V3 , , 

— = cot y 



gesetzt, so erhält man : 

tan(|-) = l/3sin9)'=cot(|^) 

Die Grundform trennt die beiden Schaaren von Rhombo^dern, deren 
allgemeines Symbol Q(Ohhl) und bei denen h <Ci l oder Ä > / ist. Die 
inneren Winkel an den Endkanten sind bei den ersteren stumpfer, bei den 
letzteren spitzer als bei der Grundform. 

Sechsseitige Pyramide Q(k - 2k - k - l]. Diese schon auf 
Seite 302 erwähnte Grenzform unterscheidet sich nicht in ihrer Gestalt, 
sondern nur durch ihre Symmetrieeigenschaften von der hexagonalen Pyra- 
mide zweiter Ordnung (k-2k-k • /). Ihre 42 Flüchen sind geometrisch 
gleichschenklige, krystallographisch unsymmetrische Dreiseite. Nur ihre 
abwechselnden Endkanten sind gleichwerthig ; demnach sind die beiden 
Endecken 3 + 3-kantig, die sechs Seitenecken 2 + 1 + 4 -kantig. 

Die Prismen Q{xhkO)t ^(0110), ^(1210) unterscheiden sich nur 
durch ihre abweichende krystallographische Symmetrie, nicht durch ihre 
geometrische Gestalt von den entsprechenden vollflächigen hexagonalen 
Formen (s. Seite 288). 

Die Basis q (0001) bildet an einem Rhomboi^der eine als gleichseitiges 
Dreiseit und an einem Skalenoi^der eine als symmetrisches Sechsseit er- 
scheinende Abstumpfung der Endecken. Fig. 312 stellt eine nach der Basis 
tafelförmige Combination der Basis und eines Rhomboi^ders dar. 

Das sechsseitige Prisma erster Art bildet an einem directen oder in- 
versen Rhomboöder Abstumpfungen der Seitenecken ; auf jeder Prismen- 
fläche liegt abwechselnd oben und unten eine horizontale Combinations- 
kante (s. Fig. 313 und 314). 
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Das sechsseitige Prisma zweiter Art stumpft die Seitenkanten eines direo- 



f^^ 




ten oder inversen Rbomboeders derart ab, dass die Rhomboederflachen auf den 

abwechselnden Prismenkanten gerade aufgesetzt sind (s. Fig. 315 und 316]. 

An einem Skalenoed er stumpft das sechsseitige Prisma erster Art die 




Fig. 3<a. 



Fig. 148. 



2 + 1 + 4-kantigen Seilenecken, dasjenige zweiter Art die Seitenkanlen 
ab (s. Fig. 317 und 316). 

Zwei Rliomboeder gleicher Stellung bilden horizontale Combinations- 
kanlen (s. Fig. 319, S. 308). Treten zwei correlate Rhomboeder in Com- 
binalion, so stumpft das eine die Seitenecken des anderen derart ab, dass 
die Combinations-EndkanteD parallel den Verbindungalinien der Endecken 
mit den Mitten der Seitenkanten gehen (s. Fig. 320, S. 308). Diese Com- 
bination tritt z. U. am Kalkspath mit ^(|(0111) und ^^(0111) auf. 

Zu jedem Rhomboeder gehurt ein umgeschriebenes oder nächst stum- 
pferes und ein eingeschriebenes oder nächst spitzeres Rbomboeder. Beide 
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sind invers, wenn das gegebene Rhomho^der ein directes ist, und um- 
gekehrt. Die Flächen des umgeschriebenen Rhomboöders stumpfen die 
Endkanten des gegebenen gerade ab; die Endkanlen des eingeschriebenen 
Rhombo6ders werden von den Flächen des gegebenen gerade abgestumpft. 
Ist das gegebene Rhombo^der ein inverses mit dem Symbol : 

so wird, wie aus Fig. 3ii hervorgeht, die vordere obere Endkante des- 
selben gebildet von den Flächen Ohhl und hOhl und demnach gerade 

abgestumpft durch die Fläche 
h ' h ' ' 2/ des umgeschriebe- 
nen Rhombo^ers : 

^d (0 • Ä • A • 2 /) 

Hieraus ergiebt sich auch 
sofort das Symbol des einge- 
schriebenen Rhomboi^ders : 

^rf(0 . 2Ä . 2/r . /) 

Fig. 321 stellt die Combi- 
nation ^^(0111) und ^,(0112) 
des Kalkspaths. Fig. 322 die 
Combination ^^ (0 1 1 4 ) , ^^ (0 1 4 3 j 
und ^,(0224) des Chabasits 
dar. 
Die Verhältnisse der Indices und der Äxenabschnitte einer Reihe von 
eingeschriebenen und umgeschriebenen Rhombo^dern, welche aus einem 
gegebenen Rhombo^der abgeleitet ist, überblickt man sehr leicht an dem 
System der Schnittlinien, das in der Ebene der Nebenaxen entseht, wenn 
man die Abschnitte auf den Hauptaxen dieser Rhomboöder sämmtlich 
gleich c setzt. Gehen wir z. R. von dem Rhomboöder Q^{OMi) aus, so 

erhalten wir die Reihe 
(vgl. Fig. 323): 





Fig. 319. 



Fig. 820. 




,^«z !^^\ 


oo o : ^ a : \a : c 


l y^) 


a a 

2 = ^-.coa-.c 


A. '/ ,f^y/ 


\Vr-Y y'^ 


ooa : a : a : c 


X^vj;^^^ 


2 a : 2 a : oo a : c 


Fig. 322. 


oo a : 4 a : 4 a : c 



Fig. 321. 



Es stehen also die Nebenaxen dieser Rhombo6der bei gleichen Haupt- 
axen in dem Verhältniss : 

• 4- • X • 4 • 2 • A • 

• • • • *T^ • V • 9 m m$ • 'W • • • • 

Eine sechsseitige Pyramide zweiter An bildet an den Rhomboädem 
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gerade oder schief« Zuschärfungea der Endkanten. An dem GruDdrhom- 
boeder Q^iOiH) oder dessen Gegeorhomboeder ^^[OHI] bildet die Pyra- 
mide ^(1213) gerade Zuscharfungen der Endkanten (s. die Combination 




des Pbenakits Fig. 3S4) und die Pyramide ^ (Si23] schiefe Zuschürfungen 
von der Beschaffenheit, dass die Combinations-Endicanten zu je zweien 
einander und der geneigten Diagonale einer RhomboederflJcbe parallel 




Fig. 3M. 



Fig. 31«. 



gehen ; in dem letzteren Falle stumpft also jedes der beiden Rhomboeder 
abwechselnde Endkanten der Pyramide ^ (2423) gerade ab. Diese Combi- 
nation findet man am Eisenglanz Fig. 3S5 und am Korund Fig. 326. 

Tritt ein Rhomboeder mit einem Skatenoeder in Combination, so er- 
scheinen die Flüchen des RhomboSders auf den längeren Endkanten ^ des 
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Skalenoeders gerade aulJBesetzt, ' 




Fig. IST, Fig. sss. 



beide Formen direct oder beide in- 
verssiod; sosindandemKalkspalb- 
krystall Fig. 397 die Flachen von 
^^ (Olli] uDd ^ j (Oii41 beziehungs- 
weise auf deo längeren Endkanlen 
von Qai^^^*) und ea{i53t] gerade 
aufgesetzt. Dagegen erscheinen in 
den Füllen, wo ein inverses Rhom- 
boüder mit einem direeten Skale- 
noeder oder ein directes Rhombo- 
eder mit einem inversen Skaleno- 
eder in Combinalion tritt , die 
RbomboSderQachen auf den ktlr- 
zeren Endkanten 6 des Skaleno- 
cders gerade aufgesetzt; vgl. Fig. 
328gj(0H2) undedl*3**)- 



Zu einem Skaienoüder gehflren fUnf Rhomboeder; die Flächen des 
ersten stumpfen die längeren Endkanten $ gerade ab, die des zweiten 
stumpfen die ktlrzeren Endkanlen d gerade ab, die des dritten guhen 






Fig. «S9. 



Fig. 8W. 



Flg. 381. 



durch je zwei längere Endkanten |, die des vierten gehen durch je zwei 
kürzere Endkanlen d und die des fuaflea gehen durch je zwei Seilen- ' 
kanten e des SkalenoCders. Die beiden ersterea Rhomboeder sind dem 
Skalenoeder umgeschrieben, die drei letzteren eingeschrieben. Um ein 
Beispiel vor Augen zu fuhren, sind die drei dem direeten Skalenoeder 



§ 7 — H. Rhomboed Tische Hemi^drie. 



311 



Fig. 307 eingeschriebenen Rhomboi^der in Fig. 329, 330 und 331 dar- 
gestellt. 

Wir wollen jetzt die Symbole dieser Rhomboöder ableiten und dabei von 
dem inversen SkalenoCder Q^{xhkl) ausgehen. Die über ß.^ gelegene Kante 

^ desselben wird gebildet von den Flächen xhkl und xkhl (vgl. Fig. 305) 
und demnach gerade abgestumpft durch die Fläche 0-h-\-k'h-\-k-^) 
des inversen Rhomboi*ders : 

Qi(0 ' h + k ' h + k'2l) 

Die über ß2 gelegene Kante d desselben wird gebildet von den Flüchen 

xhkl und hxkl und demnach gerade abgestumpft durch die Fläche 
2Ä — A-2Ä — Ä-0-2/ des directen Rhombodders : 

Qa(0 2h — k'2h — k 2«) 

Zwei Kanten ^ des Skaleno(^ders, welche von den Flächen : 

xhkl und xkhl , kxhl und hxkl 
gebildet werden, haben die Indices : 



h k l 
k h l 



X k l \ 



= 1 -l- h + k, 
folglich hat die durch sie bestimmte Flache die Indices : 

und das Symbol h-\-k'h-\-k-0'L Das dritte der genannten Rbom- 
boeder ist also ein directes : 

^d (0 • Ä + *5 • Ä + * • ^) 

Zwei Kanten d des Skaleno^ders, welche von den Flächen : 

xhkl und hxkl^ xkh l und hkxl 
gebildet werden, haben die Indices: 



h k l 
xk l 



= 21 ' i' 2A + k, 



k h l 
k X l 



= l ^21 ^2h 



folglich hat die durch sie bestimmte Fläche die Indices : 

9,1 1 th + k 
l 2/ 2/i — Ä 



= 2Ä — A • 2Ä — *./ 



und das Symbol • 2Ä — Ä* • 2Ä — k * l. Demnach ist das vierte Rhom- 
boöder ein inverses : 

^,(0 2h — k2h — k I) 

Aus den vorsiehenden Symbolen folgl, dass das erste Rhomboöder 
dem dritten und das zweite dem vierten umschrieben ist. Zwei Kanten 
£ des Skaleno^ders, welche von den Flächen : 

xhkl und khxl , xkhl und kxhl 
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gebildet werden, haben die Indices: 

\ h X l \ j o: A ( I 

folglich hat die durch sie bestimmte Flüche die Indices: 

\ il i ik— k\ 

und das Symbol ■ ik — h ■ ik — k ■ l. Demaacb ist das fUafte Rbom- 
boSder eia iDverses : 

^i[0 2k-h2k — hl] 



\ = ii ■ l■ik- 



-h■ik—h■ i 




Es ist nützlich, die Besiehungen zwischen den in Bede stehenden For- 
men*] noch an einer Linearprojection zu Überblicken (Fig. 332). Die 

') Dio Beliebungen zwischen einem SkaleDoiider und den zugehörigen Rhombordern 
wurden untersucht von Mobs. Grundriss der Uioeralogie. IS3i.l,l9S. Chr.S.Weiss. 
Grundlüge der Theorie der Secbsuodiechgkanlner elc. Abhandl. Berlin. Akai). Hit, 
tSie. Neue Bestimmung einer Rhomboäderfl. am KalliBpatb. ib. 1636. Naumann. 
Grundriss der Kryslallogr. tsas, 195. Lehrb. d. Kryst. isai, 1, 187. AntaogSBf. d. 
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Fläche xhkl des Skalenoäders Q^{xhkl) erzeugt, wie wir gesehen haben, 
auf ßi OTi ßiOiiß^^zY ^>6 Abschnitte : 

h . a b a b a c 

h — 2k ' fT^k ' U—Ji • H ' T+k ' k '1 

Die in dieser Fläche gelegenen Kantenrichtungen ^de, d. h. die Rich- 
tungen ihrer DurchschnittsHnien mit den Flächen xkhl, hxkl, khxl 
gehen von der Endecke nach den Punkten : 

b b b 

h + k' ih — k' h — ^k 

in der Linearprojection. An der Hand der letzteren und mit Hülfe des voll- 
ständigen Weiss'schen Zeichens überzeugt man sich leicht von der Rich- 
tigkeit der vorhin für die fünf Rhombo6der aufgestellten Symbole, die der 
Uebersichtlichkeit wegen in die Figur eingetragen worden sind. Ausser- 
dem sind in diese Linearprojection aufgenommen worden die Schnittlinien 
und die Symbole der Rhomboöder. welche durch die Axenabschnitte des 
gegebenen Skaleno^ders auf den Nebenaxen axa2a^j oder mit anderen 
Worten durch die Zonen der Gombinationskanten zwischen dem Skale- 
no^der Q^{xhkl) und dem sechsseitigen Prisma erster Art ^(0110) be- 
stimmtsind, nämlich: 

Qi(Ohhl), QiiOkkl), Qi(0 ' h — k • h — k 4) 

und deren Gegenrhombo^der : 

Qdi^hhl), ?rf(OAÄ0, Qai^ h — k'h — k'l) 

Endlich findet man in der Figur noch die Schnittlinien des dem Rhom- 
beider der Seitenkanten umschriebenen Rhombo^ders : 

Qa(0 '%k — h' ^k — h . 2/) 

Als Beispiel wählen wir das am häufigsten vorkommende Skaleno^der ^^(4 321) 
des Kalkspaths. Die längeren Endkanten desselben werden gerade abgestampft durch : 

^ = qd (0552) 

Die kürzeren Endkanten werden gerade abgestumpft durch : 

f= e»(022^) S- F»g- 835, S. 3U. 
Das eingeschriebene Rhoroboöder der längeren Endkanten ist : 

5 = ^,(0551) 
das der kürzeren Endkanten : 

ms^tf(OMI) s. Fig. 884, S. 814. 
das der Seitenkanten : 

/>= ^rf(OHI) s. Fig. 883, S. 314. 



Kryst. 1854, 177. Elem. d. theoret. Kryst. 1856,mi. Zippe. Uebersicbt der Krystall- 
gestalten des rhomboi^drischen Kalkhaloides. Denkschr. matb. naturw. Classe. Wien. 
Akad. 1851, 8. C. Klein. Einleitung in d. Krystallberecbn. 1876, 881. 
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Die Buchst abenbezoicti nun gen dieser Formen sind die von Zippe') tienuizlen. 

Fig. 3)5 stellt einen Kailispalhliry stall dar, welcher nei>on dem Kewtihnlichen Ska- 
lenoeder ^^((831) noch das Slialenodder pffltaij zeigt, Letitere» ist, wie aus der Kig. 
ersichtlich, dadurch bestimmt, dass seine kürzeren Eadkanten den längeren Endkanten 
des ereteren Skalen Orders parallel geben und die Endkanlen seines Seitenkantcnrliom- 
bo^ders von dem .SeitenkanlenrhomboMer des ersleren Skaleno£ders gerade Bbüeaturnprt 
werden. Die (Unf dem Skalcnoüder Qj (t tSt] zugehörigen RliomboMer sind : 

ei(0778), ed(05s«i, erf((n7<), ei(ossi), ^^(0**4) 

Demnach stumpft das Rhombocdei' ^^(DSSi) die längeren Endkanten von (>d(t3SI) 




Fig. SSa. 




Fig. S3t. 



Flg. SIS. 



und die kürzeren Endkanlen von ^i{HH) gerade »b; ^^(OSSt) Ist des olngeBcbriebeDe 
Rbomboeder der längeren Endkanten vdd ^^{fSHi und der kurieren Endkanten von 
Pj[t(3i); ^{(OSII) stumpft die kiirzeren Endkanten von ^^(13)1) gerade ab and ist das 
Seitenkanlenrhomhoüder von gt (<49(). 



E. Trapezocdrische Tetartoedrie. 
§12- 
Die trapezo^drisch-letarloedriscben Formen des hexagonalen Systems 
besitzen eine 3-ztlhlige Hauptaxe y und drei 2-z3lilige polare Querascn 
Oiajcij. Diese Symmetrieeigenschaften werden durch Fig. 336 veranschau- 
licht. Zu einem Flilchenpol khxl gebOi-en 5 gleichwerthige Pole : 
oben: khxl, hxkl, xkhl 
unten: xhkl, hkxl, kxhl 
welche mit jenem Über den direeten Sextanten der Nebenaxcn liegen. 
Die entsprechenden Flüchen umschliessen ein Irigonales Trapezoäder 
Fig. 338. Geht man von dem mil khxl in demselben Sextanten liegenden 
Flüchenpol hkxl aus, so erhall man die gleich werlh igen Pole: 



•1 " 



1. O. Vgl. oamentlich Flg. M, S), i1, 41, S6, S7 und viele andere. 
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oben: hkxl, kxhl, ^ft*^ 
unten : h x kl, xkbl, khxl 
Die ihnen entsprechenden Ptachen bilden ebeofalts ein TrapeioSder 
Frg.337, S.3<6. Manersiehtausdem Vergleich vooFig. 336 und 305, dassaus 




der Vereinigung dieser beiden Trapezoeder das directe Skale noeder 
^^{xhki) entsleht. Umgekehrt gehen jene Formen aus dem Skalenoeder 
hervor, indem die an abwechselnden Seilenkanlen desselben gelegeaeo 
Flachenpaare fortfallen oder »Mein übrig bleiben, d. h. indem das Skale- 
noeder der trapezofid Tischen Hemiedrie unterworfen wird. Von den FUtchen 
des Skaleno^ders, welche über den oberen directen Sextanten der Neben- 
axen a, ajag liegen, enthalt das erste Trapezoeder die rechten, das zweite 
die linken Flächen. DemgemSss bezeichnen wir diese Formen als: 

rechtes directes Trapezoeder g^^ [xhkt} Fig. 338, S. 3<6. 
linkes - - ßM (^^*') f'ß- 337, S. 316. 

Da die Hauptaxe zweiseitig ist, bleibt diese Unterscheidung bei jeder 
Stellung der Hauplaxe gültig. In analoger Weise gehen aus dem inversen 
Skalenoeder ^j (x/ii/j zwei correlate Trapeioüder hervor, welche wir be- 
zeichnen als: 

rechtes inverse3Trapezoederßr.(^A*/) Fig. .140, S. 346. 
linkes - - ^„(xAA/} Fig. 339, S. 316. 
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«eise umscbloaseD 


von den 


xkhl, Üxl, 


hxkl 


kxH, xhkl, 


kkxt 


xhkl, hkxl, 


kxhl 


kkxl, kxkt, 


xThi 



Sie werden beziehungst 



Die in Rede stehenden FormeD besitten weder eine Symmetrieebene, 
noch ein Cenlrum der Symmetrie. Daf^egeo ist von correlaten directen 




oder inversen Trapezoedem eines das Spiegelbild des anderen, denn sie 
entstehen durch Zerfälluag einer Form, welche Symmetrieebenen besitzt. 
Folglich sind correlate trigonale Trapezoeder enantiomorph. 



§ 43. 
Die sechs Fl Beben eines Trapezoeders schneiden sich in 12 Kanten: 
3 oberen und 3 unteren gleichen Endkanten q und 3 -(- 3 im Zickzack 
auf' und absteigenden Seitenkanten e und %. Die Kanten e sind den 
gleichnamigen Kanten des entsprechenden Skalenoeders gleich. Die Mitten 
gegenüberliegender ungleicher Seitenkanten werden durch die polaren 
Nebenaxen verbunden. Die Hauptaxe ist zweiseitig: dreht man ein Trape- 
zoSder um eine seiner Nebenaxen um 180', so fällt es in allen seinen 
Punkten mit Punkten seiner anfänglichen Lage zusammen. Die 8 Ecken 
sind von zweierlei Art; zwei 3-kantige Endecken und sechs 1 -t- 1 + 1- 
kantige Seitenecken. Die begrenzenden Polygone sind unsymmetrische 
Vierseile. 



§ 4t — 45. TrapezoSdriscbe TelartoSdrie. 
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(1) 



COS {q) = 
cos (c) = 



cos (t) = 



2 cc (— hh + hk — kk) + 3// 

N 

2cc{hh + ^hk — ikk) — 3ll 

N 

2cc{—ihh + 2hk + kk) — 3ll 

N 



worin : 



N=icc{hh — hk + kk) + 311 



gesetzt ist. Folglich : 



. 2 ^) _ 3cc(hh — hk + kk) 



sin 



AT 



cos^M-?^^^ 
, (t) 3cc/rÄ- 

^^'"2-= -TT- 

Denonach besteht zwischen den Flächenwinkeln eines trigonalen Trape- 
zo^ders die Relation"^) : 



(2) 



sin2 ^-|i == cos^ y^ — cos y cos ^-J- + cos^ ^ 



§u. 

Für den unteren Grenzwerth A^ von h erhalt man directe und inverse 
Rhombo^der; tritt der obere Grenzwerth h = 2k ein, so entstehen 
trigonale Pyramiden. Die gemeinsame Grenzform der rechten 




lüiAJ 




Fig. 844. 



Fig. 343. 



directen und der linken inversen Trapezo^der ist eine rechte trigonale 
Pyramide (s. Fig. 342), welche von den Flächen : 

k • U ' k ' l, 9ik k ' k ' l, k -li -U .1 
k 'U k 'T, 2k 'k ' k -I, k 'k U '1 



♦) Th. L. Zeitschr. f. Krystallogr. 4880. 4, «70. 
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umschlossen wird und mit q^ (k - 2k - k - 1) bezeichnet werden nidge. Die 
Grenzform der linken directen und der rechten inversen Trapezo^der ist 
eine linke trigonale Pyramide ^| (A* - 9ik - k - 1) mit den Flächen [s. Fig. 341) : 

^k'k'k'l, k'k'^k'l, k - 2k - k ^ l 
2k ' k 'k'Tr k 'k ' 2k -7, k - 2k - k -T 

Die 6 Flachen einer trigonalen Pyramide stossen in 9 Kanten zusammen : 
3 oberen und 3 unteren gleichen Endkanten q und 3 horizontalen Seiten- 
kanten £ ; die letzteren bilden ein gleichseitiges Dreiseit und stehen auf 
den Queraxen, welche ihre Mitten mit den gegenüberliegenden Seitenecken 
verbinden, senkrecht. Die begrenzenden Polygone sind gleichschenklige 





Fig. 843. 



Fig. 344, 



Dreiseite. Gorrelate trigonale Pyramiden sind nur krystallographisch, 
nicht auch geometrisch enantiomorph ; denn jede von ihnen kann durch 
eine Drehung um 60<^ oder 180^ um die Hauptaxe mit der anderen zur 
Deckung gebracht werden. Aus (1), S. 317, folgt: 

, , —2cckk + ll 
^"^ ^^) = icckk + ll 

, , icckk — // 

cos [B] = 



Demnach : 



icckk + II 

{e) icckk 

2"~' icckk + ll 

2 icckk — ll 



COS'' ^ = 



und hieraus ergiebt sich die Relation : 



(^) 



COS (p) = — -I C0S2 Y + 



sm 
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oder: 



cos 



,(£)+icos«i|! = i 



2 ^ *— 2 

Fttr / = erhalt man ditrigonale Prismen. Fig. 343 stellt ein 
rechtes Prisma q^ [xhkO] mit den Flächen : 

xhkOj hicxO, kxhO, khxO, hxkO, xkhO 

dar, eine Grenzform der rechten direclen und linken inversen Trapezoäder. 
Das entsprechende linke Prisma wird von den Gegenflächen der soeben 
genannten Flächen umschlossen. Von den 3+3 Kanten ^ und k eines 
ditrigonalen Prismas entsprechen die Kanten ^ gleichnamigen Kanten des 

dihexagonalen Prismas (xhkO). 

hh + ihk — kk 

cos(§)= ^ 



folglich : 



<i^{hh — hk + kk) 

— <ihh + ^hk + kk 
^(hh — hk + kk) 

i = cos2 i| - cos f cos ^ + cos2 i|l 



cos [X] = 



(I) 



IMJl. 



2ZZ. 



Diese Relation erhält man auch aus (2)) Seite 317, wenn man berück- 
sichtigt, dass bei dem Ueber- 
gange von q^^ [x h k l) in 
^^(.tAA-0):(6) in (?), (r) in (A) 
übergeht und cos [q) = — ^, 
also Q = 120® wird. 

Ist / = und h = Ä, so 
entsteht ein sechsseitiges Prisma, 
welches sich geometrisch nicht 
von dem Prisma (0110) unter- 
scheidet. 

Für / = und h = 2k er- 
hält man zwei trigonale 
Prismen ^^(1210) und 
^{(1210), welche vereinigt das 

sechsseitige Prisma zweiter Art (1210) bilden. Ersteres ist in Figur 344 
dargestellt; es ist die Grenzform der rechten trigonalen Pyramiden. 

Ist h =^ k = 0, so erhält man die B a's i s. 





Fig. 345. 



Fig. 846. 



§15. 

Am Quarz (rt:c=1: 1,0999) treten neben dem Grundrhomboäder 
?d(0111), dem GegenrhomboiJder ^j (Olli) und dem sechsseitigen Prisma 
Q (01 10) sehr häußg die correlaten trigonalen Pyramiden s = p^ (121 1) und 
s = Qi (1211) auf, deren Flächen oft parallel den Combinationskanten mit 
dem Grundrhomboüder gestreift sind. Optisch rechtsdrehende Krystalle 
zeigen die rechte, linksdrehende die linke Pyramide (s. Fig. 346 und 345). 
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Die Flüchen einer solchen Pyramide erscheinen an den abwechselnden 
Prismenkanten, oben und unten, und sind in ihrer Lage dadurch bestimmt, 
dass sie in die Zonen abwechselnder Gombinationskanten des Grund- 
rhombo^ders und GegenrhomboCders fallen ; es fällt z. B. : 



SiTl in die Zonen 



1S11 in die Zonen 



1101 
Olli 

1101 
lOTl 



und 



und 



OTTl 
1011 

Ton 
Olli 



Denselben Zonen gehört die Mehrzahl der trigonalen Trapezoöder des 
Quarzes an. Die Symbole dieser Formen sind aus § 4, S. S91, zu ent- 



JOM 




Jon 



om. 



lüE 





Fig. 847. 



Fig. 348. 



Fig. 349. 



nehmen (vgl. Fig. 292 und die folgende Tabelle). Am häufigsten treten die 
oorrelalen Trapezo^der: 

X = ^^^(1651) und X = Qi^ (1651) 

auf (s. Fig. 348 und 347). Die Gombinationskanten von x und s gehen der 
Streifung aufs nicht parallel. Optisch rechtsdrehende Krystalle zeigen 
rechte directe und linke inverse, linksdrehende linke directe und rechte 
inverse Trapezoöder.*) Die dreiseitigen Prismen finden sich, wenn auch 
nur in geringer Ausdehnung, als Abstumpfungen derjenigen Kanten des 
sechsseitigen Prismas, an denen die Trapezoi^derflächen nicht liegen (siehe 
Fig. 349, Quarz von Garrara**). 



*) Vgl. G. Kose. Ueber das Krystallisationssystem des Quarzes. Abhandl. Berlin. 
Akad. 1846. P. Groth. Ueber Krystallform und Circularpolarisation und über den Zu- 
sammenhang beider beim Quarz und Überjodsauren Natron. Monatsber. Berlin. Akad. 
1869, UO. Pogg. Ann. 1869, 187, 438. 

**) G. Rose a. a. 0. Seite 15 des Sep.-Abdr. nach einer Beobachtung von W. Hai- 
dinger. 
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Tabellarische Uebersicbt der trigonalen Trapezo^der des Quarzes aus den Zonen 
der Combinationskanten des Grundrbombo^ders Qaiom) and des Gegenrbombo^ers 



Prisma : 

Recbte directe Trapezo6der: 

Qrd (^ — k ' h - k ' h — k) 
»Untere« Trapezoöder, zwi- 
schen g und der Fläche s 
= ilii der rechten trigo- 
nalen Pyramide : 



Linke inverse Trapezoöder*. 

Qli(h — k *h'k' k') 
»Mittlere« Trapezoöder, zwi- 
schen s und der Fläche r < 
= 0111 des inversen Rhom- 
boöders : 

^i(OHI) 



Flächen aus der Zone 


Olli 
Ton 


« [oTi] 


g = 1100 


V4 = 85 • 86 . 1 . 1 


V3 = 28 . 24 . 1 .1 


t;2— 47 . 18 . 1 • 1 


V( := 12 • 18 • 1 • 1 


V = 7811 


X = 5611 


y =4511 


u = 8411 


$ = 1211 


(Ti = 5 • 1 1 -6.6 


<r2 = 4955 


<r3 = 5. 12.7. 7 


L =1322 


T = 1438 


Ti «1544 


T2 = 1655 


T3 = 1766 


T4=1877 


T5=1 . 10 .9.9 


T«=1 .12. 11 .11 


^7 = 1 . 15. 


14. 14 



r =0111 



Rechte inverse Trapezoöder : 

Qriih — k'h'k'h) 
»Obere« Trapezoöder, zwi- 
schen r und der Fläche { f 
= T122 der linken trigonalen 
Pyramide : 

Linke directe Trapezoöder: 

Qia{h — k'h'k'h) 
»Obere« Trapezoöder, zwi- 
schen I und der Fläche p 
SS Ton des directen Rhom- 
boöders : 

?rf(0111) 



dio 


= ?. 


18 


•14 


14 


(h 


= 1 . 


9- 


10 


-10 


ß 


= f . 


7- 


. 9. 


9 


di 


= 3. 


7 « 


. 40< 


10 


n 


= 1283 







I =T122 



r 

d3 
H 



?138 
8144 

TT. 8 .17.17 



*) Vgl. E. Weiss. Ueber die Icrystallographische Entwicklung des Quarzsystems. 
AbhandL Naturf. Ges. zu Halle. Bd. 6. 1860. Sep.-Abdr. S. 25—27. 

1< i e b i 10 k , Oeonetr. Krystallogr. 2 1 
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Rechte directe Trapezo^der: 

Qrd {^ — k ' h ' k * k) 
»Mittlere« Trapezoöder, zwi- 
schen p und *' = JTH . 



P 
k 
h 
U 
h 

t 



TOH 

Tu -T 

4T33 

3T22 



M 

M 

9 



47 

H 
9 



Ui = TT . : 

*'=2T44 



6 • 6 



Linke directe Trapezoöder: 
qid[^ — k'h'k'h — k) 

»Untere« Trapczoöder, zwi- 
schen *' und g* = TTOO. 



iV =23 TI- 11 
A\ = Tg • § . 7 . 
^ =s Tä . 7 • 5 . 
n =8^33 
e =3j!1 
tu = TÜ • 7 • 3 • 3 
q = TT . 8 . 3 • 3 
fjt =4311 
fxx = 5724 
^2 = ^ • 21 • 5 • 5 
^ ==§511 
Ä, = 3T . i9 
A =Jt?.M 
fi =T5.T2 
nx = 2J . 2T 
n-i = 58 . 57 



11 
7 



5 



5 
1 
1 
1 



5 
5 

1 
1 
1 



g' = 1100 

Von den in der Natur vorkommenden kryst^nllisirten Substanzen gehört 
noch der Zinnober hierher. Gewöhnlich treten an den Krystallen desselben 
nur Rhomboöder, die Basis und das erste sechsseitige Prisma auf (Fig. 350] . 
Trigonale Trapezoöder und Prismen sind nur sehr selten und untergeordnet 
vorhanden*) . 

F. Rhomboödrische Tetartoödrie. 

§16. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen eine einseitige 3-zllhligo Hauptaxe 
und ein Centrum der Symmetrie. Zu einem Flächenpol khcrl gehören 
5 gleichwerthige Pole : 

oben: khxlj hxkl, xkhl 

unten: khxl, hxkl, xkhl 
von denen die unteren den oberen diametral gegenüberliegen. Die ent- 



*) J. Seh ab US, Ueber die Krystallformen des Zinnobers. Sitznngsber. Wien. 
Akad. Math, naturw. Classe. 1851, 6, 68 — 88. Vgl. auch D'Achiardi, Zeitschr. für 
Kryst. 1878, 2, 207. — Die Circalarpolarisation des Zinnobers wurde von Des Cloi- 
zeaux entdeckt : Note sur Texistence de la polarisation rotatoire dans le cinabre. Gompt. 
Rend. XLIV, 870. Ann. de chim. et de phys. 1857, [3], 51, 861. 
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sprechenden Flüchen umschliessen einRhomboSder, welches weder in 
die Reihe der direeten und inversen RhomboCder erster Art, die in der 
vorigen Gruppe auftraten, noch in die Reihe der sogleich zu erwähnenden 
Rhomboäder zweiter Art gehört, sondern eine Zwischenstellung einnimmt. 
Geht man von dem mit khxl in demselben Sextanten liegenden Flächenpol 

hkxl aus, so erhält man die gleichwerthigen Pole: 

oben: hkxlj kxhl, xhkl 

unten: hkxl, kxhlj xhkl 

welche ebenfalls ein Rhomboäder bilden. Aus dem Vergleich dieser Symbole 
mit den auf Seite 300 angeführten Symbolen 

(d) geht hervor, dass aus der Vereinigung .^^.^^ 

dieser Rhomboöder dritter Art das directe /V^^^'^'T'^^^^^S**' "7 V^A 
Skaleno^er ^j(xAÄr/) entsteht. Umgekehrt / | """""^^--^v^^^^^^v^ \ 
gehen jene Formen aus dem Skaleno^der \\moL 1 ^^^ \^\ 

hervor, indem die abwechselnden Flächen \ T -•■pl — \ \ 

desselben fortfallen oder allein übrig blei- 
ben, d. h. indem das Skaleno^er der pyra- 
midalen Hemi^drie (S. 296) unterworfen 
wird. Von den Flächen des Skaleno^ders, \ 

welche über den oberen direeten Sextan- *^' '®* 

ten der Nebenaxen a^ a^ a^ liegen, enthält 

das erste Rhombo^der die rechten, das zweite die linken Flächen. Demge- 
mäss bezeichnen wir diese correlaten Formen als : 

rechtes directes Rhomboöder n^^ [xhkl] 
linkes directes Rhomboeder ni^ (xhkl) 

Da die Hauptaxe einseitig ist, so hat diese Unterscheidung nur für eine 
bestimmte Stellung derselben Gültigkeit. In analoger Weise gehen aus 
dem inversen Skaleno^der q^ (xhkl) zwei correlate Rhombo^der dritter Art 
hervor, das: 



mit den Flächen : 



rechte inverse Rhombo^er 7t^^(xhk[) 
linke inverse Rhomboöder tt^,- (xhkl) 



und: 



oben : 


xkhl^ 


khxl, 


hxkl 


unten; 


xkhl, 


khxl, 


hxkl 


oben: 


xhkl, 


likxl. 


kxhl 


unten: 


xhkl, 


hkxl. 


kxhl 



Da diese Formen ein Centrum der Symmetrie besitzen, so sind, trotzdem 
keine Syrametrieebene vorhanden ist, correlate Formen nicht enantio- 
morph, sondern nur durch ihre Stellung von einander zu unterscheiden. 

Ertheilt man den Indices specielle Werthe, so erhält man für ä = fr 
Rhorabo^der erster Art: 

9d{0hhl), 9,(0hhl) 

«4* 
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für h = ik Rhomboeder zweiter Art, welche geometrisch durch An- 
wendung der pyramidalen Hemiedrie auf die hexagenalen Pyramiden zweiter 
Art entstehen : 

TT^ (ft . 2t • ft • /), 7ti[k 'ik . k ' l) 

iÜr/ = hexagonale Prismen dritter Art: 

7tr[xhkO)j 7ti{xhkO) 

ferner das hexagonale Prisma erster und das zweiter Art und endlich die 
Basis. 

Die für diese Gruppe charakteristischen Formen sind die Rhomboäder 
zweiter und diejenigen dritter Art. 

Der Di optas s J^Ctt^tO« (a : c = 4 : 0,584468) zeigt gewöhnlich die Combina- 
tion des sechsseitigen Prismas zweiter Art (4S4 0) und des inversen Rhombo^ders ^,(0224), 

dessen Endkanten von dem zur Grundform gewählten Spaltungs- 
rhombo^der gerade abgestumpft werden. Die rhomboädrisch- 
tetartoödrischo Natur dieses Minerals giebt sich durch das 
Auftreten von Rhomboödern dritter Art und die damit im Zu- 
sammenhang stehende Flächenstreifung zu erkennen. In der 
Endkantenzone des Rhombo^ders ^«(0S34) liegen das in Fig. 354 
dargestellte Rhombo^der : 

s =7r^(4.44.48.6) 

und die von M. W e b s k y *) beobachteten Rhombodder : 

z s= 7r^(4.8.7-8) 

Die Flächen des Rhomboöders ^^(0324) sind parallel den 
Endkanten desselben gestreift, aber jede Fläche nur nach einer 
Richtung, nämlich parallel zu den Combinationskanten mit jenen 
Rhomboödem dritter Art. Auch die Prismenflächen sind in 
diesen Richtungen und ausserdem auch noch vertical gestreift. 
Am Phenakit = i}e2 5iO* (a : c a. 4 : 0,6640] sind neben Rhomboi^ern dritter 




Fig. 854. 




i>J7 



Fig. 85«. 
Art auch solche zweiter Art beobachtet worden. Der in Fig. 852 und ,858 dar- 



*) Beitrag zur Charakteristik des Dioptas. Pogg. Ann. 4846, 69, 548, Tafel V. 



gesteUl« Krystall i 
Formen*]: 
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1 dum IlmDDgebirgfl ist eine ComblutioQ folgendtr einfBcbeD 




Rhomboeder erster Art 



Rhomboeder zweiter Art 



Rhomboeder dritter Art 



Sechsseitige PrismeD 



(fi = (.([11111 
Ir =ed(01H) 

\d ^QjiOUti 

Ip = >.,(iaii) 
p = «,[iiiB) 
= n^inasi 

Ix = 7.^(1 9SS) 
1 1 = TiiiiUM) 

ig =(0(10) 

U ={1110) 



Die in Bezug auf die Hauptnxe hemimorphen Krystalle des bexago- 
naien Systems gehören drei vorschiedeneo Gruppen an. 

(1) Eine polare 6-zähIige HaupUixe und sechs durch diese Axe ge- 
hende Symmetrieehenon besitzen die Krystalle des Schwefelcadmiums 
(Greenockitsj = CdS{a:c = \ : 0,8127). Fig. 354, Seite 3Sft, zeigt neben 
dem sechsseitigen Prisma p^(OllO) am oberen Pol c=(0001) klein, o' 
= (0<IS), o = [OI11], »"= (0231) und am unteren Pol c = (0001) gross, 
o' ^ (0<12]. Gleichen Symmetriecharakler besitzt Wurtzil ^ ZnS"*). 

*) von Kokscherow. Uel, zur Min. Russlands. Peterabnrg 18S(— 1SS7, 2, lOS. 
1SS8, 8. Sl. Tafel XLIIl, Kig. 38, 31 bo. 

■■) Vgl. U. Foerstner. Zeitsehr. für Kryst. 1S81,fi, Sfll. 
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(2) Die zweite Gruppe enthalt rhomboädrisch-hemiädrische Krystalle, 
welche eine polare S-zählige Hauptaxe und drei durch diese Axe gehende 
Symmelrieebenen besitzen. Hierhergehören: Turraalin = (j/^, Fe, H^, 
K^y Ara2)3 ^/4ö2 5e4O20 (a : c = 1 : 0,4474), Antimonsi Jberblende 
= ^/S62S«(a: c=1 : 0,7880) und A rsensilberblende =>l^Ms2 S« 
{a:c=i: 0,7851), Tolylphenylketon *) = C»*//t30(a: c=1: 1,2254). 

Von den geschlossenen rhombo^drischen For- 
men erscheint gewöhnlich nur die eine (obere 
oder untere) Hälfte der Flächen; sind beide 
Hälften gleichzeitig vorhanden, so ist die eine 
physikalisch verschieden von der anderen. Das 
sechsseitige Prisma erster Art zerfällt durch 
die Hemimorphie in zwei t r i go n a 1 e Prismen, 
welche unabhängig von einander sind. Hier- 
durch unterscheidet sich also das erste sechs- 
seitige Prisma der rhorabo^drischen Krystalle, 
welches eine Grenzform der Rhomboäder ist, 
von dem entsprechenden Prisma der voll- 
flachigen hexagonalen Kristalle, welches als 
Grenzform der hexagonalen Pyramiden erster Art durch Hemimorphie in 
Bezug auf die Hauptaxe nicht verändert werden kann. In analoger Weise 
zerfallen die zwölfseiligen Prismen, welche Grenzformen der Skalenoöder 
sind, im Falle der Hemimorphie in zwei ditrigonale Prismen. Das 
sechsseitige Prisma zweiter Art bleibt unverändert. 

Die Hemimorphie des Turma lins ist vorzüglich ausgebildet. An den beiden 
Enden erscheinen verschiedene Flächen oder gleiche Flächen mit abweichender 
Beschaflfenheil ; von den prismatischen Formen tritt zuweilen nur ein trigonales 
Prisma auf. Ist die Basis an beiden Enden vorhanden, so ist sie an dem einen Ende 
weniger entwiclceit, aber glänzender als an dem anderen. Die Rhomboederflächen 
des einen Endes sind weniger gestreift als die gleichen Flächen des anderen. Korn- 




Fig. 354. 




üFSi 




JL99 



Fig. 856. 



Fig. 857. 




men die beiden trigonalen Prismen zusammen vor, so sind die Flächen des einen 
grösser als die des anderen. Die nebenstehenden Figuren sind der ausgezeichneten 



"^J P. Groth, Physikal. Krystallogr. 1876, 425. 



§17. Heroimorphe Formen. 
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Abhandlung von G. Rose*) über den Zusammenhang zwischen der Form und der 
elektrischen Polarität des Turmalins entnommen. Die Krystalle von der Kenlie- 
Grube bei Arendal zeigen am antilogen Pole (Fig. 856) die Flächen des Grundrhom- 
boöders, dessen Flächenwinkel an den Endkanten 460 40' beträgt, über den Kanten 
eines trigonalen Prismas und daneben untergeordnet das erste spitzere Rhomboöder 
^^(0S34); dagegen am analogen Pole (Fig. 86S) die Flächen des Grundrhomboäders 
auf den Flächen des trigonalen Prismas und daneben untergeordnet das erste 
stumpfere Rhomboöder Qa{OU%), An den Krystallen von Chursdorf in Sachsen treten 
an dem antilogen Pole (Fig. 858) häufig die Skalenoöder ^{(1824) und Qd{^9%%) auf, 
während sie an dem analogen Pole (Fig. 857) fehlen. 

(3) Sind trapezoödrisch-tetarto^driscbe Krystalle hemimorph nach 
der Hauptaxe, so besitzen sie ausser einer polaren 3-zähligen SymmeCrie- 
axe keine weiteren Symmetrieeleroente. 

Hierher gehört das über jodsaure Na- 
trium =» NaJO* H- 3H^0 {a:c== i: 4,094), 
dessen Krystalle an dem einen Ende nur die Basis, 
an dem anderen Ende neben dem vorherrschen- 
schen Grundrhomboäder r untergeordnet das 

erste spitzere Rhombo^er Sr, das erste stumpfere 

r 
Rhomboäder --- und ein inverses Trapezoäder z 

wahrnehmen lassen (Fig. 859). Je nachdem z ein 
rechtes oder ein linkes inverses Trapezoi^der ist, 
sind die Krystalle optisch links- oder rechts- 
drehend. Die nebenstehende Figur stellt einen 
linksdrehenden Krystall dar*^). 




Fig. 859. 



Zur Berechnung der Äxeneinheit c ist die Renntniss eines 
Winkels zwischen zwei Flächen, deren Indices gegeben sind, erforderlich. 
Dabei ist die Wahl der Flächen zunächst der Beschränkung unterworfen; 
dass nicht beide Flächen in die Zone der Hauptaxe ^ = [001] fallen dürfen, 
da alle Winkel zwischen Flächen aus dieser Zone von der Äxeneinheit c 
unabhängig sind. Eine weitere Beschränkung ergiebt sich im Verlauf der 
folgenden Betrachtung. 

Aus der Relation zwischen einer trigonometrischen Function eines 
Flächenwinkels, den Indices der Flächen und der Äxeneinheit c (s. S. 283] 
erhalten wir im Allgemeinen eine Gleichung des zweiten Grades zur Be- 
stimmung von c. Nur in dem besonderen Falle, wo eine der beiden 
Flächen, welche den Winkel einschliessen, die Basis p^ = (0001} ist, er- 
halten wir sofort : 



*) Pogg. Ann. 4 836, 89, 285. Vgl. über die physikalischen Eigenschaften des Tur- 
malins die wichtige Abhandlung von Thompson und Lodge, Phil. Mag. London (5) 
8, July 1879. Zeitschr. für Kryst. 4, 538. 

«*) P. Groth, Monatsber. Berlin. Akad. 4869, 14S. Pogg. Ann. 1869, 187, 436. 
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2 r ÄjAi -f- A2A2 — ^1^2 
worin die Quadratwurzeln mit positiven Vorzeichen zu nehmen sind. Dcm- 
gemäss müssen wir bei der Berechnung der Axeneinheit c zunächst darauf 
ausgehen, aus dem gegebenen Flächenwinkel einen Winkel zwischen der 
Basis und einer Fläche mit bekannten Indices, welche nur nicht in der 
Zone der Hauptaxe liegen darf, abzuleiten. Nun haben wir in § 1, S. 284, 
gesehen, dass zwischen dem Winkel : 

(OOOl^irAiÄiAs) 
und dem Winkel, den die Fläche h = {xhih^h^} mit irgend einer Fläche 
h' = {x'h\ h^h'^i aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, die Beziehung : 

(2) rr-(r^) ih,h\+ih,h',-h,h',-hjh\ ^ ..^^...,^.j 

2 V (hl Aj + A2 A2 — Ai A2) (h\ h\ -f- A'2 A'2 — A'i Ä'2) 

stattfindet, worin die Axeneinheit c nicht auftritt. Da nun aus dem 
Winkel, den die Fläche A mit irgend einer, nicht in der Zone der Haupt- 
axe gelegenen Fläche einschliesst, ein Winkel (A'^A) auf Grund der im Fol- 
genden zu beweisenden Eigenschaft der hexagonalen Krystalle immer ab- 
geleitet werden kann, so ist aus (2) auch der Winkel (0001 ^A) stets zu 
berechnen. 

Die hierbei in Betracht kommende Eigenschaft der hexagonalen Kry- 
stalle ergiebt sich aus folgender Erwägung. Es seien : 

9 = {y9i 92 9zh 9' = {y' 9\ 9\ 9\) 
worin : 

y = 9\— 9i, y = 9'\ — 9\ 

zu setzen ist, zwei Flächen eines hexagonalen Krystalles und m diejenige 
Fläche aus ihrer Zone, welche gleichzeitig der Zone der Hauptaxe y =■ [0001] 
angehört, so dass : 

worin : 

X = iggli + [99'h 

Dann ist nach § 1, S. 283, in der Zone der Hauptaxe eine zu m senk- 
recht stehende Fläche q mit dem Symbol : 

g = (3 . 2 [gg'], + [gg')^ '(ggh+^ Mt • 0} 
worin : 

^ = {99')i — ^9')i 
ist, vorhanden (s. Fig. 360). Daraus folgt, dass die den Zonen : 

\f'q\, [99'] 

gemeinsame Flache s mit dem Symbol : 

* = {« • \99')z [^{39')i + {99')2] ' (?7)s [Mi + «(?»')«]• 2[(j?</')i (</</')■ 

+ {99'h i99'h + Wh Wh]} 
worin : 

»='iS9'h[Wh — i99'h] 



§ 48 — S4 . Berechnung der Axeneinheit c. 
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welche ebenfalls senkrecht zur Fläche m steht, krystallographisch möglich 
ist. Wir können also den Satz aussprechen : 

In jeder Zone eines hexagoncUen Krystalles sind %wei zu eincmder senk- 
rechte Flächen vorhanden, von 
denen die eine gleichzeitig der 
Zone der Hauptaxe angehört. 

Hierin ist offenbar eine 
weitere Beschränkung fär die 
Wahl der beiden Flächen, 
aus deren Winkel die Axen- 
einheit c berechnet werden 
kann, begründet. 

Sind nun die Indices 
der Flächen y, g' und der von 
ihnen eingeschlossene Winkel 
{g^g') gegeben, so sind uns 
in der Zone [gg'] die Indices 
von vier Flächen : 



m, 



9i 9 




lOJO 



«BT« 



und zwei Winkel : 

bekannt. Folglich können wir nach dem auf Seite 40 beschriebenen Ver- 
fahren den zur Berechnung der Axeneinheit c erforderlichen Winkel {m^g), 
' resp. (^V)i ermitteln. Bezeichnet man zu diesem Zwecke das durch die 
Indices von g und g' auszudrückende Doppel verhältniss : 

[mgg's) — A 
so ist : 

(1 — A) cot [mg] + A cot [mg') = cot (m«) = 

oder, wenn wir für: 

[mg') = [mg) + [gg') 
einführen : 

tan [[mg) +X99)] = j^r^ tan [mg)' 

Wenn man zu dieser Gleichung : 

tan [mg) = lan [mg) 

addirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entstehenden Aus- 
drücke bildet : 



(r) 



isn[[m g) + {gg')] + lan [mg) ^ s\n[^ [mg) + [gg')] ^ g^ _ ^ 
ian[[mg) + (gg')]— tan [mg) 8in(^</') 



80 hat man damit die Relation gewonnen, aus der [m^'g) berechnet werden 
kann. Es ergiebt sich dann der Winkel zwischen der Basis p^ und der 
Fläche g aus der oben angeführten Formel (2) : 
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(l*j sin{p^g)= q^x , . ,v ,^^ — ; : coSvmflf) 

{90 )i m — ^92) H- ^99 h {^9i — 9%) 

und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der oben angeführten 
Formel (4): 



(3*) 



2V</iSi + 9292 — 9i92 



Wir wollen noch den Werth des in der Formel (1*) auftretenden Dop- 
pelverhältnisses A ausrechnen. Bezeichnen wir die drei letzten Indices der 
Flächen m und s für den Augenblick mit : 



so ist: 



mim2fn-^y «1^2 «3 



A-[m99s]- ^^^^^^ (ms)^ 
und für e = Ä = 1 erhält man : 

^ ^ ^2 ff '3 — ^3 9^2 , g2 ^3 g3 ^2 

<72 <7'3 — S3 <7'2 ^2 ^3 ^3 ^2 

oder, wenn man die Werthe für m2m2 ^2^3 einträgt und berücksichtigt, dass : 

9\ i99')i + 92 [99)2 + ff3 (ff ff')3 = ö 
ist: 

A^SI^ (ffg')t(^ff2 — ffi) + (ffg')2(ff2 — ggl) 

2 ' (ffff')l (ffff')i + (ff ff')l (ff ff')2 + (ffffl2 (ffff')2 

Folglich ist: 

f^**) ^A t^ 9'z9'z{9i9i—9i92 + 9292)—9z93(9'\9\—9\9'2 + 9 292 

^ ^ (99\ (ffff')l + (ffff')l (ffff')2 + (ffff')2 (ff ff')2 

Um ein bestimmtes Beispiel für die allgemeine Methode zur Berechnung der 
Axeneinheit c vor Augen zu haben, nehmen wir an, dass an einem Apaiitkrystall 
(s. Fig. 361): 

gemessen sei. Dann ist nach Formel (<**): 

2/1 — 4 = 2 

und nach Formel [\*): 

sin [2 {mg) + {gg')] = 2 sin (gg') 

worin m die Fläche TTOO bedeutet. Die Ausrechnung 
crgiebi, dass entweder: 

- 2(wflr)H-(flr^')=640 35'49" 

oder : 

3 (Wfl') 4- [gg') = 4800 — 640 85' 49" 

Demnach erhallen wir für (^g) zwei Werthe: 

480 52' 24 i" 
6 851 

Aus einer, wenn auch nur angenäherten Messung des Winkels (mg) ersehen 
wir , dass nur der zweite Werth in Betracht kommt. Darauf ergiebt sich aus For- 
mel («♦): 




Fig. 864. 



^*'*^'=.{ 44 4 
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sin ifßg) =s —cos {mg) 

(örp3)= 550 45' 53" 
und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der Formel (3*): 

ton(p3flr) 
"" 2 

log tan 550 45' 58" = 0,167 1720 
log 2 = 0,301 0300 



logc = 0,866 1420 — 1 
c = 0,734754 

Es sei gestattet, noch ein zweites Beispiel anzuführen. Nach N. von Kok- 
scharow*) bilden am Phenakit (s. Fig. 352 auf Seite 824) die Flttchen: 

O = 2423 = g 

p = 1218 = g' 
den Winkel: 

{gg']=^ 170 86' 80" 

Es soll hieraus die Axeneinheit c berechnet werden. Man findet für die Fltfche 

m das Symbol : 

a = TiTo a= m 
und aus {1**j den Werth: 

2.1 — 1= 3 

Demnach ist nach (1*): 

sin[2(mflr)+(^^';.]= 8 sin 170 36' 30" 

und daraus folgt, dass entweder : 

« (Wflf) -f [gg'} = 65« 9' 66,22" 
oder: 

2 (W^) -f igg') = 1800 — 650 9' 56,22" 
d. h. entweder : 

{mg]= 470 38' 26,22" 
oder: 

img)^ 48 36 46,89 

ist. Die beiden Werthc von [mg) Hegen also einander bedeutend näher als in dem 
vorigen Beispiel. Die Messung des in Rede stehenden Winkels ergiebl, da98 der 
zweite Werth in Betracht kommt. Darauf findet man au8 (2*): 

sin(p3flf) = — cos(m</) 
(p3^)= 410 23' 13,11" 
und aus (3*;: 

c = I lan(p3flfj 

c == 0,660911 

§19. 

Fällt die Fläche 5 mit der Basis p^ zusammen, so vereinfachen sich die 
Formeln des vorigen Paragraphen, namentlich in den beiden Fällen, wo 
ausserdem : 

9\ = »2» g'i = y'i 

resp. : 

ffi = 2^2, fj\ = 2j'2 

*) Materialien zur Mineralogie Russlands. Petersburg 1854—1857. t, 380. 
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ist, d. h. wo der zur Berechnung der Axeneinheit c gegebene Winkel von 
correspondirenden Flächen zweier hexagonalen Pyramiden erster Art, resp. 
zweiter Art gebildet wird. Im ersteren Falle ist : 

{99')i = — {99l2 
m = 0440 

sin [2 [mg] + {3g']] = f ;> + f f) sin iag') 
ip'9) 4- {9m) = 900 



im letzteren Falle : 



c = ^ I tan (P^9) 

^i99'h=-{99'h 
m = 4310 



siu[i{m9) + i39')] = f;>'^f;> sin lag') 

929 z — 9z9 2 

(P'S) + {9^) = 900 
c = ^ f tan (p^g) 

92 

§20. 

Den Ergebnissen des § 48 entnehmen wir jetzt die Relationen, welche 
zur Berechnung der Axeneinheit c aus Flächenwinkeln ein- 
facher Formen dienen. Der in Formel (4) des § 48: 

_ yg aan]0004jcÄ*7) 

auftretende Winkel zwischen der Basis p5 = 0004 und der Fläche xhkl 
ist gleich dem halben inneren Winkel der Flächen : 

xhkl und xhkl 

an einer Kante C der dihexagonalen Pyramide (xhkl) (s. Fig. 277, 

in 

Seite 268), oder gleich dem Compleraentwinkel von ^: 

Tu 

(0004*irAÄZ)=900— ^^ 
SO dass: 

(1) c = 



2 yhh + kk — hk 



Beispiel. Betrtf gt der Flächen winke! (0 der hexagonalen Pyramide dritter 
Art 7r(U8l) des Apatits 8^0 \r kk", so ist: 
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Vi 

Jj/Tä 
es 0,784604 

Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (tj) der dihexagoDalen 
Pyramide (xhkFj berechnet werden, so ist: 

g=[xhkl}, g' = {khxl} 
und demnach : 

m = {4 OTO} 

zu setzen. Man erhält in diesem Falle aus der Formel (4"^] des § 48 : 

8i4 — 4=0 
also I 

sm[2 {mg) + (gg')]=0 
folglich entweder: 

^[ni9) + {99')=0 
oder: 

2M + (?»')= ^800 

Von diesen beiden Werthen kommt, wie aus dem Anblick der Zone 
[g, m, 9'] erhellt, nur der zweite in Betracht. Also ist: 

(m(y)=90o_i2) 
und demgemäss nach Formel [%*) in § 48: 



(11) sm {p^g) = h — ik ^*^ 2 

Darauf findet man die Axeneinheit c aus der Formel (3*] in § 48 : 

Vd . /tan(p3j) 



(11») c = 



2 Vhh+kk — hk 



Beispiel. Am Apatit misst der Winkel (17) an der dihexagonalen Pyramide 

(U84): 

(,7)= 800 34' 40" 
Folglich ist : _ 

sin (p8flr) = ]/43 sin 4 50 47' 5" 

(|>3flr)= 740 58' 88,74" 
und demnach : 

Vi 
c = -^ tan (p3flf) 

C » 0,7845885 

Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (§) der dihexagonalen 
Pyramide (xhkl) berechnet werden, so ist: 

g = {xhkl)j g' = {xhkl} 
und demnach : 

in = {24TO} 

zu setzen. Man erhält auch in diesem Falle aus der Formel (4**) des § 48: 
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Slyl — 4 =0 
und: 

(mg) = 90" - 1' 
Denigemäss ist nach Formel (2*) : 



. . , . 2 Yhh + kk — hk . (^ 
(III) s«« (P*») = ^ Ä^n ^"^ 2 

und nach (3"^] : 

(III.) c = l| ->"^P^g) 

Beispiel. Ist an der dihexagonalen Pyramide (1434) des Apatits: 

(I) = 260 23' 87" 
SO erhült man : 

sin(p3^)= y^ sin 130 H' 48,5" 

(p3^) = 740 5*3' 32,65" 
und daraus: 

c = -^—= tan(p3flf) 
2}/l3 

c = 0,734589 

Aus den Formeln (Ij — (III) erhält man als specielle Fülle die zur Be- 
rechnung der Axeneinheit c aus den Flächenwinkeln hexagonaler 
Pyramiden dienenden Relationen. Zunächst ergiebt sich fUr die hexa- 
gonale Pyramide (OÄA/) (s. Fig. 278, S. 287), aus (I) : 



und aus (II): 



V3 l , %] 
^=Tä^^'2 



cos $ = 2 sin -^-^ *) 
2 2 



Andererseits findet man fUr die Pyramide (A • 2A • A • /) (s. Fig. 279, 
S. 887] , aus (I) : 

'-th'^'H 

*) Diese Relation zwischen den Flächenwinkeln (0 und [ri) einer hexa'gonalen Pyra- 
mide erster Stellung wird auf die früher (S. 287) angegebene Gestalt durch folgende Um- 
formung zurückgeführt: 

cos2 ^ - 4 sin2 f| 
2 2 

\ -I- cos (0 = K\\ — cos (i/)] 

8 « 4 cos (17) +008 (Cj. 
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und aus (III) : 

cos 5 = 2sin ^4 

Beispiele. An der hexagonalen Pyramide (083 1 ] des Apatits ist : 

folglich : 

cos Y = t sin 270 44', ^'= «4« 27' 4 J,98" 

c = ^ cot — , c = 0,7345888 
6 2 

An der hexagonalen Pyramide (2423) des Phenakits ist: 

(fl s 880 86' 48" 
folglich: 

cos ^ «= 2 sin 4»0 48' 24,5", !£i = 48« 36' 23,74 

C»)cot^, CS 0,6610605 

s 

Zur Berechnung der Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (C) einer 

hexagonalen Pyramide dritter Art 7t[xhkl) (s. Fig. 302, S. 897) 
dient die Formel (I) auf S. 332. Soll dagegen c aus dem Flächenwinkel (a) 
berechnet werden, so müssen wir auf die allgemeinen Formeln des § 4 8 
zurückgreifen. Aus [h**) ergiebt sich für: 

g = {xkhl], g' =[khxl) 

m = [h'h — k'k'0} 
dass: 

also entweder : 

oder: 



2yl — 4 =0 



2 (^9) +(?»')=< 800 

ist. Der Anblick der Zone [j, m, j'] lehrt, dass nur der zweite Werth in 
Betracht kommt. Demnach ist : 

[mg] = 900 - i|) 

und folglich nach Formel (2*) in § 48: 

sin {gp^) = 2 sin ^ 

oder : 

(IV) cos i|' = 2sin i|-' 

und nach Formel (3*j desselben Paragraphen : 
(IV») c = ^^ * 



« yAA + *Ä — AA- 



Vienehnten Kapllol. 



§sn. 

Wir weDden jetzt die allgeroeiaen Formeln zur Berechnung der Axen- 
einbeit c auf die rboinboedrischen Formen an. Soll c aus dem 
Flachenwinkei (1) des Skalenoüders ß (a;Afti) (s. Fig. 362) berechnet 
werden, so hat man die Formeln (III] auf S. 334 zu benutzen. 

Beispiel. Andern in Fig. S6t dargeatellten Skaleiioi'dor ^(1311) des Kilk- 

(f) = »i0 3S'(*" 
Selzl man in der Formel (III); 

h = 3, k — i. 1 = 4 







Bin {P»ff) 



-iVl 



{f»g)= 890 i' 8" 
Ferner ist nach Formel (lila): 

C = J_^ tan 690 r g» 

logc= 0,9116101 — 1 
c = 0,eBt399fl 
Um die Axeneinheit c ans dem Plächenwinkel {ö) 
lu berechnen, setzen wir in den allgemeinen For- 
meln des § 48 : 

g = {khxt}, g' = [kxhl} 
und demnach : 

»I = {5T10} 
Dann ist nach (1"*]: 



also nach (1*] auch : 

sin[2(m5)-|-(sff')l=0 

and, wie der Anblick der Zone [</, m, g'] ergiebt 

Folglich ist nach (2*j : 

(V) 

und nach (3' 

(V) . V3 luDifai 



. , , , i Yhh + kk — hk . (J| 



* Vhh + kk — hk 
Beispiel, ist am Skalenoüder ^(ItSI) des Kaikspaths : 
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so erhttlt man : 

sin ip^g) = } fsin 870 44' 5" 

(p8^j= 690«' 6,79" 
c = ,_ lan (p3(gf) 

a>/7 

c = 0,854285 

Zur Berechnung' von c aus dem Flächenwinkel [e) setzen wir : 

g = [khxl), g' ={xhkT} 
und demnach : 

m = {4240} 

Dann ergiebt sich aus (4 **) : 

2A — \=0 
folglich ist entweder : 

oder : 

Der Anblick der Zone [g, m, g'] lehrt, dass nur der erste Werth in 
Betracht kommt : 

img) = <-^ 

Für diesen Fall erhalten wir aus (2*) : 

,vn ' ( ^ ^ 2 Vhh + kk — hk (e) 
(VI) sm (p^g) = -= j^ cos ^ 

und aus (3*) : 
, c = ^ / tan (p3g) ^ 

2 yhh + kk — hk 

Beispiel. Legt man für [e) am Skalenoä- 
der ^(1821) des Kai kspaths den Werth : 

(e) = 470 r 28" 
zu Grunde, so ergiebt sich : 

sin (p8flr) = ^J-1: cos 280 80' 44" 
d>/8 

(pS^r)« 690 2' 7,4" 
c = -'--= tan {jfig) 

%yT 

c = 0,854292 ^^^' •^•• 

Aus den Formeln (Y] und (VI) erhält man filrh = k die zur Berechnung 
der Axeneinheit aus den Flächenwinkeln (d) oder [e) eines Rh ombo^ders 
(s. Fig. 363) dienenden Formeln. Aus (V) ergiebt sich: 

L i 6 b i ■ e h , Oeometr. Krjrstallogr. 22 
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sin ip^ü) = — : sin — 
c = -^ ^ lan (/;3j^) 



und aus (VI] folgt : 



sin (p^o) = -= cos ~ 



c = — -^: tan {p^g) 

Beispiel. An dem Rhoniboc'der ()(0225) des Kalkspatiis ist 

((f) = 37« h' 6" 



demnach 



) 



sin (p3flr) = -^ sin 4 8« 3i' 3" 
V3 

(p3^)= 810 32' 0,51" 



5 1/3 

f = — t: 



Ian(p3i7] 



c = 0,8542612 



§22. 

Um das Axensystem aia2a2y eines hexagonalen Krystalles nach den 
Regeln des Kapitel 9 zu zeichnen, geht man zweckmässig von dem recht- 
winkligen Axensystem aus, welches von 
den Nebenaxen ß^ a^ und der Ilauptaxe / 
gebildet wird. Die Einheiten dieser 
Axen verhalten sich wie: 

a V^ : a : c 

worin a = \ gesetzt werden kann (siehe 
Seite 282). Es seien OA, OB, OC die 
Projectionen dreier auf einander senk- 
recht stehender Axen, deren wirkliche 
Längen = a sind (s. Fig. 364). Dann 
fallen die Projectionen von ß2 und y ihrer 
Fig. 864. Richtung nach mit OA und OC, die Pro- 

jection von a^ ihrer Richtung und Länge 
nach mit OB zusammen. Man bestimme zunächst die Endpunkte der posi- 
tiven und der negativen Einheit auf ß2 , deren Entfernungen von in 

Wirklichkeit = ± a V3 , in der Projection : 

= ±0A'V3 = ±0A'^ ,73206 

sind. Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den Endpunkten der 
positiven und der negativen Einheit von a^ bilden einen Rhombus, dessen 
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innere Winkel in Wirklichkeit 4 SlO^^und 60<> betragen. Daraufziehe man durch 
die Halbirungspunkte der Einheiten von ß^ Parallelen zu a^j welche auf den 
Seiten des Rhombus die Endpunkte der Einheiten a der Nebenaxen a^ und a^ 
bestimmen. Schliesslich sind noch die Endpunkte der Einheiten auf der 
Hauptaxe zu ermitteln (s. S. 4<5, § 6, 4)*). 



FunfSsehntes Kapitel. 

m. ^Das tetragonale System. 

§1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. §2—3. Holoedrische Formen. 
§ 4. Trapezoedrische Hemiedrie. § 5. Pyramidale Hemiedrie. § 6. Sphe- 
noidische Hemiedrie. § 7. Rhombotype Tetartoedrie. § 8. Sphenoidische 
Tetartoädrie. § 9. Hemimorphe Formen. § 10—13. Berechnung der 

Axeneinheit c. 



§<. 

Die Formen des tetragonalen Systems besitzen eine physikalische und 
geometrische Hauptaxe, welche entweder eine 4-zählige oder eine 2-zählige 
Symmctrieaxe ist. Sie zerfallen demnach ebenso wie die hexagonalen 
Formen in zwei, durch verschiedene Symmetrieeigenschaften charakterisirte 
Abtheilungen. Trotzdem gehören sie aus den, auf S. 280 bei der Betrach- 
tung der hexagonalen Formen geltend gemachten Gründen zu einem und 
demselben System. 

In der zur Hauptaxe y senkrecht stehenden Ebene sind zwei gleiche, 
auf einander senkrechte Kantenrichtungen vorhanden, die bei gewissen 
Krystallen des Systems 2-zählige Symmetrieaxen sind. Wir bezeichnen 
sie als primäre Nebenaxen a^ «2. Diese Axen bilden zusammen mit der 
Hauptaxe y das krystallographische Axensystem der in Rede stehenden 
Formen. Die Halbirungslinien der von den primären Nebenaxen einge- 
schlossenen Winkel, welche für gewisse tetragonale Krystalle ebenfalls 
S-zählige Symmetrieaxen sind, nennen wir secundäre Nebenaxen ß^ß^' 
Die Einheiten der gleichen primären Nebenaxen und der Hauptaxe be- 
zeichnen wir allgemein mit a und c. Ein tetragonaler Krystall besitzt eine 
geometrische Constante : das Yerhältniss der Axeneinheiten a : c. 

Die trigonometrischen Functionen der Flächen- und Kanten winkel, 



*) Ueber Naumann 's Construction dos hexagonalen Axensystems vgl. dessen 
Lehrb. der rein. u. angew. Kryst. 4830^ 2, 443. 
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ausgedrückt durch die geometrische Constante und die Indices, erhält man 
aus den allgemeinen Formeln, Seite 183 — 484, indem man setzt: 

Cii = C22 = C3:t = 4 , C23 = C31 = Ci3 = 

z/ji = z/22 = ^33 = ^ ) ^23 = ^31 = ^12 = 0, ^ = 4 

Dann ist: 

3 

Demnach : 

cos (A A') = ^ ^ '*^ ^'* "^ ^^ ^'^' "^ ^^ ^'^ 



y{cc(AiAi + A2A2) + A3 A3} [cc [h\ h\ + Ä'j A'2) + A3' A'3} 
^^ ^ ^ ^ {cc(A,Ai+A2A2) + A3A3}{cc(A'iA\+A2'A'2) + A'3A'3} 



_ c V(AA-), (AA-)^ +(AA-)2(AA-)2 + cc(hh%(hh% 

Aus diesen Formeln ergiebt sich, dass die Tangenten der Flächenwinkel 
aus der Zone der Hauptaxe rationale Zahlen, die Sinus und Cosinus dieser 
Winkel Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen sind. Denn es ist: 

(2) sin(AiA2 0*A\A'2 0)= ^'^'^ ~ ^^'' 



y(hih,+h^h^)(h\h\+h\h\) 
cos(AiA2 0XA'2 0)== hh\+h^h\ 



y[Kh + h^fu,] [h\h\ + K^,h\) 

Zu jeder Flüche aus der Zone det* Hauptaxe ist in dieser Zone eine senk- 
rechte Fläche krystallographisch möglich ; denn es ist : 

tan (Ai Aj O^A'i A'j 0) = tan 90» = c» 



lan [n^ /12 ^ *"' 
wenn : 



h\ = A2, A 2 = — hl 

ist. — Für den Winkel, den eine Fläche mit der Basis einschliesst, er- 
hält man: 

cos(004*A| A2A3) = 



Vcc(AiAi +A2A2J + A3Ä3 

(3) sin (004*A, A2A.O = c ]/ ,, ^^ 1 1\^] u . 

^ ^ ^ * ^^ ^ cc(hihi -fAiAjl + AaAa 



tun (004 A1A2A3) = ' ' — ^-^ 

A3 
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Da hierin die Quadratwurzeln stets mit positiven Vorzeichen zu nehmen 
sind, so ergiebt sich aus der letzten Formel ein einwerthiger Aus- 
druck für die Axeneinheit c durch die Indices einer Fläche h und die 
Tangente des Winkels zwischen dieser Fläche und der Basis : 

... A3 tan [00 i^h^h^h^) 

^~ VÄiA~'+Ä2Ä2 

Zwischen den Winkeln, welche eine Fläche h einerseits mit der Basis, 
andererseits mit einer Fläche h' aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, 
besteht eine Beziehung, die man mit Yortheil zur Berechnung der Axen- 
einheit c verwenden kann (vgl. den folgenden §40). Es ist : 

(5) cos {h\ h\ O'h, A, A3) = o[thh\+}Hh\) 

V{h\h\ + Ä'jA'i) {cc(A, Ai + A,A2) + A3A3} 

= ^i^^ +^^2 ^^2 g.^ (00 rA, A2A3) 

K (Aj Aj + A2 A2) (A'i A'i + h\h'^ 



Erste Abtheilang. 

Die hierher gehörigen Krystallformcn sind durch das Vorhandensein 
einer 4-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. 

A. Holoedrische Formen. 

§2- 
Die vollflächigen Formen des tetragonalen Systems besitzen ein Centrum 
der Symmetrie und 5 Symmetrieaxen : ausser der 4-zähligen Hauptaxe y 
noch 2-1-2 2-zählige Nebenaxen a^ a^ und ßx ß^i welche auf y senkrecht 
stehen und die Winkel : 

(«, «2) = [ßi ft) = 900, («^ ^^) = . . . = 450 

cinschliessen. Demnach sind die auf diesen 5 Axen senkrecht stehenden 
Ebenen Symmetrieebenen. — Die 5 Axen bilden 46 Winkelräume, in 
denen : 

(aß) = 450, cos [aß) = sin [aß) = Vf, [ßy) = (y a) = 90« 
ist, so dass : 



4 


V{o 


Vi 


4 





4 



sin^ {aßy)= y^ 4 =i 

4 

Zu einem Flächenpol hkl, A^A*, gehören 45 gleichwerthige Pole (vgl. 
die stereographische Projection auf die Ebene der Nebenaxen Fig. 365, 
S. 349) . Die allgemeinste Form wird also von 4 6 Flächen begrenzt. Sie wird 
ditetragonale Pyramide genannt und führt das Symbol [hkl). Sie 
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besitzt ii Kanten (s. Fig. 366), voa denen 8 in der horizontalen Haupt- 
symmelrieeliene {aß}, 8 in den priniüren Symmelrieebenen {ya] und 8 in 
den sccundaren Symmetrieebonen [yß] liegen. Wir bezeichnen diese 
Kanten beziehungsweise mit ^, ^, >/. Sie stossen in 40 Ecken zusammen: 



K 


A 


lär 




/« 


\ 


/ 


Ul\ 


l* 


/ 


\ 


Ai j 


K 


Ol 


ilu 


y- 




Kig. 3GS. 



Fig. 366. 



in 2wei 4 + i-kanligen an den Enden der Hauplaxe, vier S -)- 2-kantigea 
an den primären und vier 2 4- 2-kanligen an den secundüren Nebenaxen. 
Die 16 begrenzenden Polygone sind ungletcllseitige Dreiseite. Aus (1), 
Seite 340, ergiebt sich : 

icchk + U 






ce[hh — kk]+ü 

JV 
cc{hh + kk) — n 



worin : 
feinür 



ti==ci![hh + kk] + n 



1 VÄT 



Aus den Formeln auf Seile 210 ergiebt sich folgende Relation zwischen 
den Flachenwinkoln") : 



*) Tb. L. Zeitscbr. für Krysl. 1SS0, i, ITI. 



,11.' 
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,3) ( =Ssi»» !|! + SsiD> f +sm» I +S ViA^. 

Fttr k^k erbült man eine letragonale Pyramide erster Ordnung (AA/), 
für A ^ eine telragonale Pyramide zweiler Ordnung (A /) , für / ^ 
ditetragonale Prismen [hkO], das telragonale Prisma erster Ordnung (tlO) 
und das zweiler Ordnung (100), Für A = A ^ resultirt die Basis (001). 

Telragonale Pyramide 
erster Ordnung [hhl] — 
wird von 8 gleichscheoktigeu 
Dreiseiten umschlossen [Fig. 367), 
deren Ebenen den primSren 
Nebenaxen parallel laufen. Von 
den 19 Kanten liegen 8 gleiche 
Endkanlen in den primüren 
Symmetrieebenen und t gleiche 
Mittelkanten in der Haupl^ym- 
metriecbeno. 



cos [§) = 



II 



icchh + ll 




,y. icchh- 



folglich : 



t = 






.i„.Sl 



Ist A S /, so ist die letragonale Pyramide (AA l) stumpfer, resp. spitier 
ulsdie Grundform (111). 

Telragonale Pyramide zweiler, Ordnung [hdl] — wird 
ebenfalls von 8 gleichschenkligeu Dreiseiten umschlossen (Fig. 368}, deren 
Ebenen den secundsren Nebenaxen parallel laufen. Die Endkanten liegen 
in den secundärea Symmelrieehenen. 



cos ("?) = - 



// 



\&\. hSl, so ist die Pyramide (AO/) stumpfer, resp. spiUer als die 
primäre telragonale Pyramide zweiter Ordnung (lOlj. 
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Ditetragonales Prisma [hkO), *>*, — wird von 8, derHaupt- 

axe parallelen Flächen gebildet (Fig. 369), deren Winkel unabhängig von 

dem Werthe von c sind : 

,^ hh — kk 

ihk 

"'' ('?) == hh + Tk 

(D ,H- (,) = 900 
Aus Formel (3), Seite 343, ergiebt sich : 

1 = 2 sin« $ + 2 sin« ^^- +21/2 sin § sin -'|1 

z z z z 

cos|_sin|=y2sini5l 
2 2 2 

cosM_8i„li)=v/2sin| 

Z Z Z 

Tetragonales Prisma erster Ordnung (110) — wird von 
vier, der Hauptaxe und je einer secundären Nebenaxe ß parallelen Flächen 
gebildet (Fig. 370). 



^Ä^ 



h - 



I 

I 
i 

V I 



I 



.; 



m^° 



!..--l-i---l- 



Fig. 369. 
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Fig. 870. 



Fig. 371. 



Tetragonales Prisma zwei ter Ordnung (100) — besieht aus 
den vier , der Hauptaxe und den primären Nebenaxcn a parallelen Flächen 
(Fig. 371). 

§3. 

Die Basis (004) erscheint in Combination mit den übrigen einfachen 
Formen durch ein Quadrat oder ein Achtseit begrenzt. Ein tetragonales 
Prisma stumpft die Mittelkanten einer tetragonalen Pyramide derselben Art, 
die Mittelecken einer tetragonalen Pyramide der anderen Art und ab- 
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wechselnde Mittelecket) einer ditetragonalen Pyramide gerade ab. Fig. 372 
(HO), (AAO Zirkon. Fig. 373 (400), (hhl) Zirkon. Fig. 37i {<00), {hkCj, 
{OOIj Apophyllil. 




Kig. S7*. 



Fig. 37S. 



v^t^yi 



Fig. 87*. 



Zwei telragonale Pyramiden derselben Ordnung bilden horizontale 
CombinatioDskanten ; Fig. 375 (Hl), [223] und [201), (3021 am molybdan- 
sauren Blei, Treten zwei tetragonale Pyramiden verschiedener Ordnung 
in Combination, so erscheinen die Flüchen der einen auf die Kanten der 
anderen gerade uufgesetit, Fig. 375 und 376. Zwei ditetragonale Pyrami- 
den haben dieselbe Basis, wenn ihre Symbole {hk[} und [hkl') sind, worin 




Fig. I7S. 



Fig. 177. 



r ein rationales Vielfaches von / ist. In Combination bilden sie horizontale 
Gombinattonskanten. Fig. 377 stellt die dem reguluren Ikositelrat!der(2H) 
ähnliche Combination des Leucits (111) (421) dar. 

Zu jeder totragonalen Py ramide gehören eine eingeschriebene und eine 
umgeschriebene Pyramide der anderen Ordnung. Man bezeichnet diese 
beiden letzteren Formen auch als die erste spitzere und die erste stumpfere 
Pyramide der orstcren Form : 

eingeschriebeo: umgeschrisben : 
{hkl} (2A.0./) {hOl) 

{hüt) (hhl) (h-h-il) 
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lo Fig. 375 ist (201) die der Pyramide {iU] eingeschriebene und (203} 
die der Pyramide (223) umgeschriebene Pyramide. 

Bei den holoMrischen Krystallen ist der Grad der Symmetrio in der 
Zone der HaupLaxe 4, in den Zonen der Nebenaxen 2. Es sind aber auch 
alle Zonen , deren Axen in einer der fünf Symmetrieebenen liegen , d. h. 
alle Kanlentonen der ditelragonalen und tciragonalen Pyramiden nach iwci 
auf einander senkrecht siehenden Ebenen symmetrisch. 

Derarliee Zonen sind z.B. an dem Zirkonkrystall (Fig. 378} enlwicketl, wie 
BUS der Linesrprojeclion (Flg. 379) hervorgehl. Es liegen auf der Schnltllinie von: 
die Zonenpunklc: 

010 [US], [107] 

HO [1H], [Hi], [IIT] 




B. Trapezoedrische Hemi tidrie. 

§4. 
Die Formen dieser Gruppe besitzen eine i-zählige Hauplaxe und vier 
2-zähIige Queraxen wie die holoedrischen Formen; sie unterscheiden sich 
von den letzteren durch das Fehlen des Cenlrums der Symmetrie und der 
Symmetrieebenen. Flächen, deren Polo in benachbarten Sectoren der Fig. 
380 liegen, sowie eine Fläche und ihre GegenflUcbe sind demnach unab- 
litingig von einander. Daraus folgt, dass die allgemeinste Form dieser 
Gruppe aus einer ditelragonulen Pyramide geometrisch dadurch abge- 
leitet werden kann , dass die abwechselnden Flächen der letzteren ver- 
schwinden und die übrig bleibenden sich ausdehnen. So entstehen 
aus der Pyramide Figur 382 die corrclatcn tetragonalen Trapc- 
Eoüder Fig. 381 und 383, welche enantiomorph sind, da sie weder ein 
Centrum noch eine Ebene der Symmetrie besitzen und da eines das 
Spiegelbild des anderen ist. Wir bezeichnen die beiden Formen durch die 



S 4. TrapeioMrische HemiSdrie. 

Symbole r^[ftft/) und Ti{kkl). Jetle derselben wird von 8 Flächen i 
schlössen und hat dreierlei Kanten : 8 gleicbo Endkanten i, und 4 ~ 
Seitenkanlen ^ und a, welche 
in 10 Ecken: zwei 4-kantigen 
Endecken und acht I + ' + '- 
kan Ligen Seitenecken tusam- 
menstossen. Die Hauptaxe ver- 
bindel die Endecken. DieQuer- 
nxen geben durch die Milien 
gegenüberliegender gleicher Sei- 
lenkanten. Die begrenzenden 
Polygone sind gleichschenklige 
Trapezoide. Aus (<), Seite 340, 
erhalt man : 



.ffl, 



cos (S) : 



_cc{ll^ — kk)—ll 




H=cclMi + tk]- 




geselzl isl. Daraus Tolgl : 



(?) _ccAA + ;/_ 
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DemDach findet die Relation statt : 



cos (er) 4" cos (X) = 2 cos 



(q) 



}/sin» (|1 



COS l 



Die übrigen einfachen Formen unterscheiden sich geometrisch nicht 
von den entsprechenden holoi^drischen Gestalten. 

Nach G. Bodewig treten kleine Flächen eines Trapezoöders am 
kohlensauren Guanidin (Cmm)'^mCO^ auf*). 



G. Pyramidale Hemiödrie. 

§5. 

Die pyramidal-hemiödrischen Formen besitzen ein Gentrum der Sym- 
metrie, eine einseitige 4-zählige Hauptaxe und eine zu dieser senkrecht 
stehende Symmetrieebene. Die in benachbarten Sectoren der Fig. 384 
liegenden Flächenpole sind unabhängig von einander ; aber zu jeder Fläche 
gehört eine Gegenfläche. Die allgemeinste Form ist also eine tetragonale 



M» 





Fig. 885. 

Pyramide, welche man geometrisch aus einer ditetragonalen Pyramide, 
(hkl), h'^k, dadurch ableiten kann, dass man die an abwechselnden 
Seitenkanten der letzteren gelegenen Flächenpaare vorschwinden und die 
übrig gebliebenen Flächen sich ausdehnen lässt. Der in der Symmetrie- 
ebene gelegene Querschnitt der neuen Pyramide ist ein Quadrat , welches 
zwischen den entsprechenden Quadraten der tetragonalen Pyramiden erster 
und zweiter Art liegt (Fig. 385] . Man nennt daher die neue Form eine 



*) Ueber die Krystallform und die Circularpolarisation des kohlensauren Guanidins. 
Pogg. Ann. 1875, Ergzbd. 7, 122. Vgl. H. Baum hau er. Die trapezo^drische Hemiö- 
drie des Strychninsulfates. Zeitscbr. für Krystallogr. 1881, 5, 577. 
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tetragonale Pyramide dritter Art oder der Z wisch enstellun g. 
Die beiden correlaten aus {hkl) hervorgehenden Formen bezeichnen wir mit: 

7C^(hkl), 7ti[hkl] 

eine Unterscheidung , die nur für eine bestimmte Stellung der Hauptaxe 
gültig ist. Jede derselben wird von 8 gleichschenkligen , aber krystallo- 
graphisch unsymmetrischen Dreiseiten umgrenzt. Für den Cosinus des an 
einer Endkante a gelegenen Flachenwinkels erhält man aus (1), Seile 340: 

^^^ — cc[hh + kk)+ll 
und nach (1), Seite 348 ist: 

,y,_ cc{hh + kk)—ll 

'^^^^^^-cc(hh + kk)-\-ll 
so dass : 

in 

cos (f ) + 2 cos (a) = 4 , cos (a) = sin^ ^-|^ 

Ist / = 0, so entstehen zwei correlate tetragonale Prismen drit- 
ter Art oder der Zwischenstellung: 

7t^(hkO), 7ti(hkO) 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe: 7t[hhJ)y 7r(Ä0/), 
TT (4 40), TT (400) und 7r(004) unterscheiden sich geometrisch nicht von den 
entsprechenden holoedrischen Formen. 

Beispiele. Am wolfram sa u re n K a 1 k (Scheelit) «= CaWO^, a:c 
SS 4 : 1,58597, tritt eine Reibe von Pyramiden dritter Art in den Endkantenzonen der 
Grundform n(\\\) auf. Da : 

ist, so erfüllen die Indices dieser Pyramiden die Bedingung : 

Nach M. Bauer^) fehlt 5«= 7r/(181) fast an keinem Scheelitkrystall. Dem- 
nttchst findet sich ziemlich hHufig h = 7(^(313) als schmale Abstumpfung der Kante 
[Hl, 401], (8. Fig. 386, S. 850). Es ist der Winkel : 

(43rH4) = 280 21' 
(H1^848) = 24 24 * 

(848''404) =» 45 87 

Dagegen sind selten : pBs7r(242), ts7r(444), Ä; = 7r(645) und iB>7r(l2*4*42J. 
Eine rweite Reihe von Pyramiden dritter Art tritt in der Zone : 



044 
484 



auf. Die Indices dieser Formen genügen also der Bedingung : 

2ik — Ä4-i= 
Hierher gehören: t b 7I{(442) und w s 7r{(543). Tetragonale Prismen dritter 



*) Kryst. Unters, des Scheelits. Württemb. naturw. Jahresh. 4874. 
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Art beobachtete Bauer am Scheelit von Schlaggcnwalde , darunter namentlich 
q B= 7rf(24 0}, bestimmt durch die Zonen: 

OH 



011 



= [211], 



= [«Ti] 



Nach J. D. Dana*) treten am molybdfin sauren Blei = P6^oO*, a : c 
== 1 : 1,574, die Prismen 7i(810), 7j(320), 7r(480), 7r(650) auf (s. Fig. 387). 






7J7 



Fig. 386. 



Fig. 387. 



Fig. 388. 



Am Erylhroglucin = C^W^O^, a . c= 1 0,3762, fand J. Schabus**), 
dass neben 7r(111), 7r(100} meist nur 7r/(311) auftritt. Kommen die corrclatcn Formen 
7r/(311) und 7r^(311) zusammen vor, so unterscheiden sie sich durch die Grosso 
ihrer Flächen (s. Fig. 888). 



Zweite Abtheilung. 

Für alle Formen dieser Abtheilung ist die Hauptaxo eine 2-7Jihlige 
Symmelrieaxe. 

D. Sphenoidische llemii^drie. 

§6. 

Die spenoidisch-hemiädrischen Formen besitzen eine 2-zählige Haupt- 
axc y und zwei gleiche, auf einander und zur Hauptaxe senkrecht stehende 
2-zUhlige Queraxen a^ a^' Durch die llauptaxe gehen zwei Symmelrieebe- 
nen, welche die Winkel zwischen denAxen «j a^ halbiren. DieseSyraraetrie- 
eigenschaften werden durch Fig. 389 veranschaulicht. Zu dem FlHchen- 
pol hkl^ h^ ky gehören 7 gleichwerthige Fliichenpole : 

oben: hkl, khl, hkl, khl 

unten: hkl, khl, hkl, kkl 

*) A System of mineralogy. 5. ed. New- York 1872, 607. 

**) Be.stimmung der Kr>'stallgestaUen in ehem. Laborat. erzeugter Producle. Wien. 
1855, 26. Taf. V, Fig. «1. 



{ 6. Spbenoidlsche Hemi#drie. 



351 



telragonales 



Die entsprechenden Flüchen umschliessen 
Dispbeooid. Die Flüchen: 

oben: hkl, khl, h/,l_, kkl_ 

nnten: hkl, kU, hkJ, kkl 

bilden ebenfalls ein Disphenoid. Diese beiden correlaleo Formen kann . 
man, wie aus dem Vergleich von Fig. 390 mit Fig. 366 hervorgebt, geo- 
metrisch aus einer ditetragona- 
len Pyramide ableiten, indem 
man die über abwechselnden 
Oklanten a, «i y gelegenen Fla- 
chenpaare fortfallen Iflsst oder 
allein beibehält. Wir unter- 
scheiden die abwechselnden 
Oktanlen als direcle und inverse 
(in Fig. 389 sind jene weiss ge- 
lassen und diese schraffirt), jene 
sind mit der Charakteristik -|- 
und diese mit der Charakteristik 
— versehen, was nach S. <36 
andeuten soll, dass die diametral 
gegentlberliegenden Oktanlen 
die CharakteristikeD — und -|- 
erhalten, also inverse und directe 
sind. Wir bezeichnen nun ein: 

directes Disphenoid mit pj {hkl) 
inverses Disphenoid mit p,- [hkl] 
Ein Disphenoid ^s. Fig. 390) wird von 8 ungleichseitigen Dreiseiten 






Fig. 390. Fig. 391. 

begrenzt und hat 1 2 Kanten : 4 Endkaalen tj , welche den gleichnamigen 
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Endkanten der ditetragonalen Pyramide (hkl) entsprechen^ 4 Endkanten v 
und 4 im Zickzack auf- und absteigende Seitenkanten fx. Diese Kanten 
stossen in 6 Ecken : zwei 2 + S!-kantigen Endecken und vier 2 4"^ + ^- 
kantigen Seitenecken zusammen. Die Hauptaxe verbindet die Endecken. 
Die Queraxen gehen durch die Mitten gegenüberliegender Seitenkanten /i. 
Aus (4), Seite 340, erhält man: 

icchk + II 

cos (ry) = 



cos (i/) = 



— 2cchk + // 



N 

cc(hh — kk)—n 

^s (iu) = — ^ j^ 

worin : 

N=cc{hh -\- kk) + II 

gesetzt ist. Folglich ist : 

* *"* 2 ~ "iV 

9 ,i„2 (") _ C C(h + k){h + k) 

, (|w) 2cchh 

^ '"'' T = -s- 

und daraus ergiebt sich die Relcition*): 

sin ^'A + sin (^i = Vi cos M 

oder: 

2sini5+J^sini5J=il = V2cosM 
4 4 2 

Ist h = A', so erhält man correlate tetragonale Sphenoide: (>d(ÄÄ/) 
und ß,- (ÄA/). Ein Sphenoid (s. Fig. 391, S. 351) wird von 4 gleichschenk- 
ligen Dreiseiten begrenzt und hat 6 Kanten : 2 horizontale Endkanten r und 4 
Seitenkanten fi. Die Mitten der Endkanten werden durch die Hauptaxe, 
die gegenüberliegenden Seitenkanten durch die Queraxen verbunden : 

— ^cchh + II 

cos [V] = 



cos [fl) = 



2cchh + II 
— II 



2cchh + // 
folglich : 

cos [v) 4" 2 cos lß) = — 1 

sin ^4 = Vi cos (^*) 

2 z 



*) Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. 1880, 4, 271. 



§ 7. Rhombotype TetartoMrie. 
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Die Übrigen einfachen Formen dieser Gruppe Q{hOl), Q[hkO)j ^ (1 10), 
Q (100), ^ (004) unterscheiden sich geometrisch nicht von den entsprechen- 
den holoedrischen Formen. 

Combinationen: Am Harnstoff*» C^iVO (a : c « 4 : 0,8345) triU 

^ neben dem Prisma ^(110) und der Basis ^(001) das Sphenoid ^<i(H1) auf (s. Fig. 892). 

Der in Fig. 898 dargestellte Krystall des Kupferkiese SS CuF0.92(a: c= 4: 0,9856) 

zeigt die correlaten Sphenoide Q^i^ 1 1 ) und Qi{i 41), von denen das erstere vorherrscht, 

und ausserdem die Pyramide zweiter Art ^(S04), deren Endkanten von den Flttcben 






Fig. 898. 



Fig. 898. 



Fig. 894. 



jener Sphenoide gerade abgestumpft werden. Die flächenreiche Combination des 
Kupferkieses vom Ramberg bei Daaden (Fig. 394) enthält das Prisma erster Art 
^(44 0), die Basis ^(004), die Pyramiden zweiter Art ^(4 04) und ^(804), das Sphenoid 
^ij(l4 4) und das Disphenoid ^^(648). Diese letztere Form ist dadurch bestimmt, dass. 
die Fläche 548 in die Zonen: 



fällt. 



444 
804 



[441], 



404 
4T4 



[424] 



E. Rhombotype Tetartoi^drie. 

§7- 
Die Formen dieser Gruppe besitzen eine 2-zyhlige Hauptaxe y und 
zwei ungleiche 2-zählige Queraxen a^ »2. Diese Symmetrieeigenschaften 
werden durch Figur 395, Seite 354, veranschaulicht. Zu einem FJächenpoI 
hkl, A > fc, gehören drei gleich werthige Pole: 

oben: hklf hkl 
unten: hklj hkl 

Die entsprechenden Flächen umschliessen ein Sphenoid (Fig. 396, 
S. 354), dessen Polygone ungleichseitige Dreiseite sind. Die beiden End- 
kanten (o sind horizontal, kreuzen sich aber nicht rechtwinkelig. Von den 
vier Seitenkanten fi und r sind nur die gegenüberliegenden einander gleich ; 
die Kanten fi entsprechen den gleichnamigen Kanten des Disphenoids 
Q[hkl) (vgl. Fig. 390, Seite 354). Die Axen verbinden die Mitten gegen- 

Liebisob, Oeometi^ Krjstallogr. 28 
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UberTiegcnder Kanten. Da dieses Sphenoiü im Vergleich zu den Sphenoiden 
dervorigen Gruppe ein schiefes oder verzogenes Ansehen bat, so wird es von 
Naumann*) als Plagiospheaoid bezeichnet. Geht man voB dem 
Flycheapol kht aus, so erhalt man die gleichwerthigeu Pole : 



khl_, 

kkl, 



khl_ 
khl 



_ ^^^wnv^ 



tsprechenden Flächen bilden ebenfalls ein Plagiosphenoid . 
Aus dem Vergleich von Fig. 
395 mit den Fig. 389 und 38i 
ersieht man , dass aus der 
Vereinigung dieser Sphenoide 
das Disphenoid i}d[hkl] enl^ 
sieht, und dass umgekehrt 
jene Sphenoide aus dem Di- 
sphenoid durch Zerßtllung 
desselben nach dem Princip 
der irapezofidrischen Uemiti- 
drie hervorgehen. Von den 
beiden Flächen des Disphe- 
noids, welche über dem 
Oktanten vom - rechts- oben 
liegen, cnüiall das erste Pia- 
giosphenoid die linke, das 
zweite die rechte Fläche. 




Demgemäss bezeichnen wir diese Formen als; 




Fig. 306. 



Fig. 8S7. 



linkes directes Plagiosphenoid Qi^[hkt) [Fig. 196] 
rechtes directes Plagiosphenoid (rd(^^'^ 
In analoger Weise gehen aus dem Disphenoid Qfihkl) zwei correlate 
Plagiosphenoide hervor, ein : 

linkes inverses Plagiosphenoid ^{«(AA:/) 
rechtes inverses Plagiosphenoid ^^^[hkl) [Fig. »7] 

*J Eiern, der theorel. Kryatallogr. Leiptig ISSfl, 164. 
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Sie werden beziehungsweise umschlossen von den Flächen : 

oben: khl, khl 

unten: khl, khl 
und: 

oben: hklj h^kl ^ 

unten: hkl, hkl 

Die in Rede stehenden Formen besitzen weder eine Symmetriebene 
noch ein Centrum der Symmetrie. Dagegen ist von zwei correlaten directen 
oder inversen Plagiosphenoiden eines das Spiegelbild des anderen, denn 
sie entstehen durch Zerfällung einer Form, welche Symmetrieebenen be- 
sitzt. Folglich sind : 

Qld{hkl/j und Qf.fl [hkl) 

Ql^ (hkl) und Q^^ [hklj 

zwei Paare von enantiomorphen Formen. Ebenso erhält man aus der 
Vereinigung von : 

Qld(hkl) und pn(^A*/) [Fig. 896, 897] 

Ql^ [hkl) und Q^a(hkl) 
Disphenoide. Daher sind auch diese Fornienpaare enantiomorph. Dagegen 
sind die Plagiosphenoide : 

Qld(hkl) und Qu (hkl) 

Q^d[hhl) und Q^[hkl) 

welche vereinigt zwei Trapezoi^der liefern, tautomorph. 
Aus (1), Seite 340, folgt: 

, , —cc(hh + kk) + II 

cos (w) = ^ j^ ^ 

, , cc Ihh — kk) — // 

^s (fi) = — ^ j^ 

, , cc(—hh + kk) — ll 

cos [t) = — ^ -^ ^ 

worin : 

N=cc(hh + kk) + ll 

gesetzt ist. Hieraus ergiebt sich die Relation : 

cos ((o) + cos (^) + cos {t) = — < 

Man erhält für h = k tetragonale Sphenoide, welche sich geometrisch 
nicht von den hemi^drischen Formen (Seite 352) unterscheiden ; für A' = 
horizontale Prismen ; für / = verticale Prismen von rhombischem Quer- 
schnitt; für / = und h = k ein Prisma, welches sich geometrisch nicht 
von dem tetragonalen Prisma (Seite 344) unterscheidet; für / = A =: 
verticale Flächenpaare ; für Ä = A = die Basis. 

Eine hierher gehörige Substanz ist noch nicht beobachtet worden. 

Anmerkung. Die Plagiosphenoide sind den rhombischen Sphenoiden ähn- 
lich [vgl. § 3, Kap. 16). Sie unterscheiden sich von diesen wesentlich dadurch, dass 
sie nur eine geometrische Constante haben, während die rhombischen Krystaile 
zwei Constanten besitzen. 

i8* 




Ftg. »8. 
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F. Sphenoidiscbe Telarlo«drie. 

§8. 

Die sphenoidisch-tetartoe- 
drischen Formen besilzen eine 
einseitige S-zühlige Symmetrie- 
axe. Sie gehen geometrisch aus 
den spheDoidisch-hemiedrischen 
Formen nach dem Princip der 
pyruinidalea Hemiödrie hervor, 
wie es Fig. 398 veranschaulicht. 
Han erhalt auf diese Weise drei 
Arten von Sphenoiden , drei 
Arten vierseitiger Prismen und 
die Basis, also eine Gruppe von 
Formen, welche den rhombo6- 
drisch-tetartoedri sehen Formen 
des hexagonalen Systems ent- 
sprechen. 

Eine hierher gehörige kry- 
stallisirte Substanz ist noch nicht aufgefunden worden. 

§9. 
Hemimorph ist nach P. Groth Jodsuccinimid 
= C*H*O^NJ. Ein Kryslall. dieser Substanz besitzt eine 
einseitige i-zahlige Hauptaxe, durch welche vier Sym- 
metrieebenen geben (Fig. 399). 

§(0. 
Zur Berechnung der Axeneinheit c ist die 
Kenntniss eines Winkels zwischen zwei Flächen, deren 
Indices gegeben sind, erforderlich. Dabei ist die Wahl 
der Flachen zuerst der Beschränkung unterworfen, dass 
nicht beide Flachen in die Zone der Hauptaxe y = [001 ] 
fallen dürfen, da alle Winkel zwischen Flächen aus dieser 
Fig. IS9. Zone von der Axeneinheit c unabhängig sind. 

Aus der Relation zwischen einer trigonometrischen 
Function eines Flachen winkeis, den Indices der Flächen und der Axenein- 
heit c (s. S. 3iO] ergiebt sich im Allgemeinen eine Gleichung des zweiten 
Grades zur Berechnung von c. Nur in dem besonderen Falle, wo eine der 
beiden Flächen , welche den Winkel einschliessen , die Basis p^ = {001} 
ist, erbalten wir sofort : 




_ ManJOOlXMs) 



§ 10 — 18. BerecbnuDg der Axeneinbeit c. 



357 



worin die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen ist. Dem- 
gemäss müssen wir bei der Berechnung der Axeneinheit c zuvörderst 
darauf ausgehen, aus dem gegebenen Flächenwinkel einen Winkel zwi- 
schen der Basis und einer Fläche mit bekannten Indices, welche nur nicht 
in der Zone der Hauptaxe liegen darf, abzuleiten. Nun haben wir S. 344 
gesehen, dass zwischen dem Winkel : 

(OOrÄiÄ^Äa) 

und dem Winkel, den die Fläche h = {f^ih^h^} mit irgend einer Fläche 
h' = {h\ h\ 0} aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, die Beziehung : 



cos(ä"ä) = 



sin (OOI^Ä) 



V[h,h^ +h^K)[h\h\+h\h\) 

stattfindet, worin die Axeneinheit c nicht auftritt. Da nun aus dem Winkel, 
den die Fläche h mit irgend einer, nicht in der Zone der Hauptaxe ge- 
legenen Fläche einsdiliesst, ein Winkel [h'^h] auf Grund der im Folgenden 
zu beweisenden Eigenschaft der tetragonalen Krystalle immer abgeleitet 
werden kann, so ist aus (2) auch der Winkel (OOI^A) stets zu berechnen. 

Die hierbei in Betracht kommende Eigenschaft der tetragonalen Krystalle 
ergiebt sich aus folgender Erwägung. Es seien : 

9 = {9\ 92 9dh 9 = is'i 92 9'^} 

zwei Flächen eines letra> 
gonalen Krystalles und m 
diejenige Fläche aus ihrer 
Zone, welche gleichzeitig 
der Zone der Hauptaxe 
y = [001] angehört, der- 
art, dass: 

fn = {{99l2'¥9'U'^} 
so ist nach § \ dieses 
Kapitels in der Zone der 
Hauptaxe eine zu m senk- 
recht stehende Fläche q 
mit dem Symbol : 

q = {(99')x'{99l2'^} 

vorhanden (s. Fig. 400). 

Daraus folgt, dass die den 
Zonen : 

gemeinsame Fläche s mit dem Symbol : 

s = {(j?)i \99'h • (99')2 {99'U ' (99')\ (99')x + [99)2 [99)2} 
welche ebenfalls senkrecht zur Fläche m steht, krystallographisch möglich 
ist. Wir können also den Satz aussprechen : 
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In jeder Zone eines tetragonalen Krystalles sind zwei zu einander senk- 
rechte Flächen vorhanden^ von denen die eine gleichzeitig der Zone der Haupt- 
axe angehört. 

Hierin ist offenbar eine weitere Beschränkung für die Wahl der beiden 
Flächen, aus deren Winkel die Axeneinheit c berechnet werden kann, 
begründet. 

Sind nun die Indices der Flächen g^ g' und der von ihnen einge- 
schlossene Winkel {g^g') gegeben, so sind uns in der Zone \gg'] die Indices 
von vier Flächen : 

und zwei Winkel : 

(ffV), (m^5) = 900 

bekannt. Folglich können wir nach dem in § 2 des vierten Kapitels be- 
schriebenen Verfahren den zur Berechnung der Axeneinheit c erforderlichen 
Winkel [m^g], resp. [fng')^ ermitteln. Bezeichnet man zu diesem Zwecke 
das durch die Indices von g und g' auszudrückende Doppelverhältniss : 

[mgg's) = A 
so ist : 

(1 — Ä) cot [mg] -h A cot [mg') = cot \ms) = 
oder, da: 

{mg') = {mg) + [gg') 
ist: 

tan [[mg] + [gg')] = j— j tan [mg) 

Wenn man zu dieser Gleichung : 

tan [mg) = tan [mg) 

addirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entstehenden Aus- 
drücke bildet: 

/j*N tan [(mg) + (^g')] + tan (mg) ^ sin [2 (m g) + (gg')] ^ ^ ^ — 1 
^ ' tan [(mg) + (gg')] — tan (mg) sin (gg) 

so hat man damit die Relation gewonnen, aus der (m^g) berechnet werden 
kann. Es ergicbt sich dann der Winkel zwischen der Basis p^ und der 
Fläche g aus der oben angeführten Formel (2) : 

(2») sin [p^g] = ^(g»g' +g»g2)[y ). (gg'). + ^i))-i (gg' SI cos [mg] 

9x ^99)2 — 92 [99 )i 
und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der oben angeführten 
Formel (1) : 

(3*) c = g3 tan [p^g) 

Vgl gl +9292 
Wir wollen jetzt den in der Formel [\*) auftretenden Werth des 
Doppel Verhältnisses A ausrechnen. Bezeichnen wir die Indiens der 
Flächen m und s für den Augenblick mit : 

mim^m^j ^1^2 ^3 
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so ist: 

A = (mgg's) = }-^t^ • -f-h^ 
^ ^^ ^ (99 )i {^^)d 
und für € = 5 = 4 erhalten wir : 

j _ ^2 ^'3 — ^'3 9^2 92 h — 9z h 

929^—9^9^2 ^«3 — ^*2 
oder : 

i^J±_ 92 [{99')i {99 1\ + {99)2 {99I2] + g3 {9 9^)2 {99 h 

' (99')i' (99li[99li + {99')2(99)2 

Nun ist: 

9x {99I1 + 92 {99I2 + 9z (99'h = ^ 
folglich : 

4^^' 92(9 9')i— 91(99)2 

^'(99')A99\+{99\(99')2 

Demnach gehl jetzt die Formel (1 *) tiber in : 

M>*1 9.-1 \ ^ 9'39'3^ i 9i+9i9 i) —9393(9'i9\+9'29'i) _ sin[i{mg)+{gg')] 
^ ' \99'hi99% +{99'h{99'h sin^»') 

Denselben Werth*) erhält man aus: 

(2) g^_^_tan(mff;)+tan(mg) 

^ ' tan(mj) — tan(m9) 

Denn es ist nach den Formeln (4) auf Seite 340 : 

''''^"'^^='c{gA99'h-9A99'k) 

'«°('»»')=cfe',(,,W,(»-/').} 
worin der Kttrze wegen : 

P= y{99')i (99\ + {99'h{99')i + cc(gg'),(g,j\ 
gesetzt ist. Daraus folgt : 

tan(mg)=#. ^\^g<^-gV^'f> tan(mg-) 
9z 91(99)2 — 92(99)1 

Trägt man diesen Werth für tan(m9) in (2) ein, so ergiebt sich der 
Ausdruck (1**). 

Wir wollen die allgemeine Methode zur Berechnung von c durch ein B e i s p i e 1 
erläutern. Nach V. von Zepharovich**) ist an den grünen Kry stallen desVesu- 
vians von der Mussa-Alpe in Piemont : 

{gg')= 318^4 n = 160 50' 7" 

*) Die hier beschriebene Methode zur Berechnung von c ist von V. von Lang vor- 
geschlagen worden (vgl. dessen Lohrb. der Kryst. Wien 1866, § 98); doch ist die, der 
obigen Formel (i**) entsprechende Formel (8) auf S. 329 nicht richtig. 

**) Krystallographische Studipn über den Idokras. Sitzungsber. Wien. Akad. math.- 
naturw. Classe 1864, 49. 
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Zunächst erhält man aus der Formel (1**): 

9 + 1)— 4(4 - 

(-1)2+ (-■<)« 



2^_,«il?L±i)T:J^_tJ) = i 



folglich ist : 

sin li{mg) -H (flrflr)'] = sin [gg') 
also entweder : 

^{mg) + {gg')^{gg') 

oder: 

2(Wflr) + (flfö'')=1800— (flfflr') 

Da der erste Werth sinnlos ist, so ergiebt sich : 

{mg)= 900— (flrgr'), (ao''842)«= 780 9' 53" 

Demnächst flndet man aus der Formel (2*): 



sinip-->y)= ^"+;||;+^' cos(m,) 

oder: 

sin (p3p) =» yTcos 780 9' 53", {jßg) = 400 j^' 4j,6" 

Schliesslich ergiebt sich aus der Formel (8*): 

^^2Un^ 0-0,587686 
T/94-4 

Fallt die Flüche s mit der Basis p^ zusammen, so vereinfachen sich die 
Formeln des vorigen Paragraphen, namentlich in den beiden Fällen, wo 
ausserdem : 

9i=92i 9\ = 9\ 
resp.: 

92 = 9\ = ^ 

ist, d. h. wo der zur Berechnung der Axeneinheit c gegebene Winkel von 

correspondirenden Flächen zweier tetragonalen Pyramiden erster Art, resp. 

zweiter Art gebildet wird. Im ersteren Falle ist : 

(99')i = — {99I2 

s\n[2{mg) + {gg')] = J^'^^f"'- ^»^ i99) 
(J»'«?) + (?'") =90» 

c = -^ - lan (i)^<j) 
Vi 9i 

im letzteren Falle : 

(</ff')i = 0, m = <00 

sin [(2 [mg) + {gg')] = ^'f.'^+ff) sin (gg') 

9i9i — 93 9 i 

(/>*</)+(?»») = 900 
c = I tan (p»g) 
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§42. 

Aus den Ergebnissen des § 4 fliessen insbesondere die Relationen, 
welche zur Berechnunqg der Axeneinheit c aus Flächenwinr 
kein einfacher Formen dienen. Der in Formel (4) des § 40: 

_ lian{00\"hk l) . 

^ ■" Yhh + kk 

auftretende Winkel zwischen der Basis 004 und der Fläche hkl ist gleich 
dem halben inneren Winkel der Flächen : 

hkl und hkl 

an einer Kante ^ der ditetragonalen Pyramide (hkl) (s. Fig. 366, 

(C) 
Seite 342}, oder gleich dem Complementwinkel von -~: 



(004'Äfc/)=90O — -^p 



so dass: 



(I) c = * 



Vhh+kk 



Beispiel. Beträgt der Winkel (0 der ditetragonalen Pyramide (312) des 
Vesuvians 990 49', so ist: 

2 cot 490 394' 
c = JL ^ = 0,5871525 

" 10 



Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (^j der ditetragonalen 
Pyramide [hkl) berechnet werden, so ist: 

9 = {hkl), g' = [hh} 
und demnach : 

m = {OTO} 

zu setzen. Man erhält in diesem Falle aus der Formol (4"^*] des § 40 : 

2^ — 4 =0 
also * 

sin [2 {mg] + [gg')] = 
folglich entweder : 

oder: 

2W+ffff')=480o 

Von diesen beiden Werthen kommt, wie aus dem Anblick der Zone 
[9, m, g'] erhellt, nur der zweite in Betracht. Also ist: 

(my)=900-|) 



362 Fünfzehntes Kapitel, 

und denigcmäss nach Formel (2*) in § 40: 



(II) sm (p3y) = _^ sin ^ 

Schliesslich findet man die Axeneinheit c aus der Formel (3*j in § 40 : 

(IIa) • C=^&- 

^ ^ Vhh + kk 

Beispiel. Am grünen Vesuvian von der Mussa-Alpe ist der Flächenwinkel (|) 
der ditetragonalen Pyramide (34 S): 

folglich : 

sin ifßg) = — yiö sin 4 10 49' 3", f^p3j :=, 40O si ' 44 j" 

und demnach : 

c = -^ tan ijßg), c «= 0,537544 
10 



Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (rj) der ditetragonalen 
Pyramide (hkl) berechnet werden, so ist: 

9 = {hkl}, 9' = {h~kl}, m = {T40} 

zu setzen. Man erhält auch in diesem Falle aus der Formel (1**) des § 10 : 

2yl_4=0, (mg)=90« — -^^ 
Demgemäss ist nach Formel (2*) in § 10: 



(III) sin ip^g) = — \_i^ s>n ^- 

und nach (3*) 

(ill-) c = ^ /^"^P'g^ 

^ Vhh + kk 

Beispiel. Ist am grünen Vesuvian von der Mussa-Alpe: 

{j7)= 818^82 = 380 40' 45" 

so findet man : 

Sin(p3flf)= ys'sin 460 50' Tf, {p^g)= 400 J4'44" 
und demnach : 

c = — -= tan (p»o), c =1 0,587543 
/40 

Aus den Formeln (I) — [lll) erhält man als specielle Fälle die zur Be- 
rechnung von c aus den Flachenwinkeln tetragonaler Pyramiden 
dienenden Relationen. Zunächst ergiebt sich für die Pyramide [hhl] (s. 
Fig. 367 Seite 343) aus (I): 



§ 40 — 48. Bertchnung der Axeneiuheit c. 
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und aus (II) : 



Andererseits findet man für die Pyramide (AO/j (s. Fig. 368 S. 343] 



aus (I): 



und aus (III): 



»=^•'1 



cos 



Wir betrachten jetzt noch die einfachen sphenoidisch hemiä- 
drischen Formen. Zur Berechnung der Axeneinheit c aus dem Flachen- 
winkel (17) eines Disphenoids r(hkt) (s. Fig. 390, S. 354) dienen die 
Formeln (III) auf S. 362. Soll dagegen c aus dem Fläch anwinkel (fi) be- 
rechnet werden , so müssen wir auf die allgemeinen Formeln des § 40 
zurückgreifen. Aus (4*"^) ergiebt sich zunächst für: 

m={400} 
dass: 

2^1 — 4 = 
also: 

2(me?) + (j(/') = |JgQo 

ist. Der Anblick der Zone [g, m, g'] lehrt, dass nur der erste Werth in 
Betracht kommt. Demnach ist: 

^{^9) = ig 9) 

oder: 



{mg) = 
und folglich nach Formel (2*) in § 40 : 



(i«) 



*) Diese Relation zwischen den Flächenwiakeln (Cj und (|) einer tetragonalen Pyra- 
mide erster Stellung wird auf die früher (S. 343} angegebene Gestalt durch folgende Um- 
formung zurückgeführt : 

cos2i|! = 2sin2i|? = 1 — cos(D 
cos (!) = <— cos2 i|! = 8in2 ^-^ 
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(IV) 



sin (p^g)= ^ — cos ^' 



und nach Formel (3*) desselben Paragraphen : 

(IV) 



^^ / tan (p^g) 
Vhh + kk 



Hieraus erhält man als einen speciellcn Fall die zur Berechnung von c 
aus dem Flächenwinkel (/i] eines Sphenoidsr(/tAQ(s. Fig. 394, S. 351) 
dienenden Formeln, wenn man beachtet, dass bei dieser Krystallform : 



ist: 



sm 



{P'9) = ^' 



Beispiel. An dem Dispbenoid t(813) des Kupferkieses ist: 

{/4) iB 930 48' 
folglich nach (IV): 



sin{f»g) 



yro 



s 



cos 460 54' 



und demnach : 



{ffig) ^ 460 4' 851" 



8 



YiO 
c BS 0,984924 

§43. 

Sind die Winkel bekannt, welche eine Fläche s := {hkl} mit zwei der 

Axenebenen : 

pi = {100), p2=(oiO}, p» = {001} 

einschliesst, so ist ihre Neigung zu der dritten Axenebene aus der Relation : 

cos^ (sp^) -f- cos2 [sp^] + cos^ (sp^) = 4 
oder: 

cos^ (sp^) = — cos [{sp^) + [sp^]] cos [{sp^) — (sp^)' 
cos^ {sp^) = — cos [{sp^i + (sp^j] cos [{sp^) — (sp^)' 
cos^ (sp^) = — cos [{sp^i + (sp^] cos [(sp^) — (sp^)] 

zu berechnen. Man erhält darauf die Verhältnisse der Indices aus : 

Ä : fc : - = cos [sp^) : cos {sp^) : cos {sp^) 



*) Vgl. über diese RelaUon zwischen den FIttchenwinkeln eines tetragonalen Spenoids 
5. 352. 
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Beispiel. Am Vesuvian (c s 0,587495) seien zur Bestimmung des Symbols 
der Flficbe s die Winltel : 

(*pt) « 850 91', (ip«) « 590 84' 

gemessen. Dann ist: 

cosS [sp^ BS — . cos 940 4 Oi' cos S40 S4 i' 

(«p«)=740 4 4'46" 

/i : Jt : / B=s cos 850 91': cos 740 44' 46": 0,587495 cos 590 34' 
= 0,847564 : 0,t72486 : 0,27S54S 

folglich erhält man : 

«=»{844} 
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IT. Das rhombisehe System. 

1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2. HoloSdrische Formen. 
§ 3—4. Hemiödrische Formen. § 5. Hemimorphe Formen. § fr— 8. Be- 
rechnung der Axeneinheiten. 



Ein rhombischer Krystall besitzt drei auf einander senkrecht stehende 
ungleiche S-zählige Symmetrieaxen. Von diesen wird eine vertical, eine 
zweite quer zum Betrachter gestellt; dann läuft die dritte Axe auf den 
Betrachter zu. Gleichwerthige Flächen erhalten Symbole , in denen die- 
selben Indices in derselben Reihenfolge, nur mit anderen Vorzeichen, auf- 
treten, wenn man die Lage der Flächen durch ihre Abschnitte auf den 
Symmetrieaxen bestimmt. Die Einheiten abc dieser Axen sind ungleich; 
ihre Verhältnisse, die geometrischen Gonstanten des rhombischen Krystalls, 
sind zwei von einander unabhängige Grössen. 

Die trigonometrischen Functionen der Flächen- und Kantenwinkel, 

ausgedrückt durch die geometrischen Gonstanten und die Indices , erhält 

man aus den allgemeinen Formeln in § 44 des zehnten Kapitels, indem 

man setzt : 

Ol = a, 02 = ^ = 4, 03 = 

[Tt'^Tt^) = [Tt^Tt^] = [Tt^Tt^] = 900 
C|j = C22 = C3J = 4 , C23 = C;u = c,2 = 
^11 = ^22 = ^33 = ^» ^23 = ^31 = ^12 = ö? ^/ = 4 
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Dann ist: 

ik =. 1 

Folglich : 

(1) cos (A A') = <^^^iA'. + «^c^^A', + a^A3A'3 

(2) sin (h h') = a c i AM^^Oi (^/Qi + (AA'), (A/Q, + eMAA%(AA')3 
worin : 

gesetzt ist ; ferner : 



(3) tan (AA') = ac >WM*^)l± (A A^(A A^, + .Wkl.*JiL 

Für die Tangenten der FlHchcnwinkel aus den Zonen der Axen 
7V^ 7C^7t^ erhält man : 

tan(0A,A;0A',A'3)=^^-||l^ 

(4) tan(A,0A3X0A'3) = ^,^-|Ä_ 

tan(A,A,OV.A',0)=^-^^.Ä_ 

und insbesondere : 

tan (040'0A2A3)= - ^ , tan (00\"0 h^h^) = — c ^ 

C ^2 "3 

(5) tan(004*A,OA3)= ^Jl, lan(100*A,0A3) = — |-^ 

tan (400*A, AjO) = a {? , tan (01 0*A, A, 0) = — -- Ji 

Hieraus ergeben sich einwerthige Ausdrücke für die Axenein- 
heiten : 

c = ^ cot (040^0^2^:0 

/*2 

(6) -^ = Jicot(001'ÄiOA3) 

C /?3 

a = ^tan{l00'AiA2 0) 
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367 



Fttr den Winkel zwischen der Basis p^ = {OOi} und einer PIlicbe 
h = [hl h^ A3} erhalt man : 



(7) 



^'^ ' a h. 



'3 



oÄß^ÄjAj d h^ ^ A|A| 

Es seien j = {j, J2S3} und i* = (A'i A^*»} ^twei Flachen, welche mit der 
Basis 001 in einer Zone liegen, so ist: 

4 

A J2 Sa = ji 4*2 — Ä^'i = 
Ä'i A2 fcj 

oder: 

und demnach nach der letzten Formel : 

tan [p^g] ^gik^ ^92 *3 
tan (p» A) A'i 53 A-2 ^3 

Analoge Ausdrücke erhalt man fttr zwei Flachen, welche mit der 
Axenebene p^ = {040} oder mit p^ = {400} in einer Zone liegen. Denn 
es ist : 

und, wenn die Flache l =s [l^l^ l^) mit p^ und g in einer Zone liegt : 

9d_k 
9i h 



(8) 



folglich : 
(8») 

Femer ist: 



tan(p2/) li g^ k 92 



tan(piy) = -^|/4 +CC 



9292 



c 9i ' 9^9z 

und, wenn die Flache f = {/i/i/i} mit p^ und g in einer Zone liegt : 

9i h 
folglich : 

(8b) tanjp' j) ^92fi^9^fi 

tan(pY) /iffi /affi 

Wenn man zu der Gleichung (8) : 



tan(p3(/) = f^Man (p»A) 
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die Gleichung : 

tan (/»**) = tan (p3A) 

addirt und subtrahirt und darauf den Quolienlen der so enlstehenden Aus- 
drücke bildet, so erhält man : 

(9) tan(p»g) + tau(p'A) ^ sin [8(p»ffl-|- [g^)] ^ g^ky +gi*3 

tan (puff)— tan (pU) s\n{gk] 53*1— 91*3 

93 *s — ?!*■» 
In analoger Weise erhält man aus (8*j und (8^) die folgenden Bela- 
tionen : 

sin[g(p'g) + (ff/)] ^ 9i}L±Jlh = 92k-i-9A 
siD(gli jj/, —9,li 9il3—9sk 

s\n[i{p^S) + (sn] _ 9ifl + 9ifi _ ffiA + gaA 
Sin (?/■) g,/i — giA gl A — gs/i 






Holoüdrische Formen. 

§s. 

Die vollflü^igen Formen des rhombischen Systems besilien ausser 
den drei auf einander senkrecht stehenden 2-zähligen Symmelrieaxen ein 




Fig. toi. 



a/^ 


\^,^ 




\~ki^\ 


r^'' oüi ■ •« 


Y' \'ii''T 


r^^ 


r4¥l 


i ya. 


\~Jx 


V.^ 



Flg. tOl. 



Gentrum der Symmetrie, so dass die auf den Axen senkrecht stehenden 
Ebenen Symmetrieebeoen sind. Zu jeder Flüche, welche nicht einer dieser 
Axen oder Ebenen parallel läuft, gehören in Folge der Symmetrieeigen- 
schaflen dieser Gruppe sieben andere gleiche Flüchen, welche mit Jener 



§ S. HoloMiiftohe Formen. 
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eine rhombische Pyramide bilden. Zu einer Fläche aus der Zone einer 
Symmetrieaxe gehören drei andere gleiche Flächen aus derselben Zone, 
welche sich mit jener zu einem rhombischen Prisma vereinigen, wofern 
die erstere Fläche^ nicht zugleich einer zweiten Symmetrieaxe parallel 
läuft, in welchem Falle nur ihre Gegenfläche mit ihr gleichwerthig ist. 
Demnach können an einem vollflächigen Krystall achtflächige Pyramiden, 
vierflächige Prismen und Flächenpaare auftreten. 

Rhombische Pyramide (hhl) — wird von 8 ungleichseitigen 
Dreiseiten begrenzt (s. Fig. 401 und die stereographische Projection der 
Polfigur auf die horizontale Axenebene in Fig. 402). Von den 12 Kanten 
liegen je 4 in einer Symmetrieebene und bilden einen Rhombus. Sie 
stossen in sechs 2 + 2-kantigen Ecken von dreierlei Art zusammen. Gegen- 
überliegende Ecken werden durch eine Symmetrieaxe verbunden. 

,^, — cchh + aacckk + aall 

cos [d] = - 



cos (fi) = 
cos (Cj = 



N 

cchh — aacckk + aall 

N 

cchh -{-aacckk — aall 



N 



worm 



N = cchh + aacckk + aall 

Aus den Formeln auf S. 210 
ergiebt sich : 

i 2 i 

oder: 

2 = cos» ^ + cos»^ + cos» (^ 
* 2 2' 

oder: 

4 = CO« (4) -f- cos (fi) + cos (K) 

Vertikales Prisma (hkO), 
AS fr, Fig. 403. 

cos (8) = 

cos (fi) = 




Fig. 408. 



— ÄÄ + aakk 
hh + aakk 

hh — aakk 



hh + aakk 
Querprisma (äOZ) A ^ /, Fig. 404, S. 370. 

— cchh + aall 



cos [d] = 
cos (f) = 



ccAA 4" ddll 
cchh — aall 
cchh + aall 



L i e bi 8 e h , Oeometr. KrysUUogr. 



i4 
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LHngsprisma (OA:Q, k^l, Fig. 405. 




cos (e) = 
cos (t) = 



Fig. 404. 

— cckk + ll 
cckk + // 

cckk — // 
cckk + II 




Fig. 405. 

Die 3 den Symmetrieebenen parallelen Flächenpaare werden als Basis 
(001), Längsflache (010) und Querfläche (100) bezeichnet. 

In den DebeMteheD- 
den Figuren sind einige 
C m b i n a t i o n e n dar- 
gestellt. Rbombische 
Pyramiden heirschen 
am Schwefel (Fig. 406) 
und am Witherit (Figur 
407] vor. Von prismati- 
schem Typus sind die 
Kryi^talle des Arsenkie- 
ses (Fig. 408) und des 
LievHts (Figur 409). 
Tafelartig erscheint der 
Schwerspathkrystall 
Fig. 406. Ftg. 407. (Fig. 440). 
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AnsMr den Zonan der SfmmotriMxen sind bei hdoedriscfaen Krystallen des 
rbombischeo Systems auch die KsntenzoDen der rhombischen PyreniideD, oder mit 
aDderen Worten die Zonen, deren Aien den Symmetrie ebenen parallel geben, nach 




Flg. (OB. 



Fig. (OB. 



zwei lu einander senkrecht stehenden Ebenen symmelriscb. Die durch eine Pyra- 
mide [hkt) bestimmten Kanten rieh tun gen haben die Indices; 
[01t], [lOA], [khO] 

[Olk], [lOk], IkhO] 



B. Spbenoidische Hemiedrie 



Die Fonnen dieserGruppe besjtsen drei auf einander senkrecht stehende 
ungleiche S-zählige Symmetrieazen. Diese Eigenschaft wird durch Fig. i1 1 
veranschaulicht. Die beiden Gruppen 
gleichwerthiger Flfichen: 

hkl, hkl, hkl, hkl ^'^ 

hkl, hkl, kkl, hkl 
bilden zwei correlate rhombische 
Sphenoide: er(^*0 """1 ?j(Ä*0. 
welche enantiomorph sind, da sie 
weder eine Syinmetrieebene , noch ein 
Centrum der Symmetrie besitzen (siehe 
Fig. 412, Seite 37S). Die begrenzenden 
Polygone sind ungleichseitige Dreiseile 
Die Kanten treten paarweise auf und sind 
von dreierlei Art. Die beiden Endkanten 
sind horizoDial, kreuzen sich aber nicht rechtwinklig. Die Symmetrieaien 
verbinden gegenüberliegende Kantenmitten. Setzt man : 




Flg. 4H 



folglich : 



s Kapitel 
JV= ccMi + aacckk + 
ecAA — aacckk- 



cos [l] = 



- echh + aacckk — aa II 



acckk + aall 



s [v] 4- cos [X] + cos lß) = — 1 




Die übrigen einfachen Formen sind rhombische Prismen und Filichen- 
are. 

Beispiele. Von den hierher gehörigen Subslanzen sind in den ncbenslehen- 
slehenden Figuren dargestellt : 

HagneBiumanirat (Bl Herta li; — »rgSO*+ TlPO. 



/S\ 



Flg. ttS. 




Fig. *U. 



a-.b-c = 0,9901 : 1 : 0,5709 (Flg. HS). 
|H0). e,(1H) 
ItechtswetnaauresAnlimon-Kfllluin(Brcchweinslein)— Jir(SbO)BtC*0". 

a : 6 : C ■=> O.SBSfl ; < : I.IOSt (Flg. 44(): 

(001), (HO), (r(**<)*orlie'''^''™<'> ßtt***) untergeordnet. 



. HemiSdriscba Formen. 



6 : c c= 0,91*8 : 4 : e,BOST (Fig. tIG)*]: 



a = iilit), 6 = [i)to), m=(m), n-.(110), q={0{{), (( — (101), |« f, (111) 




Fig. 416. 

iireälher = C« tf> • fl(0 ■ (S H> O)* COO (C» fl»), 
o:6:c.^ 0,58HB ; 1; i.HUi (Fig. H9)*']: 
p=(HO}, p'=(1äO), r = (10l), 9={0H1, o = er[<") 
MetBsanlonin^^ C>^H'^(f>. Scbmelipunlil 160,90. - 

a: b: c = 0,48BSB ; 1 ; 1,*9097 (Fig. 417)"") 
= [0(H), ff-(1011, *=.(10l), lJ=(«n), / = (fli1), 5 = I"S). »^^({I«!) 
MelassDtoosaure- (pt^n^O*. 
a) erhalten aus Natriumhydrosanlonal. 

o : 6 ; c =» 1.80387 : I : l.aUtSS (Fig. iiS]^';. 
m = (HO), ff={101), o = jr(1H) 




Fig. *18. 
b) erhalten durch Erhitzen der SantonsSure in CO^ bei ^90". 

a:b--C = 1.S046S9S ; 1; 1,1514044 (Fig. 41»)H) 

m-(IIO), i7 = (101), l(=(IOa), o=er(H1), o' = e,(<") 

■) A. ArzruDi. Zoilacbr. für Krystallogr. 1877, 1, 303. 
■■) W. F. Uillebrand. ib. id. 303. 
•") i. Strüver, ZeiUchr. für Krystallogr. (»78, 8, SM. 
i) ib. id. S07. H) ib. id. SM. 
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Ein Theil der Substanzen, deren Krysialle dieser Gruppe angehören und dem- 
nach in enantiomorphen Formen auftreten, zeigt in Lösungen ein optisches 
Drehungsvermögen ; z. B. rechtsweinsaures und linksweinsaures AnUmon-Kalium. 
Ein anderer Theil fösst diese Erscheinung nicht wahrnehmen ; z. B. Magnesium- 
Sulfat*). 

Naumann**), Groth***) u. A. führen eine dritte Gruppe rhom- 
bischer Krysialle an, deren Formen ein Gentrum der Symmetrie, eine 
2'Zählige Symmetrieaxe und eine auf dieser Axe senkrecht stehende Sym- 
metrieebene, also denselben Symmetriecharakter wie die vollflachigen 
Formen des monoklinen Systems besitzen. 

Nachdem die Mineralien : Woiframit, Datolith u. s. w. , welche früher 
in diese Gruppe gestellt wurden, auf Grund ihrer optischen Eigenschaften 
als dem monoklinen System zugehörig erkannt worden sind, bleiben 
nur zwei hierher gehörige Beispiele übrig: Bibrombrenztraubensäure 
= CUPBr^O^ und a-Dinitrochlorbenzol = C^IP- Cl- NO^-NO^, welche 
nach ihrem optischen Verhalten dem rhombischen System eingereiht werden 
und an denen Groth die in Rede stehende monokline Hemiödrie constatiren 
zu können glaubte f ] . 

§5. 

Unter den hemimorphen Krystalien des rhombischen Systems sind 

zwei Gruppen zu unterscheiden. Ein Theil 
dieser Krystalle besitzt eine polare 2-zah- 
y ^ \^' ^^g® Symmetrieaxe und zwei in dieser Axe 

sich schneidende Symmetrieebenen. Hier- 
her gehören : Hagnesium-Ammoniumorlho- 
J0I u-n phosphat oder Struvit = Mg (Nm] PO^ 

+ 6 ^3 O; (siehe Figur 420), Kieselzinkerz 
= Zn« SiO^ + m 0, Resorci'n = &H^OK 

jgf {^ ^^ Ein anderer Theil hat nur eine polare 

#«7 Sl-zählige Symmetrieaxe. Dieser Gruppe 

Fig. 420. gehören die Krystalle des Milchzuckers 

= Ci2ir220ii an. 

§6. 

Nach § 2 des vierten Kapitels ist jede Zone durch die Indices und die 
Winkel von drei ihrer Flachen : 




*) Vgl. L. Pasten r. Rechorches sur ies relations qui peuvent eiister entre la forme 
cristalline, la composition chimique et le sens de la Polarisation rotatoire. Ann. chim. 
phys. [3], 24, 442. 81, 67. 88, 487. — E. Verdet. Lebens d*optique physique. Paris. 
1870. 2, § 287, pag. 302. H. Landolt. Das optische Drehungsvermögen organischer 
Substanzen. Braimschweig. 4870. 

*♦) Elem. theoret. Kryst. 1856, 279. *^) Physikal. Krystall. 1876, 878. 

f) Annalen der Chemie und Pharm. 1869, 158, 267. Zeitschr. fQr Krystallogr. 
1877, 1, 590. 



§ 6 — 8. Beredmang der Axeneinheiten. 
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Ai Aj A8 





(A'^A^^A^a) 



= 



A'i A'j A's 

fl' j/l jA 3 

vollständig bestimmt; d. h. wenn die Indices einer vierten Fläche /*= {/*] f2fz)} 
die der Bedingung : 

Ai A^ A3 

h\ A 2 A 3 

A /i A 

genügen müssen, gegeben sind, sp können die Winkel zwischen fnnd den 
übrigen Flächen der Zone berechnet werden ; und umgekehrt, wenn einer 
dieser Winkel gegeben ist, so 
können die Indices von f ermit- 
telt werden. Wissen wir nun, 
dass der Krystall, dem die Zone 
angehört, rhombisch ist, und 
haben wir die Indices dier Flä- 
chen A, A', h" demgemäss ge- 
wählt (d. h. auf ihr krystallo- 
graphisches Axensystem be- 
zogen] , so sind, wie jetit gezeigt 
werden soll, in diesem beson- 
deren Falle durch jene Daten 
auch die Axeneinheiten be- 
stimmt, wofern keine der Axen- 
ebenen in der Zone enthalten ist. 
In der Zone [A, A', k"] sind 
die Winkd zwischen den, be- 
ziehungsweise den Axen tt^, fr^, tt^ parallel gehenden Flächen : 

m*={ (n')3(AA')2} 
m2 = {(AA')3 (AA'),} 
m» = {(AA')2 (AA')i ) 

als bekannt vorauszusetzen; denn sie können nach (3), Seite 40, berechnet 
werden mit Hülfe der Formeln : 

cot (Am*) = (1 — A^) cot (AA') + A^ cot (AA") 
(1) cot (A m^) = (\— A^) cot (A A') + A^ cot (A A") 

cot (Am3) = (4 — A^) cot (A A') + A^ cot (A A") 

(m*m2) = (m*A) +(Am») 
(m*m3) = (miA) +(Am») 
(m2 m») = {m^ m*) -f- (m* m^) 

worin il*, A^, A^ die Doppel Verhältnisse: 

^i = (AA'A"mi), A^ = {hh'h''m^), A^ = (hh' h^m^] 
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bedeuten. Nun ist (vgl. Fig. 421, S. 375) in den rechtwinkligen sphäri- 
schen Dreiecken ni^m^p^ und m^m^p^: 

nncU2.n3^2^ tan(p*w3) tanfp^m») 

folglich^ da: 

(p2m3) + (mV)=^8Ö® 
(pi m3) + (m3p2) = 900 

ist: 

(2) tanMp'm3) = -J?H(!!i;^ 

^ ^ ^'^ ' tan (m^m*) 

In analoger Weise erhält man aus den sphärischen Dreiecken m^rn^p^ 
und m^m^p^: 

cos (p3^2^3) = _ ^^^iP'^') _ _ tanjp^ 

(pim2) + (mV)=90« 

/A . o/ * nx tan (m^mM 

2* tan^ p3 ^2 =i= — ; _ J. 

^ ^ v/' > tan(wi2m3) 

aus den sphärischen Dreiecken m^m^p^ und m^m^p^: 

/_o * ox tan {»3mM tan Ip^m^) 

cos p2;yi1 ,yi2 — ^ _ ^r , = _ ^^ 

^^ ' tan(w^m2) tan(m*m*) 

(p3mi) + (m«p2)=9oo 

/0.1.X o/ o n tan (m*m2) 

2^ cot2 p2m^ = — ^ , , 

^ ' v/- / tan (m*m3) 

und aus je zwei der Winkel (p^fn^)^ (P^'w^), (p3||i2j können nach den 
Formeln (6), Seite 366 die Verhältnisse der Axeneinheiten berechnet werden. 

Beispiel. Es seien zur Berechnung der Axeneinheiten des Topases fs. Fig. 
421) die Indices aod die Winkel der tautozonaien Flttchen: 

[hW] =(104^12)= 860 56' 42" 

(Vä")«s(44J''044)= 42 82 38 
gegeben*). Dann ist: 

m3=lT0, m2=»Ä = 404, ä'=:442, m» = /i" = 044 

(Amt) = (ÄV)H-(Ä'V')^ 690 28' 20", {Äm2j= 

und nach der dritten Formel (4): 

cot (Arn») « (4 — Ä^) cot [h h') 4- A^ cot (A A") 

.13=2 
cot (/im3)=a— 4,968695 -f 0,748875 «- — 4,24 982 =— lan [900 + (Am3)] 
900 -|-(Am8) s 500 89' 49,2", (frßh) « 890 20' 40,8" 
(m8mi) — (fn3A) + (Ämi) «i 4 080 49' 0,8" 

Nun erhalten wir aus (2): 



*) Vgl. N. von Kokscharow. Materialien zur Mineralogie Russlands. Peters- 
burg. 4854 — 57, 2, 498. Tnf. 83, Fig. 29. Topas aus dem Borschtschowotschnoi Gebirge 
bei Nertscbinsk. 
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,,,,,, tan 31" le' 40,8" 

tan' p'in*l= — ■■■. -' ..... 

"^ ' cot 180 49' 0,8" 
log tan (p>tn^ = 0,T3StT43 — i 



BUS der dritt«a Formel (6) S. >«: 

Ferner erhalten wir aus (!'>): 
tan «90 18' 10" 



^ taD {p'fn>), a •= 0,S18S1S 



"^ ' cot 18« 49' 

log'cot Ip'm'l = 0,078SS1B 

d aus der ersten Formel (9|i 

Demnacb babeo die Elemeol« dieses Topases die Werthe 
n: b: Cm^ 0,S1SS8G : 1 ; O.SSBOSS 




^col(plffi)). 



0,95t«S& 



§7- 
Im rhombischeD System sind die krystallographischen Axen 7E*,?r^, te^ 
zugleich die Normalen der Axenebenen p', pi, p^. Daher ist in § 4 des 
zwölften Kapitels : 

sin(p*)=1, (y/) = (ftp') 

zu setzen. So erbalten wir fOr die Winkel, welche eine Flache A mit den 
Axenebenen einschliesst, die Relation : 



* = cos* (Api) + cos* (Api) + cos* (Ap3) 



(1) 
oder: 

cos* (Ap') = — cos [(ApS) + (ApJ)] cos [(Ap*) — (Ap»)] 
(l») coss (Ap') = — cos [(Ap3) -I- [Ap'j] cos [[hp^] — (Äp')] 

cos* (Ap3)= — cos [(Ap'j + (Ap']] cos [[Api] — (Ap^j 
Zwischen den hier auftretenden Winkeln, den Indices der Fläche A 
und den Axeneinheiten a, b = ^, c bestehen die Beziehungen : 

(2) cos (Ap') : cos (Ap*} : cos [Ap*) = -i : A, : — 

Hit HUUe von (4) nnd (2) kann mnn leicht die Verhiltnisa« der Axen- 
einboilen a i 4 : c bereiten, wenn zwei FlHchenwinkol und das jSymbol 
einer rbom bis eben Pyramide (AA/) (s. Fig. 404) gegeben sind. Denn 
es ist: 



(3) 



.s{Ap-) = 

)s{Ap') = 

a(Ap')'= 
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folglich nach (I): 
(4) 



(»') 



und nach (2): 
(5) 




4)=™.w±ifi 






iel. An (!erPyr«"<*e (Hl)«) des Topases (Fig. 4«) sei: 
(J)= 78» 19' »«", (■) « SB» 89" M" 




(<'!_ 



(■»+(«)_ 



1' 80", 



(e) 



(*)-{«) _ 



= 88« J9' tl". 

und nach der drilten Formel (4^): 

■ini (^ « cos 88« ■«' (7" ■ CDS 1»( 





'ii=i(40S4'(8* 




If) = 880 


,,, Ja» 


Folglich 


nach (8): 


«„'|! 




a = 


:^' ' 


l;6:c- 


■ 0,818888 : 


■ 0,4769TS 



§8. 
Aaf Grand d«r RelatioDeD (8) und (9) in § 1 und (1) in § 6 kSnnen die 
Verhaltnisse der Axeneinheiten leicht berechnet werden, wenn die Winkel 
zwischen den PlkcfaeDpaaren A, h' und k, k', von denen jedes mit einer 
Axenebene in einer Zone liegt, gegeben sind. Wir nehmen an, dasap', 
k, k' und p\ k, k" tautozonal seien (s. Fig. iSij, und bezeichnen die, den 
beiden Zonen gemeinsame Fläche mit /. Dann erhalten wir aus (9^) und (9*) 
in § 1 die zur Berechnung der Flachenwinkel (p^k) und {p^k) dienenden 
Formeln : ' 

*) Die Pyramide, welche hier zur Gnindtonn gewShIl ist, wurde in Fig. Alt, 
Seite m, mit (Kl) bezeichnet. 
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(1) 



sin[2(p'A) + (AA')] = Ji^^^^| sin(AA') 
in [2 (p»Ä) + (AÄ')] = 1^^^^ sin {**') 



Sin 



so dass nach (8^) und (8*) in § 1 die Winkel (p^/) und (p^l) gefunden werden 
können : 



(2) 



tan(p20=/l^lan(j92Ar) 



Darauf berechnen wir [p*l) aus der letzten Formel (1*) in § 6 : 

(3) cos»(p»/)= — cos [(p>0 + (P'O] co8[(p< — (p2/)] 

und schliesslich a und c aus (8) in § 6 : 



(4) 



/l C0S(p2Z) ij 008 (p^/) 

^ cos(p*Z) ' ij cos(p^/) 



Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung in dem besonderen Falle, 
wo h' mitp^ und k^ mit p^ zusammenföllt , d. h. wo zur Berechnung der 
Verhältnisse der Axeneinheiten die Winkel gegeben sind, welche zwei 
Flächen h und k mit zwei yerschiedenen Axenebenen, z. B. mit p^ und p^, 
einschliessen. In diesem Falle kommen offenbar nur die Formeln (2), (3) 
und (4) iyi Anwendung. 
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Fig. 425. 



Beispiel. Die Axeneinheiten des Weissbleierzes (s. Fig. kü) sollen l^rech- 
net werden aus den Flächenwinkeln*): 



*) Vgl. N. TOnKokscharow. Materialien zur Mineralogie Russlands. Peters- 
burg 4870, •, 41», Hr Taf. 7», Fig. 48. 
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(Äp») = (214^4 00)= 270 29' 54" 
(Äp2) =(424^010)= 47—9 

Die den Zonen [hp^] und [kp'^ gemeinsame Fläche ist : 

« = {444} 
Nach (2) ist: 

tan(pW)= 2 tan 27« 29' 64" 

lan(p2() = 2 tan 47—9 

(pW) s: 460 9' 9", (p2/) = 650 — 45,4" 
und nach (3): 

cos2(p3i) = — cos 44409' 24,4". cos 480 54' 6,4" 

(p3f)= 54044' 44" 



so dass nach (4) : 



__cos{p2/) _^cos(p2Z) 

*""co8(pU)' ^""cösTpäT) 
a.b : c= 0,609969 : 4 . 0,72304 4 



Siebenzelintes Kapitel. 

T. Das monokline System. 

§ 1—3. Allgemeine Eigenschaften. § 4—5. Berechnung der Elemente. 

§ 6. Berechnung der Indices. § 7. Construction. 



Die monoklinen Krystalle besitzen eine S-zahlige Syrometrieaxe. Die 
vollflachigen Krystalle haben ausserdem ein Gentrum der Symmetrie 
und folglich auch eine zu jener Axe senkrecht stehende Symmetrieebene. 
Zu einer Flache, welche nicht der Symmetrieaxe oder der Symmetrieebene 
parallel läuft, gehören in diesem Falle drei andere gleiche Flächen, welche 
mit jener ein vierseitiges Prisma bilden. Die Kanten eines solchen Prismas 
stehen senkrecht auf der Symmetrieaxe. Zu einer Fläche aus der Zone der 
Symmetrieaxe gehört nur ihre Gegenfläche. Daraus geht hervor, dass die 
unter einander gleichwerthigen Flächen eines vollflächigen monoklinen 
Krystalles dreierlei einfache Formen bilden : 

4] monokline Prismen^ 

2) Flächenpaare, welche der Symmetrieaxe parallel gehen, 

3) ein zur Symmetrieebene paralleles Flächenpaar. 

Die unter einander gleichwerthigen Flächen eines monoklinen Kry- 
stalles erhalten Symbole, in denen dieselben Indices in derselben Reihen- 
folge, nur mit anderen Vorzeichen verseben, auftreten, wenn man zu Axen- 



= sin2 ß. 
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richtungen die Symmetrieaxe /r^ und irgend zwei in der Symmetrieebene 
gelegene Kantenrichtungen tt* und n^ wählt *) . Es ist üblich, die Syrametrie- 
axe quer zum Beobachter: tt* s=r [010], eine der beiden anderen Axen 
vertical und die dritte Axe nach vorn geneigt aufzustellen. Wir wollen die 
verticale Axe mit n^ = [001], die nach vorn geneigte mit n^ == [100] be- 
zeichnen. Nach Naumann werden die Axen tt* und tt^ Klino- und Ortho- 
axe genannt. 

Die geometrischen Elemente eines monoklinen Krystalles sind drei 
von einander unabhängige Grössen : die beiden Verhältnisse der Axenein- 
heiten, welche wir mit o : 6 : c, 6 = 1, bezeichnen, und die Neigung der 
Axen (tt» ' /ri) = /?, /J > 900. 

Die trigonometrischen Funktionen der Flächenwinkel erhält man aus 
den allgemeinen Formeln in § 11 des 10. Kapitels, indem man setzt: 

a^=z a^ 02 = 1, 03 = 
(7r2 n^] = [71^ 7r2) = 900, [it^n^] = ß 
cii = C22 = C33 =* ^ j C23 = C12 = 0, Cji = cos ß 
Jix = ^33 = ^? -^22 = sin 2^, ^^23 =^12 = ^) ^13 = — cos jö^ 

1 cos /? 
1 
cos /? 1 

Dann ist: 
3 

£ C^OjOjfcÄiÄ'jk = OiaiÄiÄ'i+ 0202^2^2 + 0303^3^3 + 0103(^1^3 -}- Ä3Ä',) COS i9 
il = lO«aik «ifll 0-2 02 O3O3 ZliOs 

folglich : 

/^x /rl.»^ CC/hÄ'i+ OOCCÄ2Ä'2Sin2/S -hOO/l3V3— 0C(ÄiÄ'3 + Ä3V1) COS i9 
(1) C09(W. ) p=== 

worin: 

H == ccAiA| + aacchith, sin^ /^ + aah^h^ — %ach^h^ cos /? 
tf = cch\h\ + aacch'ih'i sin* /J + aah\h\ — 2acÄ'i A'3 cos ß . 
gesetzt ist. Ferner ergiebt sich: 

(s) sin {hh') s= acsiQßy WT^ ' 

.... ,..,. . yaa{hh'h{hh'h + {hh%{W)2 -\- ccjhh'hJWk + iac{Mi'U{hh% cos /> 

löjwn (AA j = oc sin /»^^^ ^,^ _j_ o^cc/j^Va sin« ß -f- oaÄ3A'3 — acihth's + Ä3V1) cos /9 

Hieraus erhalten wir für die Flächenwinkel in der Zone der Axen : 
♦a« f(\h Ä *nv AM— c{h2h'^ — hzh'2)sinß 

tan (ÜÄo% 0^0/13]= r— TT . « ^ , — j-TT" 

^ '* ** '^ *' CCÄ2Ä2 sm' />+ Ä3A3 

/ii\ • « /j. AA*v HAM ac[h^h\ —hxh\] sin /? 

(4) tan (A,0/i3AiüA3) - ccAjÄ'i + aah^h\ - ac (h,h\ + h.,h\) cos /? 

♦o« (h A A*A' A' A^ o(AiA'2 — ^2^Msin/!? 
tan (nt n^O A 1 /? 2 "== im — ; ttt — . o ^ 



♦) Vgl. S. J09. 
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und insbesondere fQr die Winkel mit den Axenebenen : 



h' 



(5) 



cot {0<0*OA',Ä',) = c ^A sin /? = — tan {00< OA'^',) 

• » s 

tan (lOO'A'iA'jO) = a)^sinß = ~coi (OIO'A'iÄ'^O) 



Diese Formeln sind dadurch bemerkenswerth, dass sie sich nach den 
Axeneinheiten auflösen lassen : 

_ K^ cot (OIQ'OA^a^'s) _ _ ^ tan (OOrOA'aA',) 
Ä'2 sin ß h\ sin ß 

ii,^ (^ h\ . ^r ./AAiA|./^w^ . , ^, A\ sin[(00rA'i0A'3)+/?] 
(6) ^ = ^-^ sin /^{cot (001 A , A ,) + cot /? } = ^/ ^ ^^^^ .j, . ^^ J 



_ Ä\ tanfiOO'A^A'aO) _ _ A^ cot(010^A\A^2 0) 
h\ sin /? A'2 sin ß 

§2- 
Aus zwei Flächen mit den Symbolen : 

A = {AiA2A3}, A' = {A',A'2A'3} 
und den, in Folge der Symmetrie des Systems ihnen zugehörigen gleichen 
Flächen : 



10 




leitet man zunächst vier, in der Zone der Symmetrieaxe /r^ = [040] gele- 
gene Flächen ab (s. Fig. 486], welche beziehungsweise in den Zonen : 
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[AA-], [A'A"'], [hh'% [hh'] 
liegen und deren Symbole : 

n={A,OA,} 
„' = {A',OA',} 

q = [ hih'2 + Äj A I »0 • h2h'^ + h^h'i } 
,' =, { A, A'a — AjA'j . . - AjA's + Ä» A', } 
sind. Man bemerkt, dass die Symbole von q und q' die Form : 



9 = 
haben, worin : 



Ai+^A', .O.A, + pA',} 
Ai— ^A'i • . A, — eA',} 



gesetst ist. Folglich sind nach § 4 des 4. Kapitels die tautosonalen Fliehen 
n, n!y 9, q vier harmonisehe Flächen und das Doppelverhtthniss derselben 
bat den Werth *} : 

(nnqq')^—\ 
Demnach ist: 

2cot {qq') = cot (qn) + cot {qn') 
Da: 

(nn'qq') = (n'nq'q) === {qq'nn') = {q'qn'n) 

ist) so bestehen auch die Relationen : 

2 cot [qq) = cot [q'n') + cot [qn'] 
2 cot [nn') = cot {nq) + cot (nq') 
2 cot [n'n] = cot (n'g ) -f cot [n'q] 

Aus Figur 426 ersieht man, welche Flächen eines monoklinen Krystalls 
unabhängig von einander mit Symbolen belegt werden können^). 

1) Zwei Flächen, welche verschiedenen und mit der Symmetrieebene 
nicht in derselben Zone liegenden Prismen angebdren, können wiUkttrlich 
symbolisirt werden : 

A»{A,AjA,}, A' «{A'.A'jA',} 

Damit sind gleichzeitig die beiden symmetrisch zugehörigen Flächen : 

A" = {AiÄ,A,}, A'" = {A',Ä',A',} 

also im Gänsen die erforderlichen vier, nicht zu Je dreien einer und der- 
selben Zone angehörenden Flächen mit Indices versehen. 

2) Ist eine Fläche h einer prismatischen Form mit einem willkürlichen 
Symbol: A =s { A| /^ A3 } belegt, so ist damit der Fläche n in der Zone der 
Symmetneaxe das Symbol : n = { Ai A3 } ertheilt. Dann müssen in der 



*) Basselbe Ergebniss ist aus den barmoiiisohen Eigenschaften des vollständigen 
sphärishen Viereclcs A, V, hT, hT' tu entnebmen. Vgl. S. 45. 

^) Vgl. Mi Webs ky. Ueber die Berecbnung der Elemente einer monoklfniscben 
Krystallgatlung. Monatsber. Berlin. Alcad. 1880, 289. 
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Zone der Symmetrieaxe noch irgend zwei Flächen q und q' symbolisiri 
werden , wobei nur zu beachten ist , dass die Indices von q' nicht der 
Reihenfolge nqq' widersprechen. 

3) Geht man von einer Fläche n in der Zone der Symmetrieaxe aus: 

n — {wiOn, } 

so müssen die Indices h^ und A3 einer Fläche h aus der Zone [np2] der Be- 
dingungsgleichung: 

— njA, +n|Aj, ===0. 

genügen^ während der Index h^ eine beliebige rationale Zahl ist. Ausser- 
dem hat man noch eine Fläche h' eines, nicht in die Zone [np^ fallenden 
Prismas oder an deren Stelle zwei Flächen q und q' aus der Zone der Sym- 
metrieaxe willkürlich zu symbolisiren. 

4) Hat man Eunächst über die Indices von zwei Flttdten 9 und q' aa» 
der Zone der Symmetrieaxe verfügt, so sind die Indices einer Fläche h 
eines Prismas, welches nicht in die Zonen [qp^] und [q p*^] fhllt, nur der 
Bedingung unterworfen, dass die Indices der gleichzeitig mit h symboli- 
sirten Fläche n aus der Zone der Symmetrieaxe nicht der Reihenfolge ifiqq' 
widersprechen. 

5) Legt man die Indices von drei Flächen n'qq* aus der Zone der Sym- 
metrieaxe zii Grunde^ so ist das Symbol derjenigen Fläche n aus dieser 
Zone, welche durch ein, nicht in den Zonen [n' p^^ [iP^]i W P^ liegendes 
Prisma hh" bestimmt wird, von den Symbolen der ersteren drei Flächen 
abhängig. Demnach ist in dem Symbol h = [h^ h^h^} nur noch der mittlere 
Index h2, der irgend einen rationalen Zahlenwerth annehmen kann^ will- 
kürlich zu bestimmen. 

§3. . 

' Unter den Zonen eines monoklinen Krystalles sind hervorzuheben: 

i) Die Zone der Symmetrieaxe 7t\ 

2) Unendlich viele Zonen, deren Axen der Symmetrieebene p* pftrdllel 
gehen und das Kantenbüschel dieser Ebene bilden. Hierher gehören z. B. 
die Zonen der Klinoaxe tc^ und der Yerticalaxe /r^. Jede dieser Zonen be- 
sitzt ausser der Symmetrieebene p^ noch eine, aufp^ senkrecht stehende, 
also in die Zone der Symmetrieaxe 7t^ fallende Symmetrieebene. 

Hieraus ergiebt' sich, dass die Symmetrieebene p^ als diejeni^. 
Symmetrieebene, welche irgend zwei der symmetrischen Zonen \i) gemein 
haben, bestimmt ist. Ein Beispiel gewährt die in Fig. 427 dargestellte 
Combination de6 Sanidins"^), deren Zonenzusammenhang aus -der stereo- 



*) Sanidin aus dem Alhaoer Gebirge, a:d :cc=sO, 6595:4 ;0,55il,/9» 44&O47'80''. 
Vgl. J. Strüver. Studi sui niinerali del Lazio. Parle seconda. R. Accad. dei Liacc^i. 
4876— 4$77. Cl. di Sc. fis. Ser. III, Vpl. I. — Paraus in: Zeitochr. f. Krystallogr. 
4877, 1, 244. 
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graphischen ProjeolioD ihrer Polfigur auf die Symmetriecbene (Figur 428) 
ersichtlich isl. An dem Krystall, der eine Corabinalion von : 

(001), (TOI), (i03), (201), (010), (130), ((10), (Tll) 
ist, treleo iwei symmetrische Zodcd auf: die Znne der Verticalaxc : 

110, 130,010, T30, TIO 
und die Zone : 

TOI, ?H,OtO, ia, 10T 




Fig. 418. 



1 Kryslall 



Die SymBietrieebenen der ersten Zone sind 010 und die 
nicht ausgebildete Flache 1 00, die der zweiten 
010 und Toi . Der Zone der Symmetrieaxe ge- 
baren OOi, TOI, i03 und ioi an. In die 
Pig. 428 sind noch die in der Symmelrieebene 
gelegenen Axen (Klinoaxe a, Verlicalaxe c) 
eingetragen ; die Symmetrieaxe ist mit 6 be- 
teicbnet. 

Die bemimorplion KryaUlle des mono- 

klinen Systems bealtien eioe polare S-Uhlige 

Symmelrieaie. Rohnucker = Ci'HWO", Quer- ^- ^,j 

eil = (^W(fi, RecbtsweiDsäure •= OfP0"(siehe 

Fig. *»B). 

§*■ 

Aas dcD Formeln (6) in § 1 ergiebt sich, dass man die Verhältnisse 

der Äxeneinheilen direct nur dann berechnen kann, wenn man den 

Winkel der Axen (ir*«-') == ß und in zwei der Axenzonen [jt'], [it^], [?i^J 

je einen Winkel zwischen symbolisirten Flächen kennt. Da der Winkel 

LUbiacIl, Gmuttr. KryiUlloir. Jj 
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/9= 180* — ip^p^) sieh feicht berechnen lässty wenn in Idcir Zt)ne'!'d6r 
Symmetrieaxe 7t^ die Wiökel zwischen drei syn^boHsfrten FiächebÄy A^ Ä" 
bekannt sind^ so eirgiebt sich, dass man dxe Bereehpuntg der Ele- 
mente eii^es mofioklinen Krystafl^s intern folg^n)l^i^,.I^a|l|B ^ir- 
rect und in jedem anderen Falle erst nach einer ZurUckfuhrung auf den in 
Rede stehenden Fall ausfahren kanÄ'/^ • . • • 

Es seien die Indices,4^r Fl^chjE^n^, ft;,.Ä".aus der Zone der'feyniirieirle- 
axe und der Fläche k aus der 2one [np^ bekannt : 

A = ÄiOÄ3, A' = A'iOÄ'3, Ä" = A"iOA"3, A' = A',Ä-2Ä-3 

gemessen seien die Winkel (AA'), (A'A"), (AA) (s. Fig. 430). 



JOO 



020 




aio 



■ i 



Flg. «ÄO. 



1) Berechnung von ß aus deh Formeln: 

/!? = 4800 — (p3pij = 1800 — (pSÄ) — [hp^] 
cot (Ap3) =(1 — a) cot (AA') + 21 cot (AA^ 



worin 






3 ff j — AjA 3 A'i 



worm 



I • \ 



cot (A jo>) = (< — «') cot (A A') + ä' cot (h h") 

a tflflflp, h',h-\-h\h\ A-, 

2) Berechnung der Axeneinhei.t a. Bezeichnet man die der Zone [p^k] 
und der Zone der v.erticalen Axe gemeinsame Fläche mit s = {A*i A^^O), so 
ergiebt sich nach (6) in § 1 der Werth von a aus : 

^ ^ kl tan (p' s] 
*2 sin /:/ 



•■ . , 



§4—5. Berecboung der Elemente. 
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Man erhalt den FläehenwiukeJ [p^ s) aus dem bei p^ rechtwinkligen 
sphärischen Dreieck p^sp^ nach der Formel : 

tan {p^s) = — tan (sp^p^) sin (p^p*) 

worin s die Gegenfläche von s bedeutet, und den Winkel {sp^p^)= (sp^h) 
aus dem bei h rechtwinkligen sphärischen Dreieck hkp^, dessen Katheten 
bekannt sind : . 

tan Isp^h) = ; — TTTT 

^ ^ ^ sm (p3Ä) 

3) Berechnung der Axeneinheit c aus der zweiten Formel (6) in § 1 : 



h 



.3 sin (p^Ä) 



k, Sin [{p^h) + ß] 

Diese Methode zur Berechnung der Elemente eines monoklinen Kry- 
stalles soll in dem folgenden Paragraphen durch einige Beispiele erläutert 
werden. 

§ 5.' •■'■■. ■ 

Der einfachste Fall ist der, wo Ä = p* = f ÖO und A' = p» :== 004 ist 
(s. Fig. 431). Dann liegt die Fläche fein der Zone derYerticalaxe: fe = {AfeO}. 
Winkel ß ist direct durch Messung gefunden und nur die Axeneinheiten a 
und c sind, zu berechnen mit Hülfe der Formeln : 

Atan(lflO'AÄO) 

ö == — — -^ — '■ 

k sin /^ 



c = — a — 



l sin(00rÄ0/) 



h sm[{OOrhO[) + ß] 



alo 



ß ■ I 




mo 




Fig. 482. 



Beispiel. Nach den Messungen von C. Klein*) sind am Epidot aus dem 
Sulzbach thal (Fig. 48i) die Flächen winkel : 



II 1 1 1 ii 



*) Jahrb. Min. 4872, 448. Einleit. Kry8tal|l>erecbn. Stuttgart 1876, 237. 

23* 
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(A/^r)= (004^00)= 640 86'= 4800 — ^ 
(r^if) = (40^004) = 63 42 
{z^'s) ={440"440)= 70 i 

Man findet a aus : 

tan (4 00^4 4 0) 

o = ^ 

sin/9 

(r^s) = (400^440)= 900— 1 (il0"440)=r 540 59 J' 

a = 4,58073 
und darauf c aus : 

sin (004^T04) 



c = — a 



1 At, 



sin[(004 T04)-t-/SJ 

wobei zu beachten ist, dass die FlUchenwinkel in der Zone der Symmctrieaxe in der 
Richtung von p^ nach p' positiv gerechnet werden, also: 

(004^04) = — 630 42' 
zu setzen ist: 

c= 4,80574 

Demnach sind die Elemente dieses Epidots: 

a : b : c^ 4,58078 : 4 : 4,80574; ß= 4450 24' 

Der in Fig. 432 in einer Projection auf die Symnietrieebene dargestellte Krystall 
zeigt die typische Ausbildung der Sulzbacher Epidote*). Er wird begrenzt von den 
Flfichenpaaren : 

7 = (400), c = (404), 3f = (004), i = (702) 
r =(T04), / ={504), f =(J04) 

aus der Zone der Symmctrieaxe, dem zur Syniiiietrieebene parallelen FiSchenpaar: 

P=(04 0) 
den verticalen Prismen : 

tl = .2l0), i5=(H0), 7/ =(120) 
den Prismen : 

d=(441), n=j44) 
den Prismen : 

o=(044), fc=(042) 

aus der Zone der Klinoaxe, dem Prisma : 

9 =(524) 

welches mit s in der Zone [My d, n] liegt, und den Prismen : 

6 =(238), t/=(24 4) 
welche mit o der Zone [ T, d, n] angehören. 

In dem nachstehenden Falle ist ß nicht direct gemessen, aber dock 

leicht aus den gemessenen Winkeln zu berechnen. Es seien gemessen die 

Flachenwinkel : 

(lOO'AiO), (OATOOI), (OOrAA-0) 

dann findet man ß aus dem bei p^ rechtwinkligen sphärischen Dreieck, 
dessen Eckpunkte die Pole von p*, hkO undp^ sind (s. Fig. 433): 

. . .^ cos(AAO^OO i) 
^'iP'P')= cos (m^hk ö) 

ß=iSO^— (p3pl) 

*j Nach n. Bücking. Ueber die Krystallformen des Epidots. Zcitschr. für Kryst. 
4878, 2. 329. Tuf. XIV, Fig. 2. Vgl. Klein a. a. 0. 



§ k — 5. BerechDUDg der Elemente. 

Die Axeneinheit a ergiebt sich aus : 

_ A tan(IOO'feifcO) 
k sin ß 

und die Axeneinheit c aus der ersten Formel (6) in § \ 

__l ran(OOfO/t/) 
h sin /i^ 
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wobei wieder zu beachten ist, dass die Flächen winkel in der Zone [p^p^] 
in der Richtung von p^ nach p^ positiv gerechnet werden. 

Beispiel. Am Sphen von der Sella-AIp am St. GoUhardt*) Ist: 

i(n) = (100^4 10) = 280 4' 

(r>)=(014''001)= 33 Ui 

(P"<) = (004"4H)= 85 45 

COS 850 45' 



COS(1800 — /?) = 



COS 23 4 ' 



^ = 94037' 12,8" 



a SS 






lan230 4' ...„..„ 

= 0.427237 

Sin 940 37' 42,3" "'"''*' 

tan 330 4 4 j' 
sin 940 37' 42,3" ^ ^'^^'^^ 



Demnach sind die gesuchten Elemente : 

a: b: c^ 0,427237 : 4 : 0,657557 ; /J = 940 87' 42,8" 

Es seien die Winkel (ÄA") und (A'Ä'") zweier monoklinen Prismen, 
welche nicht mit der Symmetrieebene in einer und derselben Zone liegen, 
und der Winkel {hh') an einer Combinationskante der beiden Prismen ge- 
messen (s. Fig. 486, Seite 382). Zunächst leitet man wie in § 2 aus den 
gegebenen Flächen die Flächen nn'qq' ab, wobei: 

(hn) = \[h h"), (Ä' n') = | (Ä' h") 

*) Vgl. Fr. Uessenberg. Mineralogische Notizen. 4860. No. 8 (Zweite Forts.). 
S. 28 (aus: Abbandl. Seockenberg. Naturf. Ges. Frankfurt a. M. 8, 277). G. Klein. 
Einleit. Krystallberechn. Stuttgart 4876, 242. 
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und suclil daDD zwei der Winkel zwischen nn'qq' zu horechneo. Man findet : 

{nn') = (hp^h') = 180« — (hp^h') 

worin h die Gegenfläche von h bedeutet, und berechnet den Winkel ^p^h') 
aus dem sphärischen Dreieck hp^h!^ dessen Seiten bekannt sind : 

(Ap2) = 900 _ (n A), (p2 A') = 900 _ [V n'), [h h') 
so dass : 

t«n2 (^P^^^) _ sin(^)sin[5-(/i-A)] 

2 sin [s — (Ap2)] sin [s — [p'^h')] 

worin mit s die halbe Summe der Seiten bezeichnet ist. Berechnet man 
auch noch den Winkel (h' hp^) aus der Formel : 

2 (^"^P^) _ sin(^)sin[^— (p2A^)] 

2 ~ sin [s - [K h] ] sin [s — [h p^) ] 

so kann man darauf aus dem bei n rechtwinkligen sphärischen Dreieck 
hhq\ von dem die Seite (nh) und der Winkel : 

(p2AA')=^i800 — (Ä'Äp2) 

bekannt sind, den Flächenwinkel {nq') berechnen nach der Formel : 

tan (n q') = — tan (/)2 A A') sin (n A) 

Damit ist auch dieser Fall auf den in § 4 behandelten zurückgeführt. 

Beispiel. An dem o-Dibenkanlshydroxylamin beobachtete C. Klein*) fol- 
gende Formen (s. Fig. 434 , 435): 




im 



m 





Fig. 484. 



Flg. 435. 



6 »(010), pc=(440), «i«=s(420), 0< 
nc=(0J4), i «=(044), r «=(144), W 

Zur Berechnung der Elemente dienten die Winkel : 

[hh") =(0«4"054)=46O48' 

(Ä'V") = (T4 4"TT4) = J5 8 

. [hh') =(Oa4^T4 4)«l5 56 



(T4 4) 
(184) 



*) Einleit. Krystallberechn. 4876, 264. Ann. d. Chem. u. Pharm. 186, 76. 
Schrift für Krystallogr., 4877, 1, 682. 
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Demnach sind die Seiton des sphärischen Dreiecks hp^h'\ 

(Ap2) c» 900-h^aO 9' «660 54' 
(p2V)c±90 — .-IJ 84 =77 J6 
(ÄA') = c= 35 56 

die halbe Summe derselben = 90P 6^' und : 

a [hp^h') _ sin 900 ej' - siJi 540 4 0j^ 
*" i ""ßinaa 45i -sin 42 40i 

(np»Ä')=^ 4 430 47'*2" 

i.l ''il» " '.1 ,;►(»•')» 36 4a 48- .' . ' 

••■• Kernet ei'^ieM sieb-.: ,'<-<<"- ■' 

. o (Ä'Ap2) sin 900 6i' • sin 420 404' 
2 sin i3 45^ • sin 54 40^ 

■'.■■•''■ '{ißhh')t±z40% kis 40 • ^' 

D^eth^ächkt erliält man :' 

tan (n^ = — tan 4«0<^ 4»' 40" . sin 280 9' 
{n^')= 640 44" 57,5" 

p>[ach- dieser .Vorbereitung kann ß berechnet werden. Da; 

A« Ö24, **"»= p54, V =s,T44, A'" = TI4 
so ist : 

n=004, n' = T04, ^ = l08, ^ = 204 

Die Berechnung von ß wird also in dem vorliegenden Falle dadurch verein- 
ffipht, dasf n «= 004 =,fß ist« Wir haben n^r noch : 

'(i*jpi) = (|>3pi) = 4800-^ 
zu berechnen nach der Formel : ■ ' 

cot [np^] = (4 — «) cot [n n') + % cot (n q') 
worinr: ' ' ' < 

so dass * 

• • '■'•'■ ' C0l(nptjfc«^'Cöt360 42^48"4-2cot6*0ii' 57i" 

(np»)=» 680 4 4' 4 5,6" 

ß = 444 45 44,4 

Die Berechnung der Axeneinheiten wird dadurch erheblich vereinfacht, dass 
ein PJSTciietowlUkel aus der Zone der Klihoaxe nk- 

: "■■ (nÄ)==:(0()4''024)=i: 4{A"A')=230 9' 

bekannt ist. Demnach erhält man die Axeneinheit c aus der Formel : 

cot(040^024) cot 660 54' 

2sin/9 äsih 680 4 4' 4 5,6" 

CF» 0,23049 
' Darauf ergiebi sich die^ A'xeneinliäit a aus dev ForiDel : 

"" sin [(004^04)+^ ) 

^"'' ^ sin(004'^0!) 

wobei wieder zu berücksichtigen ist, dass hierin : 



. (nn']Ä?(004"?04j=,— 360 42'i8" 
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zu setzen ist. Demgemöss wird : 

sin (360 42' 48" -f 68« 4 4' 45,6") 



a = 0,23049 



sin 360 42' 48" 
a = 0,37739 



Das Ergobniss ist also : 

Klein: 

a =z 0,37739 0,8778908 

C &= 0,28049 0,2804944 

ßz= 4440 45' 44,4" 4440 45' 50" 

Eine vollsländige Aufzählung der Fälle, in denen die Elemente eines 
monoklinen Krystallcs berechnet werden können, gab M. Websky a. a. O. 

§6. 

lieber die Methoden zur Berechnung der Indices vgl. Kapitel 1 0, § 8 — \ 0. 
Die in § 10 beschriebene Methode vereinfacht sich in dem besonderen Falle, 

wo zur Bestimmung der Indices einer Fläche 
u = ^hkl) ihre Winkel mit zwei Axenebenen 
gegeben sind. *) 

1*) Eine dieser Axenebenen sei die Sym- 
metrieebene p^ = {010}. Nach der Definition 
der Indices ist (s. Fig. 436): 

h k l 

(1) - : T : - = cos [uTt^] : cos [uTt'^) : cos (utc^) 

Aus den rechtseitigen sphärischen Drei- 
ecken U7C^7t^ und UTt^Tt^, {7chc'^) = (7C^7t^) 

= 90», erhiflt man : 

cos (WTT^) = sin [U7t^) cos {U7t^ 7t^) 
cos (WTT*) = Sin (UTC^'j cos [UTC^TC^] 

oder, .wenn man der Kürze wegen den Winkel : 

(wpV) = (?) 
setzt : 

cos {u7t^) = sin [uTC^) sin {ß + q) 
cos [uTC^) = sin (mtt^) sin (q) 

so dass : 




(2) 



Fig. 486. 



i3) 



(4) 



h Ic l 



- : r : - = sin [tirc^] sin [ß + q): cos [tut^] : sin (mtt*) sin (^) 

U U (y 



Den Winkel (q) kann man berechnen, wenn ausser (uu^) = ^up'^) 
noch (up^) oder (up^) gegeben ist; denn in den rechtseitigen sphärischen 
Dreiecken up^p^ und up'^p^, [p^V^] = [p^P^] = 90^, ist : 

cos (up>) = sin [uTt^] cos [q] 

cos [up^) = — sin (u7t^) cos {(i + q] 



(5) 



*] Vgl. V. von Lang. Lcbrb. der Krystallogr. 4866. § 4 00. 
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Darauf erhält man die Verhältnisse der Indices nach (4) aus : 

(6) cot{u7t^ = ll sin [ß + Q) = ll sin {q) 

Umgekehrt findet man [q] aus den Elementen des Krystalles und den 
Indices der Flache u nach der Formel : 

h c sin(ß + q) 

l a sin (q) 

die nach Einführung des durch : 

(7) 7^ = »«''* 

l a 

definirten HUliswinkels & übergeht in : 

(8) tan M tan (435» — ^) = tan /| + p j 

2*) Sind p^ und p^ die beiden Axenebenen , welche mit u die ge- 
gebenen Winkel einschliesssen , so erhalt man den Winkel [q) nach der 
aus (5j fliessenden Formel : 

cos (up^) cos (q) 

cos (up^) cos (/^ + q) 

oder: 

(9) tan (^ + ?) = cot Y ^» ^ T ^^ \ i' i\ f ) 

Darauf findet man [un'^) aus (5) und die gesuchten Verhältnisse der 
Indices aus (6j . 

Beispiel. Zur Bestlmmong der Indices der Fläche cf des Orthoklases : 
a : 6 : c= 0,6585 : 1: 0,5554, ^=4460 3' 
sind die Winkel : 

(crp«)e= 490 10', (crp«) = 550 n' 

gegeben. Man berechnet zanaichst (q) aus der zweiten Formel (6): 

,^ , , cos («rp8) cos 55» n' 

cos(^ + e) = -,-i5^p,^ ^-^^-^ 

4800— .(^4-^)= 440 ^'80" 
(^4-^)s= 138 59 30 
{q)^ ii 56 80 
darauf die Verhöltnisse der Indices aus (6): 

/i ^ a 8in(/> -I- g) ^ cos 480 59' 30'' 

k^ b cotlcfjpSj ' cot 49 40 

^ CS 0,49999 = 4 

' £ S^" (g) ^ 11584 sin 2i0 56' 30" 
* ■" 6 cot («Tp«) "" ' cot49 40 

^« 0,250548« I 

Folglich ist : 

(f » {241} 
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§7. 



• 1 



Das Axensyslem eines monoklinen Krystalls wird nach den Regeln des 
Kapitels 9 projicirt, indem man zunüöhsi v)ie bei dinem rhombischeii' 
Krystalle mit HUlfp der ProjectiQn eines rechtwinkligen Systems gleich- 
länger Axen die Projectionen der Einheiten h xind c der Syihmetrifeaie tt^, 

und der Verticalaxe tz^ zeichnet (s. Seite 45t) .^ 
Um darauf Richtung und Länge der Projection 
der Klinoaxe tt^ zu construiren, bestimmt man 
den Endpunkt 4 dßr poaiiivep^ipheif ß 4i^^r 
Axe durch seine Coordinaten in dem recht- 
winkligen Axensysteme, welche die Werthe:; 

a sin ß 
— a cos /f 

in Bezug auf die vordere und die verticale Axe 
haben. Trägt man nun die passend verkürz- 
ten Längen dieser Coordinaten, OÄ'' und^A' A"^ 
in die Projeetion des Axensyslems (Figur 437} 
ein, so findet man auf solche Weise die Pro- 
jection A* des Endpunktes A der Axe 7r^ 




Fig. 437. 
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Die triklinen Krystalle besitzen keine Axe und keine Ebene der Sym- 
metrie ; sie sind nur symmetrisch in Bezug auf einen Mittelpunkt. Ein 
trikliner Krystall ohne Centrum der Symmetrie ist bisher nodb nicht 
beobachtet worden. Wenn nach dem Vorgange von A. Bravais*) das in 
Rede stehende System zuweilen das »asymmetrische« genannt wird, so ist 
zu bemerken, dass Bravais damit nur das Fehlen einer Symmetrieaxe be- 
zeichnen wollte**). 

Zu jeder Fläche gehört eine Gegenflächc. Aber jedes derartige Flächen- 
paar ist von allen übrigen Flächenpaaren unabhängig. Je zwei, unter 
einander nicht parallele Geraden oder Ebenen eines triklinen Rrystalles 
haben verschiedene geometrische und physikalische Eigenschaften. 

Irgend drei Kantenrichtungen, welche nicht einer und derselben Ebene 

*) M^m. sur les syst^mcs de poiote distribu^s röguU6rement sur un plan ou dans 
l'espace. Journ. de l'Ecole Polytechn. XXXIU« Cahieri 97. 

^*) Die hierauf bezügliche Definition lautet: »Tout assemblagc (Raumgitter) poss«^- 
dant un ou plusicurs axcs de symätrie sera dit Asse mb läge sym^triquc; dans le 
cas contraire, il sera dit asym^triquofi «i. c. 58. 
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parallel luufen, köDoen zu A xen rieh tun geo ti*, n^, n^ gewählt werden. 
Die Verhaltnisse der Axeneiobeiten 01:01:03 kttnnen durch irgend eine, 
zu keiner der Axen parallmle ^eoe beatuminb werden. Die geometriscbea 
Elemente eines triklinen Krystalles : 

tt, : Oi ;.03, (?t>«-'), (ttS/t'), (jrijfcS) 
sind also fttnf von einander unabhängige Grossen (vgl. S. IST) . Die KrysteUe 
verschiedener, in diesem System krjstallisirender Substanzen unterscheiden 
sich von einander durch verschiedene Werthe aller fünf Elemente. 

Da von der WillkUr in der Wahl der Axen bei der Beschreibung eines 
triklinen Krystalles in manchen PSllen wiedefhoH Gebrauch gemftdit wor- 
den ist, so kommen in diesem Systeme die allgeffioiiMD Formeln' f«r die 
Transformation der lodtees bei VerandeniBg der Axenridbtungen Und 
Azeneinheiten hanfig zur ADwenduOf;. (Vgl. das fünfte Kapitel, ^11 d«a 
sechsten Kapitels ond die 6. 58 — 6S behandeltenBeispieüe.) 

Die Berechnung der Element« trikliner Kryslalle erft^gt nach den im 

zehnten Kapitel dargelegten allgetneioeo Methoden. Ke Vereinfachungen, 

deren sie fähig ist, beruhen darauf, dass man den varherrscbend aosgei»^ 

dcten oder physikalisch (l. B; durch Spaltb&rkeit oder ZwilUngibiMnng) 

ausgezeichneten Flachen tnOglichst einfache Indioes ärtfaeilt (vgl. die Bei" 

spiele auf S. *63, *69, 47*). ''. ' ■■■ 

Zur Berechnung der Elemente sind entwederdte \Plnkel zwischen Yfcr FWclieli; 

von denen nicht je drei In einer Zone liegen (S. IS9), oder die Winkel zwfsehm ffiftf 

Flsclien, die sicli In specielier läge befinden (3. »9, fH), erfordedicli. 9o konnten 




die Elemenl« dei AlbUkryitalla!) Pigures voilsOiDdlg beBtitnml «cisden [S. (7t), 
während der in Fig. 438 dargesicllle Kryütail desselben Minerals nur die Ermittelung 
der Wioiiel iwimdien den Axen (ntn^l, (n^n'), (n'n)) und dio fiDStlmmung des Ver- 
bttllDitses der Axeneinhetten O] : oj geslaUet. Fignr 4S9 ilelU eio« etereograirfdsche 
ProjectiuD derPolflgurdesAlMlsdar. :m - ■•■ 1; 
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§1. Ei^änznngszwiüinge. §2—6. Gesetz der Zwillmgsbildnng. §7 — 8. ße- 
rechunng der Zwillingskrystalle. § ü. Coni^trnctiüii derZwillingskrystalle. 
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Als ErganzuDgszwillinge bezeichnet man VerwachsungeD cor- 
relaler hetniedrischer Krystalle, deren krystallographiscbe Axensystemc 
sich in paralleler Stellung befinden'). £in Zwilling dieser Art besitzt 
dieselben Symmetrieebenen wie die Krystallform, als deren Partialformeu 
die betreffenden Hernieder betrachtet werden können. Man beschreibt den 
Zwilling daher auch, indem man angiebt, dass die beiden Individuen des- 
selben tu einer der Ebenen symmetrisch liegen, welche in Felge der lle- 
miedrie aufhörlen, Syiumelrieebeneo zu sein. In den Fällen, wo die cor- 
relateu Uemiiider deckbar gleich sind, kann man sich den Zwilling geo- 
metrisch autdie Weise eutstaodea denken, dass man das eine von zwei 
in paralleler Stellung befindlichen Individuen um die Normale zu einer der 
in Rede stehenden Ebenen um 1 SO" dreht. Wenn diese Normale jedoch 
schon eine 2-zahlige Symmctriease fUr jedes der beiden Individuen ist, 
oder wenn die correlaten Hernieder enantiomorpb sind, so ist diese Vorstel- 
lung nicht möglich. Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung dienen. 

RegulttrcsSystom- 
Fig. itO stellt einen Eisenkieszwilling dar, eine vollständige 
Durchdringung der correlalen Pentagondodekaeder ;t[S10} und 7c(180) 





von der BescbafTcnheil, dass die Flachen des Dodekaeders (110) Symmetrie- 
ebenen des Zwillings sind**). Auch bei tetraedrisch-hemiedrischcn 

■) Nach W. Hai dinger. Haodb. der beslim. Mio. Wien ISilt, 356. 
**) Chr. S. Weiss. Beschreibung einor Zwillingslirystallisation des Schwerelliiesea. 
Mag. Gesellscb. oalurforscb. Freuode. Berlin 1018, 8, H. 
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Krystallen des reguliireD Systems sind ErgUnzungszwillinge beobachtet wor- 
den; so am Fahler z Zwillinge, welche von den correlaten Tetraedern 
^=:t(4H) und i'£=:r(TTT) gebildet werden und nach den Hexaeder- 
ebenen symmetrisch sind (Fig. 441)"^). In beiden Fällen sind die krystal- 
lographisehen Axen der zum Zwilling verbundenen Individuen in paralleler 
Stellung, während die einseitigen 3-zähIigen Symmetrieaxen der beiden 
Individuen in entgegengesetzten Richtungen verlaufen. Auf diese Weise 
wird durch die Zwillingsbildung die Symmetrie der holoedrischen Krystalle 
dieses Systems hergestellt. In dem ersten Falle erhält man den Zwilling, 
wenn man eines von zwei parallelen Pentagondodekaedern um die Nor- 
male einer Dodekaederfläche um 180<> gegen das andere dreht. In dem 
zweiten Falle kann der Zwilling nicht durch eine Drehung um 4 80<) um 
die Normale einer Hexaederfläche erzeugt werden^ weil diesig Normale 
schon für jedes der beiden Individuen eine S-zählige Symmetrieaxe ist. 
Dagegen kann die Drehung wie vorhin um die Normale einer Dodekaeder- 
fläche vorgenommen werden, da diese Normale nicht Symmetrieaxe ist. 

Hexagonales System. , 

Zu den Ergänzungszwillingen gehört die Verwachsung von optisch 
rechtsdrehendem und liaksdrehendem Quarz (Fig. 442), welche von 
G. Rose**) beobachtet wurde. Wie die optische 
Untersuchung***) ergab, sind die beiden Krystalle mit 
theils verlicaleu, theils horizontalen Regrenzungsflächen 
vollständig durcheinander gewachsen. Reide Indivi- 
duen haben die krystallographischen Axen und daher 
auch die Rhomboeder r = p^ (0 H 4 ) , r' = p^ (0 U 4 ) 
und das Prisma erster Art p == Q{OiiO) in paralleler 
Stellung. An dem rechtsdrehenden Krystall tritt das : 

rechte directe Trapezoeder x = q^.^ (1654) 

an dem linksdrehenden das : 

linke directe Trapezoeder x = qi^ (4654) 

auf. Der Zwilling ist symmetrisch nach den Flächen 
des sechsseitigen Prismas zweiter Art, d. h. nach den- 
selben Ebenen, welche fttr das aus der Vereinigung ^^* 
der beiden Trapezoeder hervorgehende Skalenoeder 
Symmetrieebenen sind. Da oorrelate Trapezoeder enantiomorph sind, so lässt 
sich dieser Zwilling durch Angabe einer Drehungsaxe nicht beschreiben. 




*) A. Sadebeck. Ueber geneigtfltichige Hemiödrie. Zeitschr. deutsch, geoi. Ges. 
4878, 80, 599. 

**) Ueber das Krystallisationssystem des Quarzes. Abbandl. Berlin. Akad. 4846. 

Seite 40 des Sep.-Abdr. Taf. IV, Fig. 5«. 

***) P. Groth. Ucber Krystallform und Circularpolarisation und über den Zusam 
menhang beider beim Quarz und überjodsauren Natron. Monaisber. Berlin. Akad. 1869^ 
Hi. Pogg. Ann. 1869, 187, 435. 
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Telragonalßs System. 

Ein ausgezeichnetes Beis|>ie) bieten die ZwiUinge des Soheelits dar. 
Pijg. 143 ^tdlt die Aneinanderwaehsangj Fig. 444 die Düreftieinatiderwach'^ 
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Fig. 444. 




Fig. 445. 



sung zweier correlater Krystalle (von oben gesehen) dar. 

o = 7r(H1), et=t7t(\0\), <j = 7r(134), h = 7t(S\S). 

Diese Zwillinge sind symmetrisdi nach den Flä- 
chen der vierseiligen Prismen erster «nd zweiter Art, 
(410) und (400)*). 

Auch am Kupferkies treten , allerdings sehr 
selten, Erganzungszwtllinge auf**) . 

Wie an hemiedrischen, so werden auch an hemi- 
morphen Krystallen Ergänzungszwillinge beobachtet, 
fieispiele gewähren Kiese Izjnkerz (Flg. 415) ütid 
Struyit***). 

; : .§2. . 

Bei den tlbrigen gesetzmässigen Verwachsungen zweier Kr) stalle einer 
und derselben Substanz sind die krystallographischen Axensysteme der 
beiden Individuen nicht in paralleler Stellutig. Die Gesetzmässigkeit 
dieser Zwillingsbildungen besteht darin, <!ass die beiden Krystalle 
entweder zu einer ihrer mtiglichen Fläeheii oder zu einer 
ihrer möglichen Katiten symmetrisch liegen. 

Die Symmetrieaxe eines Zwillings ist S-zählig. Nur in den Fällen, wo 
diese Ate scbdn fQr den 'efnfacheti Krystalt eine ^mmetrieaxe ist^ < wird 
ihr Grad erhöbt, so das^ die Symmetrieaxe eines Zwillings auch 4-« oder 
6-zählig sein kann. 

*) Vgl. M. Bauer. Krystallogr. Unters, des Scheelits. Würltemb. naturw., Jahres- 
i»fte 4870- 3eite«6.jii9sSep.-Abdr,. 

**) Vgl. Haidinger a. a. 0. 265. A. Sa.debock. Angewandto Krysiallpgir. Bef^lin 
4876^79. .,.!• 

***) Vgl. A. 3adebeok. Ueber d'i» Krystallisatjon Ues Siruvits. la: Tschermak's 
Mineralog. Mittb. Wien. 1877, 421. i 
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A n fta e r k u n g. Ztir < Bescbreibnng der Z'sriltiAge , welehe e{n« Symmetdeaxe 

b^ÜEen , kann man sich der Vorstellung bedienen , dass man die ZwillingBstellung 

zweier Individuen gewinnit, indem man, von der parallelen BteDiing derselben' aus- 

2 n 
gehend, das eine Individuum um die Symmetrieaxe um — oder 4800 dreht. Ist diese 

z 

Axe schon für den einfachen Krystall eine 2- oder 3-zähUge Symmetrieaxe, so wird 

9 TW 9 TT 

der Zwilling auch schon durch Drehungen um -p oder -— , d.h. um 900 oder 600 

4 6 

erhalten. « Auf diese rein geometrische Vorstellung der Entstehung eines Zwillings 

durch eine halbe Umdrehung gründet sich die von Hauy eingeführte Bezeichnung 

Heraitropie*). 

Beispiele. Fig. 446 stellt einen Anorthitzwilling nach dem sog. Albitgesetz 
dar. Zwei Individuen sind so verbunden, dass sie zu der ihnen gemeinsamen Fläche 
M =» {010} symmetrisch liegen. Wird der eine Krystall um die Normale der Fläche 

M um - - oder 1800 gedreht, so kommt er in eine zum zweiten Krystalle parallele 

Stellung. Die Normale von M ist keine mögliche Krystallkante, aber für den Zwil- 
ling ist sie eine 2-zählige Symmetrieaxe, wenn wir uns die beiden Individuen des- 



■ • ^ 
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Fig. 447. 



Fig. 446. ' 



selben in vollständiger Durchdringung vorstellen. Demnach könnte man das Gesetz 
dieser Zwillingsbildung auch so aussprechen : die beiden Kryslalle sind symmetrisch 
zur Normale der Fläche M. 

Dem in Fig. 447 dargestellten AnorthitzwilHnge liegt das Gesetz zu Grunde: 
zwei Individuen sind symmetrisch zur Krystallaxe n^ = [010] — das sogen. Peri- 
klingesetz. Die zur Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene, welche keine mögliche 
Krystallfläche ist, wird Symmetrieebene des Zwillings, wenn die beiden Individuen 
sich in dieser Ebene berühren. Daher könnte man das in Rede stehende Gesetz 
auch so aussprechen : zwei Krystalle liegen symmetrisch zu der auf der Krystallaxe 
n^ senkrecht stehenden Ebene. 

Eine derartige zweifache Ausdrucksweise des Zwillingsgesetzes ist nur bei den 
Zwillingen centrisch-symmetrischer Krystalle möglich (vgl. den folgenden Paragra- 
phen). Der in Ffg. 450, S. 400 abgebildete Quarzzwilling kann daher nur^ durch eine 
Regel beschrieben werden. Zwei rechtsdrehende Quarzkrystalle stehen symmetrisch 



*) Trait« de Gristallographie. Parts 4 8t2, % «7S. 
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EU der ihnen gemeinsamen Hauptaxe. Sie sind also in den Siellungen durcb einender- 
gewachsen, welche durch die Figuren ^^i und Hi veranschaulich! werden. Die 
Hauptaxe Ist fUr jedes Individuum eine S-zUhlige , demnach fUr den Zwilling eine 




6'Zllhlige Symmelrii 
dass der eine von z\ 
gedreht werde. 



le. Man erhält also diesen Zwilling, indem n 
ä parallelen Krystallen um die Hauptaie um 



§3. 



n sich vorstellt, 
^ oder um flttO 



Aus den auf Seite 20i bewieseoea Smiea erjiiebl sich, dass bei den 
Zwillingen der centriscb-symmetrischen oder der sogenaonleD pu- 
ralielflacbigeD Kryslalle die Normale derSymmetrieehene stets Symmelrie- 
axe uDd die zur Symnielrieaxe senkrecht sleheude Ebene stets Symmetrie- 
ebene ist. 

Beispiele bieten die A north! tiwillingc nach dem Gesetz: Symmelrieebene 
die Flache {010| (s. Fig. 446 aurs. 399), und nach dem Gesell: Symmclrieaie die 




Kante [010] (s. Fig. 447 autS. 3>B], dar. In dem ersteren Falle ist die Symmetrie- 
aie keine mögliclie Kr) stall kante, In dem letiteren Falle die Symmetrieebene keine 
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mögliche KTystallfltfche. Dagegen besitzen in dem folgende^ Beispiele die Symme- 
trieebene und die Symmetrieaxe des Zwillings gleichzeitig rationale Indlces. 

Fig. 454 stellt die Aneinanderwachsung, Fig. 453 die vollständige Durch- 
dringung zweier regulärer Oktaeder , Fig. 458 die Durchdringung zweier Hexaöder 
dar nach dem Gesetz : Symmetrieebene eine Okiaöderfläche , Symmetrieaxe die zu 



mSi^OM. 



Sai^zaat 




MB, an 



&0,^ 



J.U.SJMJ 



9M1.9XM. 



ihr senkrecht stehende 3-zöhiige Symmetrieaxe. Demnach ist die Symmetrieaxe des 
Zwillings 6-zöhIig. Dies veranschaulichen die Durchdringungszwillinge und die 
stereographische Projection der Polfigur (s. Fig. 454). 

Bei den Zwillingen der Rrystaüe, welche kein Centrum der Sym- 
metrie besitzen oder, mit anderen Worten, geneigtflächig sind, kann in 
dem Falle, wo die beiden Individuen zu einer ihrer möglichen Kanten sym- 
metrisch stehen, die zu dieser Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene 
nicht Symmetrieebene sein. Andererseits wird bei denjenigen Zwillingen 
dieser Krystalle, deren Individuen zu einer ihrer möglichen Flächen sym- 
metrisch liegen, die Normale dieser Symmetrieebene nicht Symmetrieaxe 
sein können. 

Beispiele. Die tetraSdrisch-hemiödrischen Krystalle des regulären Systems 
bilden häufig Zwillinge nach dem Gesetz: die Individuen des Zwillings stehen sym- 
metrisch zu einer der 8-ztfhligen Symmetrieaxen. Fig. 455, S. 402, stellt die Durch- 
dringung zweier Tetraöder, Fig. 456, S. 402, die Aneinanderwachsung zweier Com- 
binationen des Tetraiiders o und des Gegen tetraöders o' nach diesem Gesetze dar. 
Die zur Symmetrieaxe des Zwillings senkrecht stehende Ebene Ist nicht Symmetrie- 
Lieb i seh, Oeomotr.Krystaiiogr. 26 
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ebene, während die nach demselben Gesetze gebildeten Zwillinge der holo^rischen 
Krystalle des regulären Systems zu dieser Ebene symmetrisch sind. 





Fig. 456. Fig. 456. 

Bei den Zwillingsverwachsungen zweier Rechtsquarze (Fig. 450, Seite 400) 
oder zweier Linksquarze nach dem Gesetze: Symmetrieaxe des Zwillings ist die 
Hauptaxe, ist ebenfalls die zur Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene nicht Sym- 
metrieebene. 

Man bezeichnet bei den zu einer Ebene symmetrischen Zwillingen 
diese Ebene und bei den zu einer Geraden symmetrischen Zwillingen die 
zu dieser Geraden senkrecht stehende Ebene, welche nicht immer auch 
eine Symmetrieebene ist, als Zwillingsebene. Die Normale der Zwil- 
lingsebene, welche in der überwiegenden Mehrzahl der beobachteten Fälle 
zugleich Symmetrieaxe des Zwillings ist, wird Zwillingsaxe genannt. 

§*. 

Zwischen den Indices der Zwillingsebene s = {^1^2 ^3} und der 
Zwillingsaxe C= [C1C2C3] ßnden nach Kap. 6, § 9 folgende Beziehungen 
statt : 

Po^t, =^,t J +^12? +^13 5 

Ol 02 Oj 

(1) Po,?, = ^„ J + ^„ ? 4- ^J3 5 

"1 «2 % 



und: 



Oj «2 O3 

Q — = Ol bi + CJ2O2C2 + 01303^3 



rr 

(2) 0^ = C2iatCi+ 02^2 + ^2803^8 

Oj 

-^ = ^31 Öl tl + ^3202^2 + O3C3 
O3 

Besitzt die Zwillingsebene rationale Indices, so sind, wie hieraus folgt, 
die Indices der Zwillingsaxe im Allgemeinen nicht rational und umgekehrt. 
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Wir wollen jelzt untersuchen, in welchen besonderen Fällen Zwillings- 
ebene und Zwillings nxc gleichzeitig rationale Indices 
haben*). Dabei sollen die in § 1 behandelten ErgHnzungszwillinge nicht 
in Betracht gezogen werden. Zunächst ist ersichtlich, dass die Zwillinge 
trikliner Kryslalle nicht hierher gehören können, denn bei ihnen haben die 
Grössen c^j.. J.j., ai, ^2, a^^ stets irrationale Werthe. Bei einem inonoklinen 
Krystalle ist mit Rücksicht auf die besonderen Werthe von c^j. und ^^j. 
(vgl. Seite 384): 

Pi^i = * —COS/?. -^ 

(id ac 

P'C^ = sin^ ß ' 3-2 

PC, = — cos/i . -*- + - 

•^ ac cc 

Qz^ = aa'C^ -(- cos ß - acL^ 

Qz.^ = cos ß • acL\ + crCß 
und bei einem rhombischen Krystalle (vgl. Seite 365): 

'^ '^ "^ aa ^ cc 

Folglich tritt der in Rede stehende Fall ausser bei den Ergänzungs- 
zwillingen auch bei den Zwillingen monokliner und rhond)ischer Ki*yst^ille 
nicht auf. Im tetragonalen Systeme ist (vgl. Seite 340): 

F» 

und im hexagonalen Systeme (vgl. Seite 282): 

Pt2 = — \^i +^2 7 0-2 = i^l + ^*2 

'^^^"^ ^f^' ^^» = ccc;3 

Demnach sind bei einem Krystall des hexagonalen oder des tetrago- 
gonalen Systems nur die Indices der Normalen der Flächen aus der Zone 
der Hauptaxc und die Indices der Normale der Basis rationale Zahlen. 
Daher gehören , abgesehen von den Ergänzungszwillingcn , unter den in 
Rede stehenden Fall die Zwillinge hcxagonalcr Krystalle, deren Zwillings- 
obene eine Fläche eines dihexagonalen Prismas oder die Basis ist, und die 
Zwillinge tetragonaler Krystalle , die zur Zwillingsebene eine Flache eines 
ditetragonalen Prismas oder die Basis haben. 

Im regulären Systeme ist (vgl. Seite 223 — 224): 

bl • b2 • b3 — ^t • -2 • -:» 



*) Th. L. Zcitschr. für Kr>'stallogr. 4 878, 2, 76. 
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Hieraus ergieht sich, dass im regulären Systeme und nur in diesem die 
Indices der Zwillingsaxe stets gleich den Indices der Zwillingsebene sind. 
Demnach haben sämmtliche Zwillinge dieses Systems die Eigenschaft, dass 
Zwillingsebene und Zwillingsaxe rationale Indices besitzen. 

Die Fälle, in denen anscheinend weder die Zwillingscbene noch die Zwillings- 
axe rationale Indices besitzt, bedürfen noch einer näheren Untersuchung. Nachdem 
G. vom Rath erkannt hat, dass bei den Zwillingen der triklinen Feldspathe nach 
dem »Periklingesetz« nicht (wieKayscr*) und G. Rose**) angenommen hatten) 
die in der Axenebene der Vertical- und Makroaxe gelegene Normale zur Brachyaxe, 
sondern die Makroaxe Zwillingsaxe ist***), bleiben nur noch folgende Beispiele 
übrig. • 

G. vom Rath beobachtete an einem Labradoritkrystall aus einer Druse des 
Dolerits vom Hafncfjord in Island und an einem Anorthitkrystall vom Vesuv Zwil- 
lingsbildung nach dem Gesetz: »Zwillingsaxe die im Rrachypinakoid liegende Nor- 
male zur Verticalaxe«+). 

Bei gewissen Zwillingen des Cyanits ist nach G. Rose u. A. die Makroaxe oder 
die Kante [3f, P] = [100, 004] Zwillingsaxe, während nach Beer und Plticker die 
in If = 4 00 liegende Normale der Verticalaxe oder der Kante [M, T] = [400, 04 0] 
als Zwillingsaxe anzusehen sein würde. Bei anderen Zwillingen dieses Minerals ist 
nach Phillips die Verticalaxe Zwillingsaxe. M. Bauer schliesst sich dieser Deu- 
tung an, bemerkt aber, dass man auch die in M liegende Normale der Makroaxe als 
Zwillingsaxe auffassen könnte. In diesen beiden Fällen »muss eine deGnitivc Ent- 
scheidung bis zur Auffindung besserer Krystalle verschoben bleiben« ff) . 

§5. 

Häufig berühren sich die beiden Individuen eines Zwillings in der 
Zwillingsebene, wie in dem Anorthitzwilling Fig. 446, S. 399. Hier sind 
die beiden Individuen so ausgebildet; dass an der Berührungsebene corre- 
spondirende Flachen an einander grenzen und ein- oder ausspringende 
Winkel bilden. 

In anderen Fällen gehört die Berührungsebene der Zone der Zwillings- 
axe an und steht daher senkrecht zur Zwillingsebene. 

Ein ausgezeichnetes Beispiel bieten die Zwillinge der triklinen Feldspathe nach 
dem »Periklingesetz« dar (s. Fig. 447, S. 899). Hier ist die Makroaxe ti* = [04 0] 
Zwillingsaxef-J-f). Die Zwillingsebene ist also keine mögliche Krystallfläche. Da 



♦) G. E. Kayser. Pogg. Ann. 1836, 84, 409, 304. 
**) G. Rose. Pogg. Ann. 4866, 129, 4. 
*♦*) Monatsber. Berlin. Akad. 4 876, 84. Febr. 
f) Pogg. Ann. 4869, 188, 475 (Merkmale des Gesetzes), ib. 4874, 144, 255 (Figur 
im Text, Labradorit vom Hafnefjord). ib. 487J, 147, 59 (Fig. M, Anorthit vom Vesuv). 
Vgl. Streng, Jahrb. Min. 4874, 647, No. 8. Dazu die Bemerkung von G. vom Rath. 
Pogg. Ann. 144, 255, Anmerkung. 

f-h) Vgl. M. Bauer, Zeitschr. deutsch, geol. Ges. 4878, 80, 806—842. ib. 4879, 81, 
249—251. Zeitschr. für Krystallogr. 4879, 8, 89. 

f+f) G. vo m Rath. lieber die Zwillings Verwachsung der triklinen Feldspathe nach 
dem sog. Periklin-Gesetze und über eine darauf gegründete Unterscheidung derselben. 
Monatsber. Berlin. Akad. 24. Febr. 4876. 
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correspondirende Fläcbeo eines Zwillings sich in einer zur Zwilliogsaie seokrechten 
Geraden schneiden, so Ul die Durchscbnittslinie oder die Zwillingskante ft von M 
und M', an der diese beiden Flächen in ein- oder ausspringenden Winkeln lusatU' 
menstossen, senkrecht aur n^. Durch den Fussptinkt von n^ in Jf giebt es aber nur 
eine Normale zu fi^, nSmlich die Schnittlinie von if mit der Zwillingsebene. Die 
Flachen T = HO, 1= iTO und deren GegenflHchcn J* = ?T0, f = TiO bilden ein 
vierseitiges Prisma , welches von der durch n^ und ft gelegten Ebene in einem 
schiefwinkligen Parattelogramm gescbnilten wird. Die Diagonalen dieses Schnittes 
stehen auf einander senkrecht, da die eine mit n^ zusammenKllt und die andere der 
Geraden ju parallel geht. Daher ist das Parallelogramm ein Khombus. Die Ebene 
desselben schneidet alle Prismen , welche von den Flachen hkt.hkt und deren 
G^enOachen gebildet werden , in Rhomben. Für die 
beiden nachdem Periklingeselz verbundenen Individuen 
eines tnkUnen Feldspaths ist nun wie O vom Kalb 
erkannt hat die auf der Zwillingsebone senkrecht 

stehende »Ebene des rhombischen Schnittes» welche / /^Viil 

ebenfalls keine kr):>lallographis(,h mögliche Mache ist / / '^| 

VerwBChsungsebene [sie gehl in Fig 4(7 durch die mit i 
bezeichneten Punkte! 




Berühren Mch die Individueo eines Zwillings 
nicht in einer Ebene, so entstehen Durchwdcbsungs- 
zwillinge (s. Fig. iSO, 452, 153, S. iOO). 

Häufig sind an der Grenze der beiden Indivi- 
duen eines Zwillings einspringende und aussprin- 
gende Winkel wahrzunehmen (siehe Fig. i51 — i53]. 
Zuweilen haben jedoch die an dieser Grenze zusam- 
mentreffenden Flachen dieselben Richtungen (vgl. 

den Quarzzwilling Fig. 4ä0 und den Durchkreuzungszwilling des Phillipsits 
Fig. 457). Die Grenze tritt in diesen letzteren Fällen erst in Folge physi- 
kalischer Verschiedenheiten auf benachbarten correspondirenden Flächen 
hervor. 



Fig (S7 



Besitzt ein Zwillingskrystall eine SyD)metrieas.e ^, so haben die beiden 
Individuen desselben ausser dieser Axe und der auf ihr senkrecht stehen- 
den FJiene j> auch noch die auf der Axc senkrecht stehenden Geraden und 
die Ebenen aus ihrer Zone gemein. In den Fallen, wo die Symmetrieaxe 
C des Zwillings in einer den beiden Individuen gemeinsamen Symmetrie- 
ebene s liegt, muss der Zwilling symmetrisch zu derjenigen Ebene y aus 
der Zone von ^ sein, welche auf s senkrecht steht. Die Normale von y ist 
aber nur bei den cenlrisch-symmctriscbon oder parallel fluch igen Kryslallen 
zugleieh Symmetrieaxe des Zwillings. FUr die Beschreibung der in Rede 
stehenden Zwillingsbildungen bieten sich also zwei aequivalente Ausdrucks- 
weisen dar. 

Zur Erläuterung dieser SUtze dienen die beiden umslebeoden Fi- 
guren, in denen ts'tt^tt* und jt'*?!^*«'" die Krystallaxen der beiden 
Individuen bedeuten. 
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Miin kann das Vorhandensein einer Symmelrieebene bei der Wahl der 
Krystallaxen in zweifacher Weise zur Geltung bringen (s. S. 209), indem 
man 1) zwei gleiche Kanten 7C^7V^ und eine in der Symmetrieebene ge- 
legene Kante tc'^ (s. Fig. 458) oder 2) zwei in der Symmelrieebene lie- 





Fig. 458. 



Fig. 459. 



gende Kanten jt^7i'^ und die Normale yt^ der Symmetrieebene (s. Fig. 459) 
zu Axen nimmt. 

Da die aequivalenten Zwillingsebenen s und y auf einer Symmetrie- 
ebene senkrecht stehen sollen, so kann man ohne weiteres angeben, welche 
Form ihre Symbole haben müssen *) . 

Reguläres System: hhl, likk, hkO 
llexagonales - Ohhl, h-ih-h-l, xhkO 
Telragonales - hhl, hOl, hkO 
Rhombisches - 0kl, ÄO/, hkO 
Monoklines - hOl 

Beispiele. Die S\ mmctrieeigensclmften der Zwillinge holoedrischer regulärer 
Krystalle, welche nach einer Oktaedorfläche symmetrisch sind, werden durch Fig. 
454, S. 401, veranschaulicht. Es sei die Fläche Mi Symmetrieebene des Zwillings, 
so ist die Dodekaederkante [1H], die Normale jener Fläche, eine 6-zählige Symme- 
trieaxe desselben. In der Zone [Hl] liegen die Dodekac'derflächen oTl, 40T, 4T0, 
w eiche Symmetricchcnen für jedes der beiden Individuen des Zwillings sind , und 
die auf diesen Ebenen senkrecht stehenden IkositetraOderflächen 5H, 1J1, n5, 
welche Symmeirieebenen des Zwillings sind. Die Normalen der letzteren Ebenen 
sind 2-zählige Symmctriea\en des Zwillings, da die Individuen desselben centriscb- 
symmetrisch sind. Demnach besitzen die in Rede stehenden Zwillinge vier Sym- 
metrieebonen: m,5H, 151, H^und vier Sy mmetrieaxen. 

Die Zwillinge letra^drisch-hemii^drischer Kristalle des regulären Systems, bei 
denen [Hi] Symmetrieaxe ist, sind ebenfalls symmetrisch zu den Ikositctraäder- 
flächen: ?H, 4äl, Ml, da für jedes ihrer Individuen die DodekaMerflächen 



*) Die hierher gehörigen Fälle wurden zuerst von Naumann aufgezählt. Lehrb. 
der rein, und angew. Kryst. 1880, 2, i04. — Th. L. Zeitschr. deutsch, geolog. Ges. 4877, 
625—628. 



j T— 8. Berechnung der ZwilltDgBkryslalle. 

Symmelrieebenen sind (s. Fig. 45B, S. 401) . Sie hahon also d rei 
Symmelrieebenei) und eine Syminetrieaxe. 

Die nach demaeiben Geselze gebildeten Zwillinge tetar- 
toedriscber regulärer Kryslalle besiUen keine Symmetrie- 
Fernere Beispiele gewähren die Zwillinge monokliner 
Kryslelle, deren Individuen zu einer FIHclie aus der Zone der 
Symmelrieexe symmetrisch liegen. Der in Fig. 460 dargeslellle 
Gypszwilling [bK=[0iO], p = [HO), o = (in)] ist symmetrisch 
nach der Flüche {1 OD} und , wenD wir uns die beiden Indivi- 
duen in vollsUndiger Durchdringung vorstellen , auch symme- 
trisch nach der zur Verlicalaie [001] senkrecht stehenden 
Ebene. 

§7. 




Fig. 460. 



Zur Berechnung und ZeicbouDg eines ZwiUingskryslalles bezieht mao 
zweckmässig die Flachen des einen Individuunis auf das Axensystem des 
anderen. Es entsteht dabei die Aufgabe, die Indices der einer Fläche h 
des ersten Individuums coirespondirenden Flache h' des zweiten Indivi- 
duums, bezogen auf das Axensystem des ersten Individuums, zu berechnen, 
wenn die Elemente des Krystalies und die Indices der Zwilltngsebene z 
gegeben sind*). Da die Ebene 3 den Winkel [hh'] halbin, so stehen die 
Coordinaten der Ebenen it, h, h", welche wir beziehungsweise mit : 

P1P2P3, «i«a«3, u*i«"j«', 

bezeichnen, in der Beziehung (vgl. Seite 75 — 76): 

9Pt = «1 + w*i 

?pj = "I + ""1 

ep3 = Ws + M*3 

oder: 

— u*i = «i — p />j 
fUr t = 1 , 2, 3. Hierin ist das Theilungsverhailniss : 
ajh'h) 
'' Sil 
oder, da: 



und nach (4) Seite 83 : 







«in(A-.] 






r 


>] = (»*) 




(*•»] 


=(*• 


>) + (»») = 


«(=«) 




c = 


siilS(»») 
sin (s*l 


= «cos 







«»(=,') 





Führen wir 
und h* ein, so ist 



D die Stelle der Coordinaten die Indices der Ebenen 3 



*) Th. L. Zeitschr. lUr KrysUllogr. IBTS, 2, BS. 
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3; .. /?. ^ .„ h 



w 






ZU setzen, worin nach (3) Seite 83 : 






Demnach ergeben sich die Transforroationsgleichungen : 

(i) ah\ = 2(jp (3,Ä) 22 — (p (z) h'x 

<jh\ = Sl r/? (2, hjZ2 — (p (z) A3 

worin a einen Proportionalitätsfactor bedeutet. In analoger Weise kann 
man die Indices der einer Kante rj des ersten Individuums entsprechen- 
den Kante rj* des zweiten Individuums durch die Krystallelemente und 
die Indices von ^ und t] darstellen. Man erhält die Transformations- 
gleichungen: 

(2) ^•?*2 = 2/'{?,'?)?2-/'©'/2 

worin r einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

Zwischen einander entsprechenden Flächen oder Kanten muss eine 
umkehrbare Beziehung bestehen, d. h., sucht man die der Fläche h corre- 
spondirende Fläche, so findet man aus (1) h*, und sucht man darauf zu h* 
die correspondirende Fläche, so muss man durch nochmalige Anwendung 
von (3) wieder auf die Fläche h zurückkommen. Dies ist in der That 
der Fall, wie leicht zu ersehen ist. Es liegt nun die Aufforderung nahe, den 
Transformationsgleichungen eine Form zu geben, welche die Eigenschaft 
der Umkehrbarkeit schon auf den ersten Blick erkennen lässt. Zu einer 
solchen Form gelangt man auf dem folgenden Wege *) . 

Bezeichnet man die Flächen der Zone [z, h], welche den Axen tt', tt^, tt* 
parallel gehen, mit iw*, m^, m^ (vgl. Seite 34), so bestehen nach (3) Seite 35 
die Beziehungen : 

Äj Ä2 . ^3 sin(Am^j sin [hm'^) sin [hm^] 

Wx' h\' ir^~ sTnlFm') * sin (h^W) ' sin(/rm»; 

Nun ist: 

[h m') = (hz) + (z m') , {h* m*) = (ä^ z] + [z m» > 

(hz) = {zh*) 
folglich : 

hx h2 h^ sin{(sÄ) — [zm^]} sin{(jgA) — (zm^)} sin{(j8Ä) — {zm^)} 

Ä^ • Ä*2 * Äv; ~" sin { (sä) + (zmij) ' sin{(zh)+(zmii} ' sin{{zh)-\-(zm^)) 

_ sin{(z h*) + {zm^)} sin {(zh*) + {zm'^ )} s'in{(zh'') + (stn^)} 
~ sin {{zh*) — {sm^)} ' sin((j3/i*) — (sm^} * s\n{{s h*)—(zm^]) 

"*) Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. 1880, 4, 301. 
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Demnach laulen dio gesuchten Transformationsgleichungen und deren 
Umkehrungen : 



13) 



Qh\ = h, 



^Ä*2 = ^2 



Qfr-i = A3 



sin{(j5/ij + 



sin {(5/1) — 

sin{(j3A) + 
sin {(5/?) — 

sin{(js/?) + 



smi)} 

zm^)] 

zm^)) 
zm^)} 



sin{(j8Ä) — 

nh — A* sin{(3/r) + (gm^) } 
' ~ *sin(f5A*) — fsmili 



)} 



{3*) 



ah' 



ah 



_ sm[[zh-) + [zm^]) 
*^sin{(2Ä*) — (J5m2)} 

_ s\n[[zh^] + [zm^)] 
~ ^ sm{[zh^) — [zm^]} 



Aus [{) und (St) ergiebt sich, dass die der Zone der Zwillingsaxe an- 
gehörenden Flachen und die der Zwillingsebene parallel laufenden Kanten 
des einen Individuums den correspondirenden Flächen und Kanten des 
anderen Individuums parallel laufen. 

Aus (1) erhalten wir insbesondere die Indices dcrAxenebenenp^*p2*/)3* 
des zweiten Individuums bezogen auf das Axensystem des ersten Indivi- 
duumS; indem wir für hihih^ successive iOO, 010, 001 eintragen: 

— ^P (-) 



(4) 









•» 
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p^ 


p"l 




2 


^\ 


V 










«1 


• = l 


«» 


v'\ 




2 
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^0 „-•• 








«J 


1 = 1 


**• 
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p'\ 
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^.. -'• 








"1 


« = 1 


". 
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•» 


p^\ 
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-^•2 :. 
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• rrrl 


a. 
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l>^'2 


__ 




-»2 


V 


-^u^ 








(l2 


1^1 


«. 


l>'\ 
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^3 


3 


■^ii ■' 








«2 


•— I 


«< 


P'\ 
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^1 


3 
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^,3 '■' 








«:j 


i—i 


«. 








■r 
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■» 


/>9'j 
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>«2 
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<•» ^-' 
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1 — 1 


"i 


P'*3 
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33 
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Z' 








«3 


• = 1 


«• 



— y (=) 



— <JP(3) 
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In analoger Weise ergeben sich aus (2) die Indices der Axen 7t^*7i^*7t^* 
des zweiten Individuums : 

1 = 1 

3 

3 

^**3 = 2^3 0, ^ f,l«i?i 

I— I 

3 

TT^*, = 2 C| 02 2 0,2 «, C,- 

1 = 1 

(5) 7c''*j = 2^102 ^ c<2a<^<-/-(r) 

• = t 

3 

• = 1 

3 

»=l 
3 

3 

7r3*3 = 2 C3 03 :? c,.3 a,. C< — /^ [C) 

§8. 

Es soll der Winkel berechnet werden , den eine Fläche h des einen 
Individuums mit einer Fläche l* des zweiton Individuums einschliesst. Be- 
zeichnet man die auf das Axensystem des ersten Individuums bezogenen 
Indices der Fläche l* mit l*i l*2^\j so ist nach (4) Seite 83 : 

cos {hn = j^^*) ■■ 

oder, wenn man die Werthc für die Indices von l* nach (1), S. 408, eintragt : 

(1) cos [A i*) = ^-^ ^'-^^ ^'' 0— y(^)y(^'^) 

<p[z)V<p[h)<p[l) 

Hierin bedeuten ^1^/3 die ursprünglichen Indices von l^. Insbesondere 
ergiebt sich hieraus der Cosinus des Winkels, welchen die einander ent- 
sprechenden Flächen h und h* einschliessen : 

(2) cos [h h*) = ^9i-^h).p{zh)-^j>{z)^[h) 

(p(z) (p [h) 
folglich : 

2 Vq, {z) q> (h) 



§7—8. Berechnung der Zwillingskrystalle. 411 

Uhcreinsliinmend mit dein Werlhe für | auf Seite 407. In analoger Weise 

erhalt man für den Winkel, den eine Kante tj des einen Individuums mit 
einer Kante X* des zweiten Individuums einschliesst, aus (8), Seite 84 : 

cos(.,A»)=^£Ml-.. 

oder wenn man die Werthe für die auf das Axensystem des ersten Indi- 
viduums bezogenen Indices X^i 1*2 ^*3 ^^^ Kante A, deren ursprüngliche 
Indices A| A2A3 sind, nach (9,), Seite 408, einträgt: 

(3) cos (, X*) = m^^v)n^^^)-mnv'^) 

Insbesondere ergiebt sich hieraus der Cosinus des Winkels, welchen 
die einander entsprechenden Kanten rj und rj* einschliessen : 

(4/ cos [,] V ) - ^(^j ^j^j 

folglich : 

• cos li-''^ = -^'^l5L 

2 Vm fin) 

Man erhiilt für den Cosinus des Winkels, den die Axeneirene p^ des 
ersten Individuums mit der Axenebene />** des zweiten Individuums ein- 
schliesst aus (1): 

(5) cos (y//^j = ■ — - - --_•-* '-^- 

'jp(-) y^ii ^kk 

worin der Kürze wegen : 

gesetzt ist. In analoger Weise erhalt man für den Cosinus des Winkels, 
den die Axe /c' des ersten Individuums mit der Axo /r^"^ des zweiten Indi- 
viduums einschliesst, aus (3): 

(6) cos (/r» TT^*) = __iill-J 

worin der Kürze wegen : 



^ C^ii "iri ?/« = ^^^^ 



gesetzt ist. Führt man in (5] an Stelle der Indices der Zwillingsebene nach 
(1), Seite 402, die Indices der Zwillingsaxe ein, so rosultirt: 

(5») cos (y/;/-) = '-~^»i"k^<'^k-Akm 
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Analog geht (6j mit Benutzung von [2) auf Seite 402 über in : 



.3.- Zi. 



2J-^^ — COS (;T*/r^') (p{z) 
(6*) cos [j^Tt^*] = — -'^^ 



(p{z) 

Mit Hülfe dieser Formel können die Transformationsgleichungen (1) 
auf Seite 408 in eine von A. Schrauf*) angegebene Form übergeführt 
werden. Denn die erste Gleichung (1) kann geschrieben werden: 

so dass mit Rücksicht auf (6^] : 

«1 ik - J «it 

ist. Demnach gehen jene Transformationsgieichungen über in : 

«T — * = ^' i COS (7i«;ii*) ^ii -h - i cos !7i^;ri*j J^ "h*- -^ cos (ti'tiI*; J^ 

Ol «I # = t «2 I = 1 «3 I = I 

^ Ä*2^ Äi ^ V ^.^,3 (;ji;j2*) ^.j 4_ ^^ V ^.^^^ [n'n^'] Jii H- -^ 2- cos (;i«;r2») ^ 

Ö2 «1 I = 1 fl-2 I = 1 «3 • = l 

^ Ä*3^ Ä, |. ^^^^ ,^,.^3^j ^_^ ^ A-i V ^.^,j, (^.'tjS*. ^ö -H ^^ i: COS (Tl'.-lS*) ^^ 
^ «1 » = 1 ^2 1 = 1 «3 » = t 

§9. 

Legt man durch einen Punkt im Räume Ebenen und Geraden parallel 
zu den möglichen Flächen und Kanten eines Zwiliingskrystalles, so erhält 
man zwei congruente Bündel von Ebenen und Geraden. Schneidet man 
diese Bündel durch eine, das Centrum nicht enthaltende Ebene, so bilden 
die Schnittgeraden und Schnittpunkte der auf diese Weise entstehenden 
Linearprojection zwei collinear verwandte ebene Systeme. Denn jedem 
Punkte und jeder Geraden des einen Systems entspricht ein und nur ein 
Punkt und eine Gerade des anderen Systems. Da aber die beiden Bündel 
in Zwillingsstellung sind, so ist die gegenseitige AbhUngigkeit der beiden 
ebenen Systeme durch folgende besondere Eigenschaften charakterisirt. 

Da eine Kante i; und die ihr Da eine Fläche h und die ihr 

correspondirende Kante rf mit der correspondirende Fläche A* mit 

Zwillingsaxe t, in einer Ebene liegen, der Zwillingsebene z in einer Zone 

so müssen in der Linearprojection liegen, so müssen in der Linear- 

die Schnittpunkte von r; und rf" mit projection die Schnittlinien von h 



*} Zeilschr. für Krystaliogr. 1878, 8, 226. 
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dem SchniKpunkle von C in einer 
Geraden liegen. 

Da jede Kante der Zwillings- 
ehene 5 mit der ihr correspondiren- 
den Kante ztisammentilllt, so mltssen 
in der Linearprojection nlle Punkte 
der Scbnittlinie von a sich selbst 
entsprechen. 



und k' durch einen und denselben 
Punkt der Schnittlinie von js gehen. 
Da jede Flache aus der Zone der 
Zwilliogsaxe C der ihr correspoD- 
direnden Fläche parallel läuft, so 
mtlssen in der Linearprojcctioa die 
durch den Schnittpunkt von £ 
gebenden Schnittlinien sich selbst 
entsprechen. 

Demnach befinden sieb die beiden coilinearen ebenen Systeme, aus 
denen die Lincarprojection eines Z\n illingskrystalles besteht, in der speciellen 
Lage, die man die perspcctivische oder die centrale nennt. Det- 
Stkniltpimkl 7. der ZwilUngsnxe 'C ist das Collineationscentrum, die Scknill- 
linie s der Zwillingsebene s die CoUineationsaxe der beiden Systeme. 

Diese Eigenscharten der Lincarprojection eines Zwillingskry Stalles be- 
nutzen wir jetzt zur Construction seines Kantennelzes. *) 

Wie aus dem geometrischen Grundgesetze der Kryslalle hervorgeht, 
kann man in die Linearprojection des einen Individuums eines Zwillings 
auch die Schnittlinien aller Flüchen und die Schnittpunkte aller Kanten des 
anderen Individuums eintragen, sobald man ii^end i von diesen Schnitt- 




linien oder SL':hniltpunkten, die nicht zu je dreien einem StrablenbUscbel 
*) Vfil. M.Welinky. Ueber Anwendung der Qucnstedt'Hchen Kryitall'projectioii. 
Pogg. Ann. 18S3, 118, liO. 
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oder einer geraden Punklrcihe angehören, kennt. Ist die Fläche p^ = 004 
des ersten Individuums Pi*ojectionsebene, so empfiehlt sich folgende Wahl. 
Drei nicht auf einer Geraden liegende, den beiden Systemen in der Linear- 
projection gemeinsame und daher durch das erste Individuum schon be- 
stimmte Punkte sind die Schnittpunkte Z, B, A der Zwillingsaxe C und der 
beiden Durchschnittslinien der Zwiilingsebene z mit den Axenebenen 
pi = 40aundp2= 010 (s. Fig. 464, S. 413). Als vierten, mit je zwei der 
ersteren drei Punkte nicht in einer Geraden liegenden Punkt wählen wir 
den Schnittpunkt P* der Axe tt^*. 

Demnach haben wir in die Linearprojection des ersten Individuums 
zuvörderst die Schnittlinie z der Zwillingsebene s und die Schnittpunkt« 
Zund P* der Zwillingsaxe c und der Krystallaxe u^* mit Hülfe ihrer 
Goordinaten einzutragen. Bezeichnet man die Indices von z, C, tc''^* mit: 

«i, ^2, %; Ci, ?2, ?3; ^^*i, ^^\ ^^\ 

so sind diese Goordinaten nach S. 104 : 

«3 Zi ' a^ Z2 ' 03 r/1 ' 03 1/2 ' a» TT»*, ' 03 7r3*2 

Die Indices von tv^*, bezogen auf das Axensystem des ersten Individuums, 
gewinnt man aus den Formeln (2), Seite 408, wenn man darin t] = [001] 
setzt. Bezeichnet man der Kürze wegen : 

3 
so erhält man : 

(2) ^'•2 = 2%/;,it)e2 

Es sind also jetzt in der Linearprojection bekannt : das Gollineations- 
centrum Z, die Collineationsaxe z und zu einem Punkte Pdes ersten Systems 
der entsprechende Punkt P"^ des zweiten Systems. Folglich kann das zweite 
System aus dem ersten vollständig abgeleitet werden. 

Die Schnittlinie der Zwillingsebene z schneide die zu 7t^ und /t^ parallel 
gehenden Axen a und b der Linearprojection in den Punkten A und B 
(Fig. 461). Dann muss die Schnittlinie der Axenebene p^* mit der Schnitt- 
linie b von p^ durch den Punkt B und die Schnittlinie von p^* mit der 
Schnittlinie a von p^ durch den Punkt A gehen. Ferner müssen sich die 
Schnittlinien von p^* und p^ in dem Punkte P* schneiden. Folglich ist 
die Gerade : 

P*B die Schnittlinie der Axenebene p^* 
P*A die Schnittlinie der Axenebene p^* 

des zweiten Individuums. Auf der ersteren Geraden muss der Schnitt- 
punkt P2 der Axe tt^*, auf der letzteren der Schnittpunkt P* der Axe 7t^* 
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liegen. Man findet diese beiden Punkte, wenn man berücksichtigt, dass 
TT** mit TT* und c, 7t^* mit /r^ und c in einer Ebene liegen und die Schnitt- 
linien dieser beiden Ebenen durch Z parallel zu a und b gehen. Die Ver- 
bindungslinie P* P^ ist die Schnittlinie der Äxenebene p^. *] 

Ist nun die Schnittlinie einer Fläche h des ersten Individuums durch 
ihre Abschnitte PH und PK auf den Axen a und h gegeben , so sind die 
Punkte H* und A'"^, durch welche die Schnittlinie der correspondirenden 
Fläche h* des zweiten Individuums bestimmt ist, zu construlren als Durch- 
schnittspunkte der Geraden P*Ay ZH und P* B, ZK. 

Die Gerade z werde von der Geraden PP* in dem Punkte Fund von 
der Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Punkte ^und //* in Y' 
geschnitten, so hat das Doppeiverhältniss : 

(zFPP*) = (zr^//*) 

einen constanten Werth. Man bezeichnet dasselbe als das charak- 
teristische Doppel verhältniss der centrischen CoIIineation '^''') . 
Da nun die Geraden Jt^ und jc^* zur Zwillingsaxe ^ symmetrisch liegen und 
die Zwillingsebene z auf ^ senkrecht steht, so ist das charakteristische 
Doppelverhältniss ein harmonisches : 

[ZYPP*) = —\ 

d. h. die beiden Systeme von Geraden und Punkten in der Linearprojection 
eines Zwillingskrystalles stehen in der geometrischen Beziehung^ welche man 
als harmonische Centralcollineation bezeichnet. 

Beispiel. Fig. 462, S. 416, stellt die Linearprojection des Okta^derzwillings 

(Fig. 451 . S. 400) dar. Die Einheiten der auf einander senkrecht stehenden Axen a und 

b sind einander gleich und s 4. Die Schnittlinie z der Zwillingsehene 2 s {i H} hat 

die Coordioaten: 

p^ = PB = 1 

Der Schnittpunkt Z der Zwillingsaxe ^ tss [H4] besitzt die Coordinaten : 

PC = PD -» — 1 

Setzt man in (2),S. 444: 

Ci = & = &=*, ai-afl2 = fl3 = ^ c« = ^ Cik='^ 
so ist : 

Folglich sind die Coordinaten von P*: 

Die durch Z parallel zu a und h gezogenen Geraden bestimmen auf P*A und 
P*0 die Punkte P^ und P^, deren Verbindungslinie g eine der beiden Gegenaxen der 
collinearon Systeme ist. Die Geraden : 

AB, BC, CD, DA 



*) Die Gerade P^P^ des zweiten Systems , welche der unendlich fernen Geraden 
des ersten Systems (der Schnittgeraden von fß) entspricht, ist eine der beiden »Gegen- 
axen« der collinearen Systeme. 

**] Vgl. W. Fiedler. Darstellende Geometrie. 2. Aufl. 4 875, 55. 
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sind ilie Sohn Uli inien den f rsten Oklaj-ilers. Fü enlsprichl : 
dem Punkte A der Punkl A 
üem Punkln fi der l'utikt fi 
dem PuDklc C der Punkt C 
dem Punkte Oder Punkt W 
wenn mit C der Sciiniltpunkt von P'.l, ZC und mit i)' der Sohnillpunkt v 
ZD bezeichnet «ird. Donn sind olsu die Geniden: 
AB, BC*. CD', D'A 
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Fig. 468. 



die Schnitlllnien dos zwcili 
(i), S. 40g, nelimeii für dns 



1 Oktaeders. Die TransrormallonSRleichungen (I) und 
n Rede stehende Genelz Toigende Geslall on : 
"i=— A, + lAj-|-äAa 
*, = 2A, — Aj + SA:, 

'1 =— ',1 +*';* + *'» 
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Zwanzigstes Kapitel. 

§ 1. Bezeichnung der Flächen durch Indices. § 2. Bezeichnung von Nau- 
mann und Dana. § 3. Bezeichnung von L6vy. § 4. Reguläres System. 
§ 5—6. Hexagonales System. § 7. Tetragonales System. § 8. Rhombisches 
System. § 9. Monoklines System. § 10. Triklines System. 



An eine Bezeichnung der Flächen eines Krystalles ist in erster Linie 
die Forderung zu stellen, dass sie die Lage einer bestimmten Flache un- 
zweideutig angebe. Dieser Forderung genügt unter der Voraussetzung, dass 
die Krystallelemente bekannt seien, die Bezeichnung durch Indices. 
Diese einfachste, alle Bedürfnisse der geometrischen Krystallographie be- 
friedigende Art der Bezeichnung, welche sich, wie wir gesehen haben, 
auch zur Bezeichnung einfacher Krystallformen eignet, wofern diese Formen 
auf eines ihrer krystallograpbischen Axensysteme bezogen sind (S. 208], 
wurde zuerst von W. W he well 4825 vorgeschlagen und bald darauf, im 
Jahre 4829, selbständig durch J. G. Grassmann und gleichzeitig von 
M. L. Frankenheim ersonnen und angewendet. C. Fr. Gauss be- 
diente sich derselben Methode der Bezeichnung von Krystallflächen in 
seinen, dem Jahre 1834 angehörenden krystallographischen Unter- 
suchunj^en. *) 

Da diese Bezeichnungsmethode erst durch die krystallographischen 
und mineralogischen Schriften von W. H. Miller weitere Verbreitung er- 
langte, so wird sie häufig nach diesem Autor benannt."^) 

Mit der Bezeichnung durch Indices steht im engsten Zusammenhange die 
durch Chr. S. Weiss eingeführte Bezeichnung durch Axenabschnitte*"**). 



*) V^ he well. A general raethod of calcuiating the angles made by any planes of 
crystals. Philos. Trans. Roy. Sog. London I, 1825. — Daraus in : Encyclopaedia Metro- 
politana; Art. Crystallography. Grassmann. Zur physischen Krystallonomie und 
geometrischen Combinationslehre. Stettin. 1829. 8^. — Daraus: Combinatorische Ent- 
Wickelung der Krystallgestalten. Pogg. Ann. 1883. 80, 1. Franken he im. De crystaU 
lorum cohaesione. Yratislaviae. 18S9. Gauss. Werke. 1863. 2, 308 — 810. — Vgl. 
W. Sartorius von Waltershausen. Gauss zum Gedttchtniss. Leipzig 4 S56. 

**] Miller. Ueber die Krystallform des Schwefelnickels und anderer Substanzen. 
Pogg. Ann. 1885. 86, 475. Aus: Phil. Mag. Ser. III. Vol. VI, 105. — A treatlse on 
crystallography. London 1889 nnd zahlr. a. Schriften. 

***) Krystallographische Fundamentalbestimmung des Fcldspaths. Abhandl. d. Ber- 
lin Akad. d. Wiss. 1816 — 1817. S. 244 Anm. Verbesserte Methode der Bezeichnung der 
verschiedenen Fliehen eines Krystallsystems. a. a. 0. 1816 — 1817. Zweiter Abschnitt. 
S. 805 f. 

LiebiBch, Geometr. Krysiallogr. 27 
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Sind OEij OEi, OE^ die Axeneinheiten, Äj, Ä2, A3 die Indiees und Oi7|, 
0^2j OH^ die Axenabschnitte einer Fläche h (s. Fig. 463), so wird dieser 
Zusammenhang ausgesprochen durch : 

OH, : 0^2 : OH^ ^qE,OE^,qE^ 

hx fui h^ 

Nach Weiss seUt man ; 

OE, =0, OEi~b, OE^ = c 

und schreibt das Symbol der 
Fläche h : 




a 



hi * ^2 * A3 



Diese Bezeichnung besitzt den 
Vorzug, unmittelbar eine Vorstel- 
lung von der Lage einer Fläche in 
Bezug auf die Axen zu geben. Man 
findet sie angewendet in den Lehr- 
büchern der Krystallographie von 
Fig. *68. G. Rose, Fr. A. Quenstedt, 

C. Rammeisberg, F.H.Schrö- 
der, Werner, A. Sadebeck u. A, 

Die von Weiss eingeführte Reihenfolge in der Aufzählung der Axen, 
welche später von einigen Kryslallographen ohne Grund abgeändert wurde, 
ist: ij die auf den Beobachter zulaufende, 2) die zu ihm querlaufende, 
3) die verticale Axe (s. Fig. 463). • 

§9- 
G. Fr. Naumann*) bezeichnet die von den Axen Xy y, % (s. Fig. 464) 
eingeschlossenen Winkel mit : 

[yz)^(x, {zx) = ß, [xy) = y 

die von den Axenebenen eingeschlossenen, beziehungsweise an den Axen 
Xy y, z liegenden Winkel mit : 

A, B, C 

die Grundparameter (Axeneinheiten) mit : 

a : b : c 

die Parameter (Axenabschnitte) der Fläche Fmit: 

a : b : c = ma - nb : rc 

Die Ableitungszahlen m : n : r sind umgekehrt proportional den In- 
diees der Fläche F. 



*) Die erste Darstellung seiner Methode der Bezeichnung befindet sich in dem 
Grundriss der Krystallographie. Leipzig. 1826. 
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Nach dem Vorgänge von G. Lam^, A. T. Rupffer und F. E. Neu- 
mann legte Naumann seiner Darstellung der geometrischen Krystallo- 
graphie die Gleichung einer Krystalifläche in Punktcoordinalen zu 
Grunde, wobei als Coordinaten x^'y, z eines Punktes P die axoparallelen 
Abstände yon den Axenebenen : 

(r = P(?, y=PR, z = PS 

genommen wurden (s. Fig. 465). Die Gleichung der Fläche F lautet dann 
in der Schreibweise von Lam6: 

a h c 

Ich habe darauf hingewiesen"^)^ dass es nicht naturgemttss ist, Rry- 
stallftechen als Punktgebilde aufzufassen, da in der geometrischen Betrach- 
tirog der Krystalle von der Ermittelung der Lage einer Krystallfläche ver- 







Flg. 464. 




Fig. 465. 



mittelst Fhtirung der sie bestimmenden Punkte keine Anwendung gemacht 
wird. Vielmehr wird die Lage einer KrystallflHche durch Angabe der 
Kanten, denen sie parallel ist, oder mit anderen Worten der Zonen, in 
die sie fällt, bestimmt. Die Auffassung der Rrystallflächen als Punkt- 
gebilde ftihrte unvermeidlich zu dem Uebelstande, dass der zwischen Kry- 
stalHiächen und Krystallkanten herrschende Dualismus (s. S. 40) eines 
vollkommen entsprechenden analytischen Ausdruckes entbehrte. Eine Rry- 
siallfläche wurde durch eine Gleichung dargestellt, aber eine Rrystall* 
kante erforderte zwei Gleichungen, nämlich die Gleichungen zweier 
Ebenen, die sich in ihr schneiden. Am einfachsten erschien es, hierfür 
zwei der projicirenden Ebenen einer Rante zu wählen, wenn unter einer 
projicirenden Ebene einer Geraden eine durch diese letztere parallel zu 
einer Axe gelegte Ebene verstanden wird. Dann wird eine Rante durch 
je zwei der folgenden Gleichungen dargestellt : 



X V 



Z X , z z 
Q O TV 



4 



*) Zeitschr. f. Krystallogr. 4 877. 1, 48« f. 
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Eine durch den Mittel punki des Axensyslems gehende Gerade kann 
durch zwei Gleichungen von der Form : 

?_j(=o, ^-^=0, y-^^o 

dargestelll werden, in welchen die auf dieselben Axen bezüglichen Para- 
meter stets gleichen Werth haben. Die Coordinaten (oder Parameter) eines 
Punktes einer solchen Geraden verhalten sich wie : 

Naumann stellt an eine krystallographische Bezeichnungsweise die 
Forderung, dass sie möglichst repräsentativ sei, d. h. dass sie unserer 
Einbildungskraft die Vorstellung jeder Krystall form so leiebl als mög- 
lich mache, dass sie uns an das Krystallsystem erinnere, welcheiB die 
Form angehört, und dass sie die Vorstellung der Grundform des betref* 
fenden Formencomplexes durchblicken lasse. Es soll uns ein jedes Zeichen 
unmittelbar auf die Form, auf den Inbegriff aller ihrer Flächen, nicht 
blos auf diese oder jene einzelne Fläche verweisen, einigermaassen das 
Krystallsystem erkennen lassen und die Beziehungen der Form zu der 
Grundform, also die Vorstellung der Grundform, die Ableitungs-Conslruc- 
tion und die, solche Construction bestimmenden Ableitungszahlen ver- 
gegenwärtigen. Daher besteht jedes Zeichen aus dem Symbol der Grund- 
form, als einem in allen Zeichen wiederkehrenden Grund-Elemente, und 
aus verschiedenen Hilfs-Elementen, deren Stellung, Grösse und Beschaf- 
fenheit unserer Einbildungskraft die Modalität und das Resultat der Ab- 
leitungs-Gonstruction vorführen soll. 

Nach diesem Grundsatz wird z. B. die Bezeichnung und Ableitung der 
holoüdrischen Formen des regulären Systems von Naumann in folgender 
Weise durchgeführt. 

Der Buchstabe liefert das krystallographische Zeichen, dessen Aq^ 
blick unserer Einbildungskraft die Gestalt des Oktaöders, der Grundform 
des Tesseralsystems, vorführen soll. Die übrigen plenotesseralen Formen 
werden durch Umschreibung aus dem Oktaöder hergeleitet. Verläxigert 
man jede Halbaxe des Oktaöders nach zwei verschiedenen rationalen 
Zahlen m und n, von denen m'^n ist, während beide ^ \ sind, und legt 
hierauf in jedes Oktaödereck acht Flächen, von welchen je zwei über 
eine Kante dieses Eckes dergestalt fallen, dass sie die zu derselben 
Kante gehörige Halbaxe in der kleineren Entfernung n, die nicht zu 
dieser Kante gehörige Axc aber beiderseits in der grösseren Entfernung m 
schneiden, so resultirt ein Hexakisoktaöder, dessen Zeichen 

mOn 

wird, weil seine Flächen das Parameler-Vorhältniss m : n : \ haben. In 
analoger Weise erhält man die übrigen Formen. Um die Uebergänge und 
Verwandtschaften hervortreten zu lassen, bildet Naumann das bei- 
stehende trianguläre Schema : 
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A 



mOn HexakisoktaOder 

m m Ikositetraäder 

m Triakisoklaüdcr 

/ \ ^^'' \ oo Oh Telrakishexaiklor 

^/ ^^ \ ooO Dodekaeder 

y j \ ooOoo Hexaöder 

Oktadder 



/ 
fn^C \m0tn 



(»0 mOn aOm 



James Dwight Dana*) hat die Naumann'schen Zeichen abge- 
kürzt. Er schneibt nur die AbleituqgBzablen, getrennt durch — , hin und 
lässt den Buchstaben, der die Grundform angiebt, weg. Für oo setzt er 
I = infinitum. Die Grundform oder P wird mit 1, das Protoprisma oo P 
mit / bezeichnet. Da in den folgenden Zusammenstellungen diese Bezeich- 
nungsweise nicht bertlcksichtigt werden wird, so mögen hier die wesent- 
lichsten Modificationen, welche sie an den Nau man naschen Zeichen be- 
wirkt, aufgeführt werden : 

ooOoo=rO, = 4, ooO = i, mOn = m — n 

0P=0, P='l, ooP=/, mPn = m — ti 

mPn = m — n, mPn = m — w, ±mP^=±m 

ifcm*n = ±m — n, ± mün ^=i ±: m — n, oo'P=/, ooP'^/' 

u. s. w. 

§3. 

Nach der L6 vy*schen Bezeichnungsmethode**] werden als Krystall- 
typen oder Primitivformen sechs Parallelepipeda angenommen : le cube, le 
rhombo^dre ou quelquefois le prisme hexagonal rögulier, le prisme droit 
ä base carr^e, le prisme rhomboYdal droit, le prisme rhomboYdal oblique et 
le prisme doublement oblique. Die Axen, auf welche sich die Abschnitte 
einer Fläche beziehen, sind die in einer Ecke der Primitivform zusammen- 
stossenden Kanten. Die Axenabschnitte werden stets von dem Eckpunkte 
aus gerechnet. Die Ecken einer Primitivform werden mit Vocalen, die 
Flächen und Kanten derselben mit Consonanten bezeichnet. 

Das unsymmetrische Parallelepipedon, die Primitivform eines triklinen 
Krystalles, besitzt vier verschiedene Ecken, drei ungleiche Flächen, vier 
verschiedene Basiskanten und zwei verschiedene Seitenkanten, welche 
nach Hauy mit a, e, i, o; p, m, t (nach dem Worte primitiv) ; b, c, d, /*, 

*) A System of mineralogy. New York. 4. edit. 1854. Naumann's Urtbeil über 
diese Bezeichnung s. in der Vorrede zu den Elem. der tbeoret. Krystallogr. Leipzig. 1856. 
S. VII— Vlll. 

**) Lövy. Description d'une coUection de minöraux formte par M. Ueuland. Lon- 
drcs. 1887. Vgl. A. Des Cloizeaux. Man. de Min. Paris. 1862. 1, pag. VII. Mai- 
lard. Traitö de crist. Paris 1879, 1/84. 163. 129, 158, 175, 192, 200, 325. 
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(j, k bczeidinot wcrduD- (s. Fig. 466). Eine Flächo an der Ecke o ist durch 

111 
die Absclinitte -, -, - auf den Kanten d, f, h bestimmt. Werden die Ab- 
x' y' s 
11 11 

schnitte - und - auf den Basiskanlen, wobei - !> -, dem Abschnitlc auf 

X y ' X y' 

der Seiteokante vorangestellt, so ist das Symbol der Fläche: 

Sind zwei der Zahlen ic, y, z gleich Null, so 
erhalt DiBD eine Fläche der Primitivform; ist nur 
eine von ihnen gleich Null, so läuft die betreßende 

Fläche der Ante mit dem Abschnitte ^- =: oo 

parallel. In diesem Falle werden die allgemeinen 
Symbole : 

d'fih'' d'f''h'> d'f^h' 
abgekürzt : 

di' (^' ^ 
Es CDlspricht dem Symbol h' ein nach der rechten SeiteDilächo (, 

dem Symbol 'h ein nach der linken Seiteuflachc m der Primitivforth ge- 
neigter Schnitt; diese Unterscheidung ist in den Uhrigen Krystalisystemen 
nicht erforderlich, da in ihnen die Flächen m und l glcichwertbig sind. 
Ist X = y, so wird das Symbol abgekttrzt auf : 



'\'V ■'' 



Fig. (06. 



Die Zahlen a;, y, z sind die Indices, welche eine Fläche s annimmt, 
wenn sie auf die Kanten des zweifachschiefen Prismas als Axen und die 
durch e, i und die Hitte der vorderen Kante k gelegte Ebene d als Ein- 
heitsfläche bezogen wird. Nun sind die Weiss'schen Axen tv'tc^tt' dieses 
Prismas parallel zu den Diagonalen der Basis p und der Kante k (s. die in 
Fig. 166 gestrichelt punktirten Geraden]. Demgemüss sind die Indices; 



nach Li v 
100 
010 



ITO 
001 



Setzt man in der Formel 1, S. 53 ; 
/•i = 1IO, /-i^lTü, 



P = 00i, k=iOt 



§ 8. Beieichnung von L6vy. 423 

SO erhält man die Beziehung zwischen xyz und ^i ^2^3 • 

(1) y = Ä| — ^2 

Sind ^1^2% positive Zahlen und Si ]> 52, so modifieiri die Fläche s 
die Ecke des Prismas und bildet auf den Kanten dieser Ecke die Ab- 
schnitte : 

d . r .h 

+ • • 

worin d, fy h die Kantcnlängen des Prismas bedeuten. Demnach ist das 
L 6 V y *sche Symbol der Fläche s : 



Die Fläche {^2 s^ s^) modificirt die Ecke t mit den Kanten c, fj g; daher 
ist ihr Symbol : 



Diese beiden Flächen liegen im Oktanten vorn-rechts-oben. In ana- 
loger Weise bildet man die L6vy'schen Symbole ftlr die Flächen im 
Oktanten vorn-links-oben : 

1 1 j_ 

{Si 52^3} (!»»-•«/'»» + •» A»> , Modification der Ecke 

1 1 i^ 

{S2S1 S3} d»i - »« ö»i + »» (^» , Modification der Ecke e 

hinten-rechts-oben : 



{5, 828^} c«» "*« 6*» + •» A*» , Modification der Ecke a 

1 1 j[ 

{*2*i ^3} ^si — Bifäi-hH g8M ^ Modification der Ecke i 

hinten-links-oben : 



{*! *2 ^3} c*» + •« 6*» " *« A*» , Modification der Ecke a 

j_ 1 1 

{52 it 53} • • • • d** + •» 6** "■ *» g^f Modification der Ecke e 

Abgekürzte Symbole werden in folgenden Fällen benutzt: 

j5L _ JL 

«1 =«2 ••• {*lÄl*3}=r'S {^ihSz] — (P" 

{^1 h Sz) = C^»» , {5i 5i A3}. = 6^«» 

«, = — {0 52*3} = *•• f {o*j«3} = «•• 

•3 ^ 

«j = • • • {«1 Of,} = 0»' , {s, 0*,} = a" 
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•I 4»*» Ü + ^ 

«l_+£« •! 4* *« 

{Jl 52 0} = »• -• «A [Si > 52] = »t --(^ [5i < 52] 

«, =0, «2 = «3 ••• {011} = eS {0T1}==ei 
*^ = 0. «3 == «, ... {101} = 0», {TOI} = Ol 
«3 = 0, «1 == »2 • • {^^0} = ^, (ITO} = m 

«2 — «3 = 0... {100} = AI 

8^=8i=0' ' {010} = (/^ 

«1 =«2 = 0... {001}=;; 
Aus (1) erhält man umgekehrt: 

ix^ + y 



Si 



(2) ^2 = 



x — y 



2 

Folglieh ist für ic > y : 

1 1 



f x + y —x + y 



l 


t 


fti 


1 


t 


5^ 


1 


1 


9" 


1 


t 
6» 


»' 



} 



2 ' 2 ' ^ 

\ 2 ' 2 ' / 

\ 2 ' 2 ' / 

— X -\- y — X — y \ 



■{ 



1 1 1 



--.-- ( X — y — X — y \ 



t 1 1 



e7 5^A7....|zi^^ :Z^+1, j 



1 1 * 

cif b 



- , - r — X — V X — V I 



Nach L e V y sind die geometrischen Elemente eines triklinen Krystalles 
die Verhaltnisse der Kantenlängen : 

b : c : h oder f : d : h 

und die Kantenwinkel des prismc doublement oblique : 

Angle plan de la base p. = (f^d) = [/c) 
Angle plan de m = {(th) = (jti) 

Angle plan (Je t . = (h'^f) = (t) 



§ 8. BezQiohnuog von L^vy. 4)5 

Die halben Diagonalen ao und 6ider Basis ;» bezeichnet Des Cloizeaux 
mit d und D, so dass : 

(1*) ^: <: ;g = ai : «2 :ö3 

gleich den Einheiten der Axen Tt^y Tt^y n^ sind. Bezeichnet man den Winkel 
[eio) = (a), so ist im Dreieck eio: 

, , d sin (/r) _. d sin (tt) 

^^ / — acos(7r)' 2 sm (a) 

Wird Winkel [aoi] =[q) gesetzt, so ist im Dreieck aoi: 

, , c sin [jt] _ c sin [n] 

f + ccos (tt) ' 2 sin (q) 

Der Kürze wegen mögen die Winkel zwischen den Axen : 

(7r2 7r3) = (l>j) =(«) 
(7r3 7ri) = (Acl) =(/?) 
(7ri7r2) = (cil>) =(y) 

gesetzt werden. Dann erhält man aus dem ebenen Dreieck mit den Seiten 
A dyD: 

(2*) sin (y) = ^ sin (a) 

aus der Ecke o mit den Kanten f, d, h: 

(f) |/sin(5 — 7t) sin (5 — z) 

2 '^ . sin 8 Bin[s^ — fi) 

worin (f) der ii^nere Flächenwinkel an der Kante f und : 

25 = (7r) + (fi) + (ir) 
ist ; ferner aus der Ecke mit den Kanten f, d, h : 

fo*\ fa\ COS(p) , . ■ COt(ö) 

3* COS iß) = — 7^ COS (r — qp , cot qt) = —']A 

^ ' ^' cos(qp) ^ ^'' ^ cos(/) 

und aus der Ecke i mit den Kanten f, Dj g: 

/f*x / X cos(a) /,o/vA ,x cot (a) 

4* cos (a) = ---f- cos 1800 — T—ip), cot i/; = — y. 

^ ' ^ ' cos(i/;) ^ ^'' ^ <^os(/) 

Mit Ilttlfe dieser Formeln können die Einheiten und die Winkel der 
Axen 7t^, -pfly rfi berechnet werden, wenn die Levy*schen Elemente ge- 
geben sind*). 

Beispiel. Die Symbole der flächen des Anorthits (Fig. 17, S. 86) sind 
nach Lövy**): 

AI ^ 400 g^ »010 p IS 001 

•* = 061 0^ = 401 i =110 

*} Uebe die Lövy 'sehen Symbole der übrigen Krystallsysteme vgl. die folg. Seiten. 
*) Vgl. A. Des Cloizeaux. Man. de Min. Paris. 1862, 1, 294. PI. XXI, Fig. 125, 
126. PI. XXll, Fig. 127. 
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•* «= 0«4 


0^ =a «07 


m =« ITC 


t' = 013 


a* = 501 


flf«« 130 


c* =» Ogl 


a* = Toi 


«flr ^ 150 


0^ = 021 


a* = Jos 




ei = 0^8 






f^ «= 111 


d^ »- 171 


6* = TTl 



c* = 521 fti = 551 ^ 

= hi Ahi = 151 .. «, c* 6* /i« = iil 



9 = fc«c^Ä« = ?51, /u 



i^ 



d' 



1 



541 



V s 6*diflr>«« 5Tl, u; a 
a;= rfi 6iflf»= 241 

3 = 6* c* Ä*= 153, * = c* 6< Ä* = 123 



>S M Jk3 = 



f »j/f 



Nach Des Cloizoaux ist: 

b :c :h^ 1000 ; 981,358 : 460,186 
(7v)a 1150 10' 50", (/i)= 1060 31' 48", (?) «= 1000 40' 7 

Daraus folgt nach den obigen Formeln : 

ai : 02 : 03 sa 0,6849 : 1 : 0,5501 
(rt) s 930 u' 28", (/J)=: 1150 55' u", (y) =» 910 11' 36" 

BegnUreB System. 

Syn.: Systeme tcrquaternaire Bravais, Systeme cobiquo L6\y , octahedral oder cubic 

System Miller, tessularisches System Mobs, isometrisches oder tesserales System 

Naumann, gleichgliedriges, regulSros oder sphftroödrisches System Weiss. 



fC>k>l 



Weiss-Rose 
m>n>1 



Naumann 
m'>»'>i 



Lövy 



Oktaöder 
llexaöder 
Dodeka(5der 

Teirakishexa^er 



111 

100 
110 

AA:0 



TriakisoktaOder hhl 



Ikositelrat^der 



Hexakisokta^er 



hll 



hkl 



a : a: a 

a : 00a : 00a 

a : a: 00a 

a 
o : - : 00a 

P 





a 


a 


a 


• .1 , 

• 


• 
• 




m 


m 
a 


a 


: a : 


m 




a 


a 


a 


• • 






n 


m 




a 
d 

P 



— 0, m 



h 
k 

h 
T 
h 
l 




ooOoo 
ooO 

ooOn', n' = 7 

Ar 






t r\ t 



m'Oni 



m'Ofi 



a 



1 



P 
k 

l 

* 

111 
6*6*6* 



§ 4. Reguläres System. 
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Weiss 



Naumann 



Miller 



G rai lieh 



Diploöder \ 

Hcxakistetraäder 

Teiraödrisches 
Penlagondodekaöder 



*\ n ml 
*\ n ml 



m 



mOn 



mOn 



2 ' 2 

mOn 



Tchklj Ttlkh 
xhkl, K^kl 



7t{hkl} 

x{hkl) 

7tn{hk[) 



Ueber die Naumann'sche Bezeichnung der regulären Formen vgl. § 2. 
Aus der vorstehenden Tabelle ergeben sich folgende Transformations- 
formeln : 

.11 ,,.111 

1 : - : — = m : n :1 ==7:7:7 

n m l k h 

m f > i h h . 

m: —: 1 =m :n :1=7;7:1 
n 6 A: 

1 1 

m : n : 1 ^ 1 : — , : — ,= h : k : l 

n m 

Die Levy'sche Primitivform ist der Würfel 
(s. Fig. 467) . In dem Symbol des Hoxakisoktaö- 

_l £ £ Fig. 467. 

ders (hexocta^dre) 6' 6* 6* werden die Indices 

Ikh so angeordnet, dass l<C,k<Cih. Dann erhält man fttr / = die Teirakis- 

^ h 

hexa^der (hexatötraMres) mit dem abgekürzten Symbol 6* , worin t > 1 

ist; &Xv l ^ k die Ikositetra^der (icosit^traödres) mit dem abgekürzten 

- h 

Symbol a^, worin y > 1 ist ; für k = h die Triakisoktaöder (triocta^dres) 

^ l 

mit dem abgekürzten Symbol a* , worin t <C ^ ist. 




§5. 

Hexagonales System. 

Syn : Systeme sdnaire et ternaire Bravais, hexagonales System Broithaupt, mono- 
trimetrisches SystemUausmann, dihexaödriscbes System Kupffer, systäme hexago- 
nal et rhombo^rique Lövy, rhombohedral System Miller, dirhomboödrisches und 
rhomboödrisches System Mobs, hexagonales System Naumann, drei- und einaxiges 
System Rose, orthohexagonales System Sehr auf, sechsgliedrigcs und dreigliedriges 

System Weiss. 

Groth I Weiss-Rose I Bravais INaumannl Lövy 



Basis 
Protoprisna 



• 1 



0001 


ooa:eoa:ooa:c 


c 


0004 


OP 


P 


0440 


ooa:ava:aoc 


9 


40T0 


ooP 


m 
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Groth 



Weiss-Rose 



Bravais 



Deuieroprisma 



Naumann 



1210 



"""rortn^""""! «"' 



r 



Olli 



Primäre hexagonale Py-^ 
ramide I. Ordnung / 1 

Hexagonale Pyramide) L g^ .^.^ 
II. Ordnung. f\ 

Primäre hexagonale Py-1 1 
ramide II. Ordnung j 



121^2 



Dihexagonalos Prisma xhkO 



Dihexagonale Pyramide i xhkl 



a 

a: — :a:ooc 

2 



ooa: a:a: j c 



ooa:a:a:c 



a h 



a c 



a (i a 
X h k 



a a a c 
x' h' k' l 



a 



r 



2/i 
T 



d 



9 



1120 

hOhl 
lOTl 

h*h'2h 'l 
1.12. 2 

AxÄü 

kxhl 



ooP2 

1' 



2A 
l 



Pi 



P2 



ooP 



h h 
l k 



I 



L^vy 



AI 

6* 



6« 



a 



k 



11* 
'6* 6* A' 



(x = h — k, 2Ä>A>A) 



lieber die Bezeichnung der hexagonalen Formen nach Weiss und 
Groth s. S. 281. 

im Anschluss an die Bemerkung S. 281 über die Bravais'sche Be- 
zeichnung der hexagonalen Formen möge hier eine Copie der daselbst 



«tflrp 



JOI9 



JM09 




Ias0 



ajio 



HQO 




iff BBB 



Fig. 469. 



citirten Fig. 11, PI. XII mitgelheilt werden (s. Fig. 468). Vergleicht man 
diese Figur mit Fig. 276 auf S. 285, so ersieht man, dass die mit i h gh 
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»ad'mhkl b«ieichaeten Flächea einander enlsprechen. Hit HUcksieht auf 
die Reihenfolge der Axen ist also : 

kxhl = ihg1e 

eder: Bravais 

h 



a 

— i 

— h = 



i 



9 + i 



Folglich ist g e 
Zahlen bedeuten. - 



3 posilive ganze Zahl, während k und i negative ganze 
E. Mallard*) geht in seiner Darstellung der Bra- 
vais'schen Bezeichnung der hexagonaleb Formen von der FlSobe pg'rs aus, 
fUp welche |> und q positiv, p<Cg, p + g + r => |s, Fig. i69}. Dann er- 
hallen die einfachen faexagonalen Formen folgende Symbole: 

dihexagonale Pyramide {P9^^) 

dihexagouales Prisma {Pl''^} 

hexagonale Pyramide I.Ordnung [opps] 
hexagonale Pyramide S.Ordnung {p-p-ip- s) 
bexagonales Prisma 1 . Ordnung { 1 T } 
hexagonales Prisma 2. Ordnung {HSO} 
Basis {0 001} 

Die Bezeichnung der hexagonalon Kryslalle durah ihre auf die W e i s ^ 

sehen Axen {gezogenen Indices ist auch von Prankenbeim setbsliindig 

vorgeschlagen worden'*]. 

Naumann bezeichnet die primUren Nebenaxen mit u, s, y und die 

Hauptaxe mit x (s. Fig. i70j . Die Abschnitte der zur Grundform gewählten 





Fig. (70. 

hexagonalen Pyramide auf den Nebenaxen werden = 1 gesetzt; der Ab- 

•) TralW de cristollographiB. Paris 187», 1, 1BO~)08. 

") Uebcr die Ausbildung der Kryslalle. Po^. Ann. 1885, »5, 188. Ueberdie An- 
ordnung der Holecüle im Krystalt. ib. (856, 97, 381. System der Kryslalle. Nova Acta 
Acad. Caes. Leop. Carol. Nat. Curlos. XIX (8) IS*). BI7. Zur Krysl» II künde. Bd, 1. 
CharsklehsHk der Kryslalle. Leipzig. 4 888, 77. 
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schnitt auf der Hauptaxe wird mit a bezeichnet. Für die Berechnung 
werden die Flächen bezogen auf die Axen x, y, z, derart, dass die Glei- 
chung einer Fläche F (s. Fig. 47i), deren Parameterverhältnisse: 

m'o : n' : 1 
sind, lautet: 

tn a n 
Hierin ist m'a ^ 1 und 1 <^n'<^2. Der Abschnitt der Fläche F auf 



n' 



-', also > n'; demnach ist i<^u<^ oo. 



der dritten Nebenaxe w ist = , . 

n — i 

Die Grundform wird mit P bezeichnet. Multiplicirl man ihren Para- 
meter a mit einer rationalen Zahl m\ die alle Werthe von bis oo an* 
nehmen kann , so erhält man die Reihe der Protopyramiden m'Pj deren 
Greuzformen das Protoprisma oo P und die Basis OP sind. Multiplicirt man 
die Nebenaxen einer Pyramide m'P mit einer rationalen Zahl n\ wobei 
i <[ w' < 2, und legt man durch eine jede ihrer Endkanten zwei Flächen, 
welche die nicht zu derselben Endkante gehörigen beiden Nebenaxen in 
der Entfernung n schneiden , so erhält man eine dihexagonale Pyramide, 
der das Symbol m'Pn' gegeben wird. Erreicht n den Werlh 2, so entsteht 
eine hexagonale Pyramide der zweiten Art oder eine Deuteropyramide 
m'P2. Für m = oo erhält man die dihexagonalen Prismen oo Pn' und das 
Deuterpprisma ooPi. 

Naumann denkt sich je vier, über einem und demselben Sextanten 
der Basis liegende Flächen einer dihexagonalen Pyramide m Pn zu einem 
Gliede verbunden. Bleiben in jedem Gliede entweder eine obere rechte 






Fläche mit einer unteren linken u oder umgekehrt, erhalten, während 
die übrigen Flächen fortfallen, so entstehen die correlaten Trapezoi^der: 

Tti Pn! tn Pn 

d ^4^ und / ^4-^ (s. Fig. 472) . 

Sind in den auf einander folgenden Gliedern entweder nur die rechten 
oder nur die linken Flächenpaare ausgebildet, so gehen aus m' Pn' die corre- 
laten hexagonalen Pyramiden der dritten Art oder Tritopyramiden hervor : 



dm'Pn , ImPn ^ ,fmPn 
7-T-"^^'d ^" oder±|-^ 



[^](s.Fig.473)., 



§ S— fl. Hexagdnales System. 
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Ist das Weiss 'sehe Symbol einer dihexagonalen Pyramide: 



\ n n — 1 ml 



woriD n ^ 1 ist, gegeben, so erhttlt man das entsprechende Naumann 'sehe 
Symbol m! Pn\ indem man jenes zunächst so umformt, dass der kürzeste 






Fig. 478. 

Abschnitt der Nebenaxen, d. i. der auf der mittleren Nebenaxe 02 oder 
Zj gleich 1 wird : 



/ n n \ 



n 



darauf dem Buchstaben P den Goefficienten — von c vorsetzt und den 

m 

Goefficienten der Nebenaxe mit dem mittleren Abschnitt, d. i. o^ oder ^, 
nachstellt : 



m'Pn' = - P 



n 



m n — 1 
In analoger Weise formt man das Symbol : 

worin * <| A <[ 9Ä* und acs^h — i ist, nm in : 

h h h 



|-«,:a.:jf 03:^-0) 



worin - s 7 ist. Darauf erhält man : 



m'Pn' = j P^ 
l k 

A. Schrauf*) bezieht die hexagonalen Formen auf ein sog. ortho- 



*) Theorie des orthohexagonalon Krystallsystetns. Sitzungsber. Wien. Akad. Math.- 
Naiurw. Classe. 46, 4. Abth. 417. 45, 2. Abth. 4 47. Beitrag zu den Berechnungs- 
tnethoden dos hexagonalen Krystallsystems (mit 8 Taf.). ib. 48, S. Abth. 108, S50— 270. 
Erklärung des Vorkommens optisch zweiaxiger Substanzen im rhombo^dri sehen System. 
Ein Beitrag zur Krystallphysik. Pogg. Ann. 4861, 114, 221. Lehrbuch der Krystallo*- 
graphie. 1868,184,246. Atlas der Krystallformen des Mineralreichs. 1.1865 — 1877. 
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hexagonales Axensystem y, Xy ;;, welches von einer primären Nebenaxe, 
der auf ihr senkrecht stehenden secundären Nebenaxe und der Hauplaxe 
gebildet wird. Die Symbole der Flächen einer einfachen Form sind alsdann 
nicht nur hinsichtlich der Anordnung und der Vorzeichen, sondern auch 
bezüglich der absoluten Werthe ihrer Indices von einander verschieden. 

Die Axeneinheilen von x und y verhalten sich wie VS : 4 . In den positiven 
Oktanten xyz des Axensystems fallen 3 Flächen einer dihexagonalen 




Fig. 474. 



Pyramide, die wir für den Augenblick mit I, II, III bezeichnen (siehe die 
Linearprojection Fig. 474). Sind die Indices einer dieser Flächen, bezogen 
auf das Axensystem xyz, gegeben, so können die Indices der beiden 
anderen Flächen daraus abgeleitet werden. Am einfachsten geschieht di^s 
mit Hülfe der vollständigen hexagonalen Symbole von Weiss für jene 
Flächen. Es sei das Symbol von : 

. . b a b a b a c 

worin 6=^ay3, *<A<2fr. (In Figur 474 ist Ä = 3, fr = 2, / = 1.) 
Alsdann ist das Symbol von : 

b a b a b a c 



(H) 

(in) 



ik — k'kh + khih — kh — kl 

b a b a b a c 

, U — k ' Ä." F+ic ■ k ' —h + ik • F^ ■ J 



S B— <. Hexagooalcs System. 
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Fallen nun die Axen sc und ß^, y und a^ zusammen, so Inuten die 
Symbole von Seh rauf fUr die Flüchen: 

I. h + k, h — k,l 

II. %h — k, k, l 
m. —h + 2k, h, I 

oder, wenn ik — k = k', k = k' gesetzt wird: 

l. A' +3*', A' — Ä^ il 
II. A', k', l 

m. —h' + 3A-', h' -\-k' , 2/ 
worin A' <; A' <; 3 A' ist, wie aus A<;A <; 2Ä- foljtt. Das Symbol der ganzen 
Pyramide wird von Schraufgeschneben; 

(A'-+-3A', h'—k', 2/; A', r, /'; — A' + Sft', A' + Ä', 2/} 




Beispiel. IstA = 8, t = I, 1= I, so erhall man A' = ( 
Symbol der dthoKagonalen I'yramide (a. Kig. i75) wird: 



A* => 9 und das 



(■> 



:c)={SH ; tai; 131} 



Insbesondere erhalt man als Symbole der Übriger 
dihexugonales Prisma {A'4-3i', A' — A:',0; h',k', 0; 
hexag.Pyram. I.Ordng. {2A', 0, /; A', A', /} 
bexag. Pyram.ll.Ordag. (0, k', l; 3A', k', 2/} 
Grundform (201; 1H} 

bexag. Prisma I. Ordng. {100; 110} 
bexag. Prismall. Ordng. {010; 310} 
Basis (001} 

In dem orlhobexagonalcn Axensystem ist : 

Cji = I , fjt = 0, J r= \, Jf,= i, 

Lifbineh, Ofnmnlr. EiimUlInjir. 



einfachen Formen: 
_A' + 3A',A'4-A',0} 
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folglich nach S. i83 der Cosinus eines Flächenwinkels, wenn o = f, b = V3 
gesetzt wird : 

cos r s tvx 5i ^ = \i-T-ij-i-i 

y{cc{3rr + ss) + 3 /^} {cc(3rx r, + 5, s,) + ^^ /,} 
ferner : 

sin (r5/V|5i^)= j/ 



3cc{qq + 3aa + ccrr} 



{cc(3rr + ss)+ 3n}{cr(3riri +Si5j+ ^ ^,} 



tan (rst'r st)— >^^^ ^^gg + 3aa + ccirr 



worin : 




Wt, 



p = s (^ — ts^j a sss tri' 
T = rsi — svi 

Hieraus fliessen die von Schrauf a. a. 0. 
mitgetheilten Formeln. 

Die L^vy^sche Primitivform ist die Com- 
bination des Protoprismas m = ooP und der 
Basis p = OP (Fig. 476, prisme hexagonal regu- 
lier) . Das Yerhältniss der Kantenlängen b : h ist 
gleich dem Yerhältniss der Axeneinheiten a : c, 

§6. 

Zweite Abtheilung des hexagonalen Systems. 

Syn.: Rhombo^drisches System Mohs, Systeme ternaire Bravais, dreigliedriges 

System Weiss. 

Naumann 
primäres secundtircs 

Symbol 



Fig. 476. 



Basis 


0001 


OP 


0/) 


Protoprisma 


0110 


ooP 


oofi 


Deuteroprisma 


1210 


ooP2 


ooP2 


Rhombo^der 


Ohhl 


— 2 


d=Jfl 


Grundrhomboöder 


Olli 


P 

2 


R 


Deuteropyramide 


h'^h'h'l 


/ 


'/., 


Primäre Deuteropyramide 


1212 


P2 


'^'^ik h 


Dihexagonales Prisma 


ccÄAO 


Skalenoi^der 


xhkl 


/ k 


2A- A h 
l U h 



(x^h — k, 2* > Ä > k) 



§ 5 — 6. Hexagonales System. 
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Für die rhomboSdrischen Formen giebt Naumann zwei verschiedene 
Ableitungen und Bezeichnungen. Die primäre Ableitung und Bezeich- 
nung entspricht der Auffassung der rhomboödrischen Formen als Hemitider 







Fig. 478. 

der hexagonalen Formen. Sind in den auf einander folgenden Gh'edern 

der dihexagonalen Pyramide m Pn (s. Fig. 477) abwechselnd die oberen und 

die unleren Flächenpaare allein ausgebildet» so entstehen die correlaten 

SkalenoOder: 

m Pn m Pn 

Andererseits bezeichnet Naumann die Rhomborder. 

dz I mit dz /? 
z 

±: -;;- mit dz mR 

und giiindet hierauf die secundJSre Ableitung und Bezeichnung der Ska- 
lenoüder*). Hat das eingeschriebene Rhomboöder der Mittelkanten eines 
Skalenoi^ders (s. Fig. 478) das Zeichen m' R und wird der Hauptaxenschnitt 
des SkalenoOders erhallen, indem man den Hauptaxenschnitt nia des Rhom- 
bo^ders nach einer bestimmten rationalen Zahl n vervielßlltigt, wobei 
1 < 7i' < oo ist, so lautet das Zeichen des Skalenoiiders : 

± m'Rn' 

Für 7w' = oo erhält man, so lange 1 < n' <Coo ist, ein rhomboödrisches 
zwülfseitiges Prisma oo/?w', aus welchem für n' = 1 das rhomboiidrische 
Protoprisma ooR und für n' = oo das rhomboüdrische Deuteroprisma 
ooKoo = ooP^ hervorgehen. Mit dem letzteren schliesst jede Skaleno- 
üderreihe m' Rn' für n = oo ab, welchen Werth auch m haben mag. 

*) Gnindr. der Kr>'stallogr. 4826, 370. Lehrb. der Mineralogie 4828, 85. Diese 
Ableitung der Skalcnoi^der ist wesentlich dieselbe, welche schon Mobs in seinem 
Grundr. der Mineralogie 1822 eingeführt hatte. 

28* 
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Bei dieser secundären Ableitung lassen sich die hexagonalen Pyramiden 
der zweiten Art oder die Deuteropyramiden m Pi in keine unmittelbare 
Verbindung mit den übrigen Formen bringen. 

Trotzdem gewährt nach Naumann 
diese secundäre Bezeichnung der Skale- 
noMer den Yortheil, dass sie weit 
repräsentativer als die primitive isf^j . 

Wenn von einer hexiagonalen Pyra- 
mide der dritten Art (Tritopyramide) 

d mPn , l mPn ,. i . 

- -TT— oder -7 . nur die abwech- 

selnden einzelnen Flächen zur Ausbil- 
pjp jj7g düng gelangen (s. Fig. 479), so entstehen 

correlate Rhomboäder der dritten Art, 
welche von Naumann mit 





d mPn 
T 4 



l mPn 

d i~ 



tu Pfi 
bezeichnet werden. Jedes Skaleno^der — ö" liefert zw^ei correlate trigo- 

nalo Trapezo($der, indem die an den abwechselnden Mitlelkanten gelei^enen 






Flächenpaare allein vorhanden sind oder fortfallen; die so entstehenden 
Formen (s. Fig. 480) bezeichnet N a u m a n n mit 

mPn 



d 



mPn 
2" 



Die vier, aus einer hexagonalen Pyramide m Pn hervorgehenden Tra- 
pezoöder werden geschrieben : 



zb d 



mPn 



. mPn 



') Vgl. Elem. theorct. Krystellogr. <856/«05, 
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Ein primäres Ski^lcnoödersymbol wird in folgender Weise in das ent- 
sprechende seeundäre umgewandelt. Es sei das Skaleno^der: 

mPn 
Q{xhkl)= -^ 

worin m = - , n = 7-, — = ,- ist, gegeben, dann hat das Rhombo- 
/ k n l 

öder seiner Hittelkanten nach S. 312 das Symbol : 

p ( . 2 A* _ A . 2 Ä — Ä . /) = m' /i 

so dass : 

2A — Ä 

ist. Vervielfältigt man jetzt die Hauptaxe dieses Rhomboöders nach der 
rationalen Zahl n\ so wird : 

, , , 2k — h h 

n m = n . = m = . 



folglich : n' = 



2k — h 



m{2 — n] , n 27i' 

n 2 — n n + 1 

... m . , , m'(n' + 1) 

hik'.l = m : — : \ = m n : — ^ — : 1 

n 2 

Das in Rede stehende Skalenoöder wird also durch folgende aequiva- 
lentc Symbole bezeichnet : 

mPn m(2 — n) n , r ^^ \ 



m'n'P 



2 n 2— n 

2n' 



^^-^ = m'Rn' = p(in'[n' — 1]. 2m'n' • m' [n + 1] • 2) 



l '^k 2A — Ä^ Ä ^ 

Hieraus ergiebt sich die Transformationstabelle auf Seite 434. 

Die rhomboödrischen Formen besitzen zweierlei krystallogra- 
phischeAxcn Systeme: das der ersten Art besteht aus der Hauptaxe y 
und den Nebenaxen a^^ a^^ a-^ ; ein Axensystem der zweiten Art wird von 
den drei Kantenrichtungen ^, iy, ^ eines Rhomboöders gebildet. Im ersten 
Falle erhalt man Symbole mit vier Indices, analog den Symbolen hexago- 
naler Formen von Weiss oder Bravais; im zweiten solche mit drei Indices. 
Die letztere Methode der Bezeichnung wurde zuerst von G. Lamö"^) vor- 

^) Examen des difför. method. empl. pour rdsoudre les probl^mes de göometrie. 
Paris 1818, p. 97. Vgl. Le?. sur la thäorio analyt. de la chaleur. Paris .1861. p. 47. 
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geschlagen und später von Whewell*), J. G. GrassmaDn**], G. Fr. 
Gauss**') W, H, Millerf) u. A. benutzt. Wir wollen die Bur Ueher- 
führung der einen Symbole in die anderen dienenden Transformatiens- 
gleicbungen ableiten. 

Die rbomboedriscben Axen §, tj, Z legen wir durch den Hittelpunkt 
parallel zu den Kanten des Grundrhomboßders (Olli) und betrachten ihre 
vom Mittelpunkt aufwarte gehenden Hichtungon als positiv (s. Fig. 481). 
Dann erhalten die drei oberen Bhomboederflachen : 



e neuen Symbole: 



10T1, Olli, U01 
100, 010, 001. 



Da die Bhomboederkantcn gicichwcrtfaig sind, so müssen ihre Ein-' 
heiton einander gleich sein ; d. h. der Basis 0001 ist das neue Symbol 1 1 1 
zu ertheilen. Eine auf das Axensystem der ersten Art bezogene Fläche 





Fig. (8(. 



Fig. 48a. 



xhkl, worin x ^ h — k und 2A' ]> ft > k ist, müf!e, auf die rhoniboj^dri- 
schcn Axen bezogen, die Indiccs ti, v, w annehmen. Dann gewinnt man 
aus den Formein I, Kup. 5, § 3, die Transformationsgloichungon : 

U 1 T 



\k i 

\l I 1 

'|0 1 T 



1111 



= h — ik + i 



') Phil. Trans. tS>5, I, 89. 

") Zur physischen Krystallonomie etc. ISü). — Conihlnat. Entwickl. d. Krysl. 
Pogg. Ann. 1813, 80, 1. 

■*■•) Werke. Heniusg. v. d. Ges. d. Wiss. zu Göltingen II, <863, 309. 
■;■) Trcatisoon crystallography. IS39. 
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V = 



und uiugckehrl : 



Ä T 


T /.• 





1 / 


i 





T 


T 





1 1 


i 


1 


h 


T i 


k 


1 1 


l 


1 





T 1 





1 1 


1 



=:h + k + l 



IV = = — 2Ä + A- + / 



Sx 




u 




lO 




3A 




V 




w 




3A 




V 


— 


u 




3/ 




u 


+ 


v + 


w 



Die rhoniboödrischen Axoq haben in dem Axcnsysteme der erslen Art 
die Indices : 



, TOI 
*? = : OTI 



?- 



OH 
111 



= [111] 

= L"211) 



Werden die Nehenaxen des Axensystems erster Art in der B ravais'- 
sehen Reihenfolge genommen (s. Fig. 482), so lautet das Symbol der FlUehe 

xhkl nunmehr kxhl^ oder, wenn wir: 

Ä = — r, A = p, X = q 

setzen, pqrL Dann gehen die vorstehenden Transformationsformeln 

über in : 

u = q — /> + / 

V = p — /• + ' 
w= r — 9 + ^ 

und umgekehrt, da p + 9 + ^ = ^ 'st : 

3q z=i u — w 
3 /• =^ t/; — V 
3 p = ü — u 
3 / = u + r 4- IV 
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Die rhombo(5drisch€n Axen führen bei Bravais die Indices: 

= [1T1] 



1 = 


011 
TOI 


V — 


TOI 
1T1 


c- 


1T1 
011 



= [2T1] 

Aus den Formeln in Kap. 6, §11, ergiebt sich für die neue Axenein- 
heil der rhomboi^drischen Axen der Werth : 



Bezeichnet man den Winkel der rhomboödrischen Axen mit (a), ihren 
Axenebenenwinkel mit {ß), so ist (vgl. Seite 304): 

cos2 (a) — cos (a) = sin^ (a) cos (ß) 

, ,, — cos (a) 

cos iß) = ■. ■- — y-^ 

^' 1 + cos (a) 

cos^ {ß) — cos [ß) = sin^ {ß) cos (a) 

_— _cos (ß) 
1 '+~cos (ß) 

Ferner ist der Sinus der Ecke dieser Axen : 

1 cos (a) cos [a] 
J = 



cos (a) = 



oder : 



cos (a) 1 cos [a] 
cos (a) cos (a) 1 



^ = 1 — 3 cos2 (a) + 2 cos» (a) = 4 sin |- (a) sin» '^-^ 



cos q) = 



Ai = A2 = ^13 = sin2 (a) 
^23 = ^:/3i = ^12 = cos**^ (a) — cos (a) = sin2 (a) cos [ß) 
Folglich ist der Cosinus des Flächenwinkels [hkCWk' V)= cp: 

h h! + kk' + i r + cos{ ß) {hk^ + kh' + hl' -^ Ih' + kC + l]ß 

yinw " 

worin : 

^ = Ä/i + */: + /i + 2 vm[ß)[hk'^hl + kl) 

ir = h'K + A'A' + VV + 2 cos(/?) [h'k' + äY + *'/'} 

gesetzt ist, und der Cosinus des Kantenwinkels [Qav'^Q' & %]= ip: 

qq' -{' oa' -^-vT -{' 00s (a) [qo' '\- ao' -\- oir' + ^p' + <'^' + f^o'} 
cos 1// = 



Vä . K 



worin 



K = qq' + a'a' + r'r + 2 cos [a] [q' a' + ß'ir' + o' ^) 
gesetzt ist. 



f 5 — s. Ileueonales System. 441 

Die drei SymiDetrieebenen einer rhomboSdriscben Form geben durch 
die Hauptaxe ■/ = [t 1 1 ] und die neuoD Axco : 

l = [100], Ti = [010], % = [001] 

Demnach ist (vg). Fig. 483): 

{^^ = 011, {y,) = T01, (y;C}=1T0 




Dieselben Symbole erhalten die Normalen der Synimetrieebenoa : 

Ol =[T01], ß2 = [OIT], «3 = !1T0J 

Die Durchschnitt slinicn /f|, jß^, ji^ dcrS^mmclriccbcncu mit der Ebene 
{111} der Nebenaxen a„ a^, «j haben die neuen Indices: 

^, =[2TT], /:f,=[T2T], ß2=[^U] 
und die auf ihnen senkrecht stehenden Ebenen : 

(ya,}=T2T, {yaj} = 2TT, {yaj} = TT2 
Geht man von rhombotidrischen Axen aus, so nehmen die Flächen 
correlator Formen verschieleue Indices an, die in folgender 
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Bexiehung tu einander stehen. Setzt man die correlat«n Skalenoeder 
Qj{xhkl) und Q^{xhkt) (vgl. Fig. 484} beziehungsweise gleich [uvw] und 
(u' v'w'), so ist nach den vorhin abgeleiteten FormelD : 




folglich ; 



u = A — aA- + ^ u' == — k + 9,k + l 

v = h + k + 1, v' = — h — k + l 

,v = — ih + k + t, w'= ih — k + l 



-.il = ^{u + v+w) 



oder: 

3u' = — u + iv+ iw 

Zv' =2m — v + Sm) 

3m>'= 2k + 2v — w 
Man erhalt also folgende Symbole fllrcorrelalo rhombo£drische 
und damit auch fUr hexagonale Formen*): 

*) Die Abwcicbungen der folgenden Tran sformalion stabeile von anderen , in der 
Lticralur vorhandenen Tabellen beruhen lediglich daran!, dasi verschiedene Autoren 
die Indices verschiedener Flächen zur Bezeichnung einfacher Farmen herangezogen 
haben. Aus den Figuren 4B3 und *8t ist ersichtlich, welche Flachen an dieser Stelle 
benullt worden sind. 
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Dihcxagonalc 
Pyramide 

Dihexagonal. 
Prisma 

Hexagon. Py- 
ram. I. Ord- 
nung 

Primäre hex. 
Pyr.l.Ordn. 

Hexag. Pyr. 
IL Ordnung 

Primäre hex. 
Pyr. 11. Ord- 
nung 

Protoprisma 

Deutero- 
prisma 

Basis 



xhkl 



xhkO 



uvw ; u* V* \jo 



UV 10 

[u + V -\' w = 0) 



Oh hl 



Olli 



h'^h'h'l 



1212 

0110 
1210 

0001 



(- 



uvu; m'vV 



010; 2T2 

uvw 
2t^-|-^+«^=Ö) 



25T 

T2T 
OIT 

111 



u- 

V : 
W 



h — ^k+l, u' = — A + 2iH-/ 
h + k + l, v' = —h-k + l 
^^h+k+l, w'=%h—k + l 

u = h — ik 
v=h + k 
w= — 2h + k 



u 

V 



— A + /, u' =h + l 
2A + /, v = — 2A + / 



u 

V 

w 



= / 



3A + / 
— 3A + / 



Die L^vy^schen Symbole der rhomboödrischen Formen stehen in ein- 
facher Beziehung zu den Symbolen von 
Whewell-Miller. Nach L6vy werden 
mit a die Endecken, mit e die Seitenocken, 
mit b die Endkanten, mit a die Seitenkanten 
und mit p die Flächen des Grundrhom- 
boöders bezeichnet (Fig. 485). Die von der 
oberen Endecke a ausgehenden Endkanten b 
geben die positiven Richtungen der Axen 
§, T]^ ^ an; demnach gehen von jeder der 
drei oberen Seitenecken e zwei Kanten d 
in positiver und eine Kante 6 in negativer 
Richtung, dagegen von jeder der drei unteren 
Seitenecken e zwei Kanten d in negativer 
und eine Kante b in positiver Richtung aus. 

Fläche, deren Indices positiv sind, an der oberen Ecke a 

Fläche, deren Indices negativ sind, an der unteren Ecke a 

Fläche mit \ negativem und 2 positiven Indices an einer oberen Ecke e 

Fläche mit \ positivem und 2 negativen Indices an einer unteren Ecke e 

Fläche mit \ Index gleich Null in einer Endkantenzone 

des Grundrhomboäders liegt. 




Fig. 485. 

Daraus folgt, dass eine : 
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1. Modif icationen der Endecken a. 

Das Skalenoäder, dessen sechs obere (^lachen auf den oberen End- 

1 i 1 
kanten des Grundrhomboäders die Langen — : — ;—, x > y > s, ab- 

X y z 

schneiden, erhält das Symbol : 

111 
{xyz)=b'' btf b* 

Die Pole der sechs oberen Flächen liegen innerhalb des sphärischen 
Dreiecks, dessen Eckpunkte die Pole der oberen Flächen 100, 010, 001 des 
Grundrhomboeders sind (s. Flg. 483, Seite 441) und zwar*]: 

in den direclen (schraffirten) Sextanten, wenn ac + s > 2y 
in den inversen Sextanten, wenn x -i- z <^2y 

auf den Grenzen dieser Sextanten,' wenn x -i- z = iy 

Im letzteren Falle erhält man »isoscöloödres«, d. h. sechsseitige Pyra- 
miden zweiter Art. Ist y = js oder x = y , so entstehen Rhomboäder. 
Ihre Pole liegen auf den grOssten Kugelkreisen, welche die Winkel des ge- 
nannten sphärischen Dreiecks innen halbiren : die Pole der directen Rhom- 
bo(5der [xzz), deren Flächen auf den Flächen des Grundrhomboöders gerade 
aufgesetzt sind, zwischen dem Pole 111 und den Polen 100, 010, 001, 
dagegen die der inversen Rhomboöder (xxz), deren Flächen auf den 
Kanten des Grundrhomboäders gerade aufgesetzt sind, zwischen 1 1 1 und 
011, 101, 110. L 6 V y bezeichnet die : 

directen Rhombo(3der (x z z] mit a* I ^ 

i( ^^^ 
inversen Rhomboöder [xxz) mit a* ) 

\si X = y = s, so erhält man die Basis (1 1 1 ) = a^ 

2. Modificatioen der Endkanten 6. 

Die Skalenoöder [xyO) aus den Endkantenzonen des Grundrhomboöders 
werden nach Levy mit: 

X 

(xy(}) = bi 

bezeichnet. istx^Si/, so ist (acyO) ein directes, resp. ein inverses 
Skalenoöder. Für x = 2y erhält man das isosceloödre (210) = b'^, dessen 
Pole auf den Seiten des sphärischen Dreiecks mit den Eckpunkten 100, 
010, 001 da liegen, wo diese Seiten von den durch die Hauptaxe und die 
Nebenaxen aia2a^ gelegten Ebenen geschnitten werden (s. Fig. 483). Die 

X 

Pole der directen Skalenoöder bi liegen auf den Seiten desselben Dreiecks 
zwischen den Polen von (100) und (210) ; die der inversen zwischen den 

*) Die Fläche mit den Indicos xy2 liegt in demselben Dodekanten der Fig. 483 
wie die Fläche vuw. 



§ 5 — 6. Hexagonales System. 445 

Polen von (MO) und (210). \six = y, so entsteht das erste stumpfere 
Rhomboi^der der Grundform : 

(no) = 6t 

dessen Pole auf den Mitten der Seiten jenes Dreiecks liegen. 

3. Modificationen der Seitenecken e. 

Die an den oberen Seitenecken e auftretenden Flächen müssen 
mindestens einen negativen Index besitzen; ihre Pole liegen zwischen 
einer Seite des Dreiecks 100, 010, 001 und den Verlängerungen der beiden 
anderen Seiten. Nach Le vy bezeichnet man die : 

111 
Skalenoöder [xyz), x — s ^ 2y, =(1"^ d» b' 

Skalenoi^der [xzz) = e^ 



I 



Für X — js = Sly erhält man ein isosceloi^dre ; für ac + t/ + ^ = ö 
ein zwölfseitiges Prisma : 

1 1 \ 
(z — y,y, z) = d'-yd^b' 

dessen Pole in dem Zonenkreise [111] liegen, und, wenn insbesondere 
js = — iy ist, das sechsseitige Prisma erster Art : 

(112) = e2 
Ist X = yy so entsteht ein inverses Bhombo(!(ier : 

(yyz) = ey, z<:iy 

dessen Pole in den Verlängerungen der grOssten Kugelkreise liegen, welche 
die Winkel des Dreiecks 100, 010, 001 innen halbiren. Hierher gehören 
das inverse Rhombo^der der Grundform : 

(22T) = e* 
und das erste spitzere Rfaomboäder derselben Form : 

(1lT) = ei 

Sind zwei Indices einer oberen Fläche negativ, so bilden die gleichen 
Flächen ein directes SkalenoiSder : 

{xyz) = b'^dyd'' 

Die Pole desselben liegen in den Gebieten der Kugeloberfläche, welche 
durch die Verlängerungen je zweier Seilen des sphärischen Dreiecks 100, 
010, 001 bestimmt werden. Für y = z erhält man das directe Rhomboöder : 

X 

[xzz) = e', .T > 2js 
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4. ModificationeQ der Seitenkanlen d. 

Die Skalenoi^der, deren mittlerer Index ^ = ist, gehören den Seiten- 
kanlenzonen desGrundrhomboiSders an und werden nach Ilauy scalenoedres 
metastatiques genannt : 

Ihre Pole liegen auf den Verlängerungen der Seiten des Dreiecks 100, 
010, 001 zwischen den Polen von (100) und (110). Ist x = s, so entsteht 
das sechsseitige Prisma zweiter Art: 

(10T) = di 

Die folgende Tabelle gewährt eine üebersicht der L6vy 'sehen Symbole: 



Whewel I- 
Millcr 



L6vy 



Basis 


1 
1 


111 


Grundrhomboüder 


100 


Protoprisina 


IIa 


Deutemprisina 


10T 


Dihexagonales Prisma 


s — 1/ . ?/ . z 




directe J 

> auf a 


xzz 




inverse ) 


X X z 


Rhombo(*der 1 


in Verses auf b 


110 




directe \ 

\ auf e 


xzz 


inverse ) 


XX z 


auf a 


xyz 


Deuteropyramiden j ^^^ ^ 

Isoscelo<»dres 

auf e 


210 
xyz 




directe ] 

> auf u 
mversc 


xyz 




directe ] 

> auf h 
inverse J 


xyO 


Skalenoi*der 


directe ) 

^ auf e 
mverse 


xyz 




directe auf e 


xzz 




directe auf d 


xO z 



P 




2.V 



1 1 }. 

I I i 
d' dff h' , x—z -2?/ 

\x+z<:^y 

f(.T>2»/ 

/.r<2.y 



i i i 
d'^dff b' 



.r— 3>2// 
X — z<^ 2j/ 



z 
z 

d^' 



§ 7. Tetragonales System. 
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§7. 

Tetragonales System. 

Syn: Systeme quaternaire Bravais, tetragonales System Breit haupt, quadratisches 
System Glocker, monodimetrisches System Hausmann, quadrat-oktaCdrisches 
System Kupffer, systdme du prisme droit ä base carröe L6vy, pyramidal System Mil- 
ler, pyramidales System Mobs, tetragonales System Naumann , zwei^ und einaxiges 

System Rose , viergliedriges System Weiss. 







Weiss-R 


ose 


Naumann 


L<Svy 


Basis 


001 


ooa:ooa:c 


c 


OP 


P 


Protoprisma 


110 


a: a : Goc 


9 


ooP 


frt 


Deuteroprisma 


100 


a:ooa:ooc 


a 


ooPoo 


Ä» 


Protopyramideu 


hhl 


h 
a : a : j c 


h 

r 


'j^ 


l 
62» 


Grundform 


111 


a : a : c 





p 


ii 


Deuteropyraroiden 


hOl 


h 
a: ooaij c 


7'^ 


jPCO 


l 


Ditetragonale Prismen 


hkO 


h 
ai-Tü :ooc 
k 




COP-^ 


/ 1 t 1 


Ditetragonale Pyra- 
miden 


hkl 

{h>k) 


h h 
a:- a: - c 
k l 




h h 

l k 


)«* + *, h—k—l 

i 

OA-k, h+k^l 
i 



Die Naumann 'sehe Bezeichnung der tetragonalen Formen ist analog 
derjenigen der hexagonalen Formen. Aus der zur Grundform gewählten 
tetragonalen Pyramide P leitet man die Reihe der Protopyramideu m P ab, 
indem man die Einheit a der Hauptaxe mit rationalen Zahlen m, m ^ 1 , 
multiplicirt. Die Grenzformen dieser Pyramiden sind das Protoprisma oo P 
und die Basis OP. Multiplicirt man die Nebenaxen einer Pyramide mP mit 
einer rationalen Zahl n, n ^ 1 , und legt man darauf in jede ihrer End- 
kanten zwei Flächen, welche die nicht zu derselben Endkante gehörige 
Nebenaxe beiderseits in der Entfernung n schneiden , so entsteht eine di- 
tetragonale Pyramide m Pn. Man erhält fUrn = cx) eine Deuteropyramide 
m Poo, für m = oo ein diletragonales Prisma c» Pn, für m = w = c» das 
Deuteroprisma ooPoo. Ferner bezeichnet Naumann correlate tetragonale: 



Trapezoöder 



mPn 



l 



mPn 



Skaleno^er 
(Disphenolde) 



mPn 
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Tritopyramiden 



dmPn 
1~T~ 



Tritosphenoide it-r 



ImPn 

, l m Pn 

-t- 

-(/ 4 



Die Levy'sche Primitivform wird von dem Protoprisma m = ooPund 
der Basis p = OP gebildet (Fig. 486 *), prisme droit ik base carree). Nach 
S. 423 sind die L6vy'schen Indieos: 

X : y : z = Si -^ $2 : Si — 82:8^ 
X + y : X — y : ^s = Sx : S2 : s^ 

Die geometrische Constante eines tetra- 
gonalen Krystalles ist nach dieser Auffassung 
das Verhültniss der Rantenlängen b : h. Des 
Gloizeaux bezeichnet die halbe Diagonale 
der quadratischen Basis mit D, so dass: 

b 




JD = 



Vi 



Fig. 486. 



und das Verhaltniss der Axeneinheiten : 

, h , yih 

2> 

Beispiel. Nach Des Cloizcaux ist am Vesu- 
vian (Man. min. 1, 278): 

b: h^ 4000 : 379,849 
folglich : 

a : c = 4 : 0,53749 



§8. 

Rhombisches System. 

Syn : Systeme tcrbinaire Bravais, rhombisches System Breithaupt, isoklines System 
Frankenhoim, prismatisches System Haidinger, trimctrisches oder orthorhom- 
bisches System Hausmann, systdme du prisme rhomboidal droit L6vy, prismatic 
System Miller, prismatisches oder orthotypes System Mohs, rhombisches System 
Naumann, ein- und cinaxiges System Rose, zwei- und zweigliedriges System W ei ss. 



Miller 



Weiss-Rose 



Naumann 



L6vy 



Basis 

Brachypinakoid 

Makropinakoid 



004 
040 
400 



004 ,00a: 006 :c. c 
400 ,00a :6:00c b 



040 a:oo6:ooc 



a 



OP 
ooP c» 
ooP c» 



p 
h' 



*) Diese Figur ist in der bei den französischen Autoren üblichen Stellung gezeichnet, 
dergemüss die rechte Seitonflüche m stürker verkürzt ist als die linke. 
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Miller 


Weiss-Rose 


Naumann 




Uvy 


Brachyprismen j 
Makroprismen J 


tk>h 

hko\ 


AAO 


aijbiooc 
k 


h 


ooPt 

h 

00P7 




k-hk 


Protoprisma 


110 


110 


a :b :ooc 


9 


ooP 




Wl 


Brachydomen < 


Qkl 
041 


kQl 
101 


ooaibijc 
ooaibic 


f 


Poo 






Makrodomen •! 


hOl 
\0\ 


0hl 
011 


aioob.jc 
a.oob'.c 


V' 

d 


-jPoo 
Poo 






Protopyramiden 


hhl 


hhl 


a : b : jC 


h 


> 




1 


Grundform 


m 


111 


a : b : c 





P 




b^ 


Brachypyramiden 


hkl 


k>h 
k h = l 


khl 


k ^ k 
70:6:7c 
n l 




kpk 
l h 


1 1 1 

«* + A, k + h^l 






k+h — l 


1 

i 








i 


», A— A>/ 


Makropyramiden 


hkl- 


h>k 
h k=l 

h + k—l 


t 

khl, 

i 

1 
1 


i 

1 

1 

! h^ h 
a.jo :7c 
k l 

1 

1 
1 




hph 

l k 


b^ 


1 1 1 

«A + Jk 

< 

Oa-A 



In der ältesten ( Weiss'schen) Reihenfolge der Axen ist a die auf den 
Beobachter zulaufende, b die zu ihm quergehende, c die verticale Axe. 
Diese Bedeutung der Buchstaben n, 6, c ist mehrfach abgeändert worden, 

wie folgende Tabelle zeigt : 

vorn : rechts : oben : 

Weiss a b c 

Naumann c b a 

Dana b c a 

In dem Mi Herrschen Symbol hkl bezieht sich der erste Index auf 
die horizontale Queraxe, der zweite auf die von vom nach hinten gehende 
Axe. 

Naumann bezeichnet die zur Grundform gewählte Pyramide mit P. 

L i • b i s e h , Oeomatr. Krystallogr . % 9 
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MuUicipIicirt man die Verlicalaxe mit rationalen Zahlen m, oo^ m'^0, so 
erhcilt man die Reihe der Prolopyramiden mP, deren Grenzglieder das 
Protoprisma ooP und die Basis OP sind. Aus jedem Gliedc mP entstehen 

durch Vervielfältigung der Brachyaxe c oder derMakroaxe b nach der ratio- 
nalen Zahl n, oo > n > 4, Brachypyramiden mPn oder Makropyramiden 
mPw, welche in der Bezeichnung dadurch unterschieden werden, dass tlber 
das Grundclement P die prosodischen Zeichen der Kürze oder der Lunge 
gesetzt werden*). Für 71 = 00 erhält man Brachydomen mP 00 und 
Makrodomen, für m = 00 Bnichyprismen 00 Pn und Makroprismen ooPn, 
deren Grenzglieder das Brachypinakoid ooPoo und das Makropinakoid 
cx)Poosind. Diese Ableitung wird übersichtlich durch folgendes Schema 
dargestellt : 



4f" 



f V 



n^n 






o)Bn 






^. 



QäP 



.\ 



jnBoi 






co^n 



\ 
mBto 



Die Dimensionen des Le vy 'sehen prismc rhomboYdal droit s. Fig. 487) 

werden angegeben durch den an h anliegenden Prismenwinkel [m^m) und 

das Yerhliltniss : 

6 : A = 1 : Irration. Zahl 





Fig. 488. 



♦) C. Klein giebt den Zeichen w und die Bedeutung vorn und seitlich. 
Vgl. Jahrb. Mineral. 1880, 1, 284. 
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Die Diagonalen des von den Kiinton b gebildeten Rhombus sind die 
Axcn a und b von Weiss (s. Fig. 487, S. 450), oder c und b von Nau- 
mann. Aus Fig. 488 ist nach einem auf S. 108 angeführten Satze ersichtlich, 

dass die Fläche ~. : -r : ' einer Makropyramide, h ]> k, auf den horizon- 
talen Kanten des Lovy 'sehen Prismas die Abschnitte: 



macht und auf der Kante h dieses Prisn)as aufgesetzt erscheint, während 
die Flüche ;- : , ■ -j- einer Brachypyramide, h <^ A", auf denselben Kanten 

die Abschnitte : 

_b_ b 

l'—h' k + h 

bildet und auf der Kante g aufgesetzt ist. Daher sind die Levy\schen 
Zeichen der: 

Mnkropyramiden b^-^ V"^^ h^ 

t 1 1 

Brachy Pyramiden ft* - '' ^* + '' (j ' 

Umgekehrt sind die auf die Ax.en a. 6. € bezogenen Al)schnitte von : 

1 ' J 
/;' bi' h* =y + X, y — a\ 2 z 

b^ by (j^ = y — .T, /y + .T, 2 3 

Zwischen den Einheiten der Axen a, 6, C und den Kiementen 6, ä, 
[m'^m des Levy'schen Prismas bestehen folgende Beziehungen : 

_ , ini'm) , . [inm] . 

a: o : C = b cos ■ - : b sin — vr-- : n 

ini^m) , h 

= cot ^ ^ ' : 1 : -"Ä — 



2 ,.;;// mi 

b sm ;r-- 

2 

Die halben Diagonalen der rhombischen Basis werden von Des Cloi- 
zeaux mit (/ und D bezeichnet, so dass auch: 

a : b : C = (I '. ^ ' f> 
ist. 

.1. Grailich und V. von Lang haben die auf den Charakter der 
Doppelbrechung untersuchten rhombischen Krystalle optisch parallel auf- 

89* 
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gestellt "^j. In ihren Zeichnungen sind die Richtungen rechts-links, vom- 
hinten^ oben-unten die der kleinsten, mittleren, grössten optischen Elasti- 
cität für rothes Licht. Die Aufstellung der Krystalle lässt also ihre 
optische Orientirung für diese Lichtsorte sogleich erkennen. Die 
Flächen sind derart mit Indices bezeichnet, dass sich in dem Symbol (hkl) 
h auf die längste, k auf die mittlere, / auf die kürzeste Krystallaxe bezieht. 
Die Symbole (Oktj, (AO/j, (hkO) bezeichnen also Prismen, deren Kanten 
beziehungsweise der längsten, mittleren, kürzesten Krystallaxe parallel 
laufen, (<00), (010), (00 <) Pinakoide, welche auf diesen Axen senkrecht 
stehen. So ergiebt sich aus der Flächenbezeichnung die morphologi sehe 
Orientirung. 

Um die Orientirung der Krystallaxen, a > 6 > c, und der optischen 
Elasticitätsaxen, a>> b >C, vergleichen zu können, haben Grailich und 
von Lang ein »Axenschema« eingeführt, in welchem die optischen Ehisti- 
citätsaxen in der Reihenfolge angeführt sind, wie sie der grössten, mitt- 
leren, kleinsten Krystallaxe entsprechen. So bedeutet z. B. das den 
Krystallen der Schwerspathgruppe eigenthümliche Axenschema (a6c), dass 
die Richtungen der grössten, mittleren, kleinsten Elasticitäts- und Krystall- 
axen zusammenfallen. Je nachdem nun die erste Mittellinie der optischen 
Axen Axe der kleinsten oder grössten optischen Elasticität ist, wird in 
diesem Symbol die Charakteristik + unter c oder — unter a gesetzt. 

Diese Methode leidet an dem Uebelstande, dass Glieder einer isomor- 
phen Gruppe, deren Elasticitätsaxensymbole verschieden sind, verschie- 
dene krystallographische Orientirungen erhalten, wie das Beispiel der 
Aragonitgruppe lehrt. Während bei Aragonit und Strontianit die Ebene 
der optischen Axen parallel der Makrodiagonale des Prismas, dessen 
Flächen Zwillingsebenen sind, läuft, geht sie bei Witherit und Gei iissit pa- 
rallel zur Brachydiagonale dieses Prismas. 

a b c Axenschemu 

Aragonit <: 0,7207 : 0,629< caB 

Strontianit \ : 0,72<2 : 0,6089 cab 

Witherit < : 0,74< : 0,595 bac 

Gerussit 1 : 0,7232 : 0,6102 bac 

A. Schraub**) stellt die optisch untersuchten rhombischen Krystalle 
so, dass die verlicale krystallographische Axe mit der ersten Mittellinie der 
optischen Axen zusammenfällt. 



*) Grailich und von Lang. Orientirung der optischen Elasticitätsaxen in 
Krystallen des rhombischen Systems. Silzungsber. Wien. Akad. ^857, 27. — Grailich. 
Krystallographisch-optische Untersuchungen. Wien. 4858, 208. 

**) Lehrb. derphysikal. Mineralogie. Wien. 4866. 1, 431; 2, «88, 302. — Atlas der 
Krystallformen. Wien. 4865—4877. 1, EinleHung S. 5, Taf. XI. 
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§9. 

Monoklines System. 

Syn: Systeme binaire Bravais , heinirhombisches System Breit hau pt, monoclinic 
System Dana, monoklinisches System Frankenheim, monosymmetrisches System 
Groth, augitisches System Haidinger, ortborhomboidisches System HauSmanni 
systöme du prisrae oblique- symötrique Hauy, Systeme du prismc rhomboidal oblique 
Lö V y , oblique System Miller, hem {prismatisches oder hemiorthotypes System Mobs, 
klinorhombisches oder monoklinoädriscbes System Naumann, zwei- und eingliedriges 

oder ein- und zweigliedriges System Weiss. 









Weiss-Rose 


Naumann 


Wvy 


Basis 


001 


; oc«: oob:c 


c 


OP 


p 


Klinopioakoid 


010 


ooa-.b : ooc 


b 


1 


9' 


Orlbopinakoid 


100 


a: oob: ooc 


a 


ooPoo 


h + k 


Klinoprismen 


,; |Ä<A- 


• 

yt.yb: ooc 

1' 


h 
P 


yk-k 


Orlboprismen 


hkol 




h + k 


Proloprisma 


110 


a:b:ooc 


9 


ooP 


m 




kl 


ooa-.b'.jc 


'rr 


^*oo 


< 


Klinodoiiicn 


< 






011 


ooa:b:c 


f 


*oo 


c» 




Vordere 


1 hOl 


a-.oob'.jC 


l"^ 


T-J-'OO 


( 

0* 






1 101 


a.oobic 


d 


— J?oo 


0« 


HemidomcD 


" 


j ÄOZ 


a \oob\jC 
a' :oob:c 




J?oo 


j 

0* 




Hintere 


1 TOI 


o« 


1 


hhl 


a:b:jc 


h 


'l- 


1 




111 


a.b'.c 





p 


1 

d2 


Hemiprolopyramiden < 


' hhl 


a :b\jC 


r 


> 


52* 






TU 


a' :b:c 


o' 


p 


1 

6^ 
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Weiss - Rose 



Hcmiklinopyramidcn 




A</r 



Heniiorlhopy ramidcD 



hkl 



hkl 



/t>A' 



// h 

a: ■rO'.-rC 

k l 

' Ä. h 
Ä: / 



Ä, h 
k l 



k l 



Naumann 



L6vv 



' 


l h 


1 


kr,k 

1 h 




h h 

rk 



fjlk-h Ijh+kg l 



bk-hdh + kgl 



dh-kdh+kh l 



k-\-k[h—k=l\ 



OA_k[Ä+A = /l 





h h \ 


^ß^ 1 




1 k 



fjk-k ftA + * h ' 



^ aH + k\h—k=l\ 



a,^j[h+k=l] 
i 



Naumann bezeichnet die : 

Axe 7C^ = Klinodiagonaie = Axe der y 

Axe TT^ = Orthodiagonate = Axe der z 

Axe 7r''^ = verlicale Axe = Axe der x 

Axeuebene 7c'^7t^ = orthodiagonalcr Hauplschnill 

Axencbene tt^/t' = klinodiagonaler Hauplschnill 

Axenebene rr^Tr'^ = basischer Hauplschnill. 

Die nionoklinen Prismen, deren Kanlen nichl einer der drei Kryslail- 
axen parallel gehen , heissen Hemipyramiden. Zwei isoparamelrische 
Hemipyramiden bilden, Irolzdem sie »völlig unabhängig von einander sind«, 
eine »vollständige monoklinoödrische Pyramide« (Fig. 489) ; die eine von 
ihnen falll in die spilzen, die andere in die slumpfen Winkel des orlho- 
diagonalen und basischen Hauplschnills (Fig. 490] ; jene wird die positive, 
diese die negalive Hemipyramide genannl, aber »die umgekehrle Benennung 
würde vielleicht noch vorlheilhafter sein«*). Da irgend zwei von den in 
der Symmelrieebene gelegenen Kantenrichtungen zur Klinodiagonaie und 
Verlicalaxe genommen werden können, so isl die Zusammenfassung zweier 
monoklinen Prismen zu einer »vollslündigen Pyramide« nur für eine be- 
slimmle Axenwahl güllig. — Aus der Grundform der vollständigen 



*] Diese Abänderung, welche Naumann mit Recht vermieden hat, um nicht An- 
lass zu Verwechslungen zu geben, isl später von A. Seh rauf angenommen worden. 
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Pyramide ±: P leitet iiian zunächst durch Veränderung der vcrticalen Axe 
die Reihe der Protopyramiden di mP, m § 1, oder die Grundreihe des 
Systems ab, als deren Grenzformen das Protoprisma oo P und die schiefe 
Basis oder das Basopinakoid OP auftreten. Aus jedem Gliede db mP der 
Grundreihe erhält man zwei neue Reihen von Pyramiden durch Vergrösse- 
rung der Orthodiagonale bei constanter Klinodiagonale oder durch Ver- 
grösserung der Klinodiagonale bei constanter Orthodiägopale; jene haben 
also den klinodiagonalen, diese den orthodiagonalcn Ilauptschnitt mit zt m P 





- 7 • // -...x 




-JC 



Fig. 490. 



gemein. Sie führen die Namen: Orthopy ramiden ih mPn und Klino- 
Pyramiden ± m^ßn, w> 1. Das Wort Prisma wird nur für die bei einer 
bestimmten Axenwahi verticalprismatischen 
Formen gebraucht. Unter diesen werden 
unterschieden Orthoprismen oo^n und 
Klinoprismen oo^n, deren Grenzformen 
für ?i = oo das Orthopinakoid ooPoo und 
dasKlinopinakoidoo^oo sind. Alle übrigen 
Prismen werden Domen genannt: Klino- 
domen, wenn ihre Flächen der Klinodiago- 
nale, Orthodomen, wenn sie der Orthodia- 
gonale parallel gehen. Das allgemeine 
Zeichen der ersteren ist rmPoo, ohne Vor- 
setzung der Zeichen zt, weil die Klino- 
domen einfache Formen sind. Dagegen be- 
' steht jedes Orthodoma aus zwei ungleichen 
Fluchenpaaren, welche Hemidomen ge- 
nannt und mit dz mPoo bezeichnet werden. 
Die Levy'sche Grundform ist das 
prisme rhomboYdal oblique, d. i. die Gombination des Protoprismas 
fw =ooP und der Basis p= OP (Fig. 491). Die Kanten dieses Prismas 
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werden zu Axenricbtungon gowöblt. Nach S. 423 sind die L 6 vy 'sehen 
Indices : 

X : y : z = $1 -^ S2 : Si — «2 • ^3 
X + y : X — y : 'iz = Sx 182:81^ 

Die Elemente eines monoklinon Krystalles sind nach dieser Auffassung 
das Verhältniss der Kantenliingen : 

b : A 
und die Winkel der Kanten : 

(d*d) = Angle pJan de la base 

[d^h) = Angle plan des faces laterales 

Des Cloizeaux bezeichnet die halben Diagonalen der Basis p mit 
d und X>, so dass : 

, , (d'd) ^ . . {d'd) 
d = b cos ^-y-' , X) = 6 sin -^-^-^ 

und die Einheiten der Axen tt^, tt^, tv^ : 

d , h 
Oi : 02 : 03 = -^ : 1 : -^ 

Aus der Ecke mit den Kanten d, d^ h ergiebt sich : 

cos (A d) = ces [Tt^Tt^] = 1-7~ 

COS^-T^ 



Beispiel. Des Cloizeaux, Man. de Min. 1, 827, giebt für den Orthoklas: 

6 : ;i= 1000 : 464,273 
(d"d) = 1 1 30 4 5' 30", [d'"h) = 4 040 — ' ^6" 

an. Folglich ist: 

Ol : 02 : 03 = 0,658648 : \ : 0,555980 

(;i3 7ri)«(|9)« H60 6'57'' 



§ 10. Triklincs System. 
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§10. 

Triklines System "^j . 

Syn: Systdme asymdtrique Bravais, tetartorhombisches System Breithaupt, triclinic 
System Dana, tri klinisches System Frankenheim, anorthisches System Haidinger, 
tritoprismatisches System Kupffer, Systeme du prisme doublement oblique Lövy, 
double oblique System oder anorthic System Mi U er, tetartoprismatischcs oder anorlho- 
types System Mohs, klinorhomboidisches oder diklinoädrisches und triklinoödrisches 
System Naumann, ein- und eingliedriges System Weiss. 



Benennung nach Naumann 



Wel SS-Rose 



Naumann 



Levy 



Matkropinakoid 
Brachypinakoid 
Basopinakoid 

Protoprisma 



f 



Primäres Brachydoma | 



Primäres Makrodoma 



Brachyprisma 



I 



100 

oio; 

001 

110 

ITO 

011 

OTl 

101 

TOI 

hkO,{h<,k) 
hkO,(h<k) 



Makroprisma 



Brachydoma 



Makrodoma 



iA*0,(Ä>A) 



ÄÄO,(/l>A) 



0kl 



0kl 



hOl 



hOl 



a:oob:ooc 
ooa : b : ooc 
ooa: CO b:c 
a:b:ooc 
n:b' :ooc 
ooa.b: c 
ooa: b' :c 
a : CO b:c 
(j! :oob:c 



r a : 6 : oo c 
n 



j-aib' :ooc 
n 



u 
b 
c 

9 

'9 

f 

7 
d 

d! 

h 
P 

k^ 



ooPoo 

coPco 

OP 

ooP' 

oo'P 

'P'oo 



Ä, h 

a>j,b:ooc I p 

A., I A , 

a: i^b :ooc, j^g 



A> 

9' 

P 
t 

m 

Ol 



ooa :6 ijc 
ooa.b : jc 

V 



a.oob : jC 



a :oob: jC 






P OO 
OO P- 

' A 

ooP - 

•k 

OO P- 

' k 

J.P-CO 
j'P,CO 

I 

j'P'oo' 

l I 



a 



1 



9 



Ir-A 









A + A 



*-*A 



a 



*] Unter den vorhandenen Transformationstabellen ist nur die von Schrauf richtig. 
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Benennung nach Naumann ' 



Welss-Rosc iNaumaiiu 



LevN 



Primäre 
Prolopyrainide 



Prolopyramide 



Bracliypyruinide 



Makropyrciinide 



hhl 
hhl 

] hhl 

I 

i hh/ 



a.b'.c 

a:h':c 
n\h : V 
a : b' : r 
a:ö:-r 

(i\b : V c 



(I :b : r' 
(t \b : j r 



hhly[h<h']\ -f^fi :b: ^ r 



hkl 



hkl 



Jikl 



I /k , Ix 



h 
k 



I 



ruib-.jc 
h l 

k , k , 
j r (e : 6 : - c 
! h l 



Ü 







'P 



I 
n 



I P 

I / 



/ 



1 
1 

b'i 
l 



7" 









^i^ 



', 



rP 



T P 



h, h 



hkl 



hkl 



hkl 



h h ! 
a: jb : yc 

k l I 

u : , b: , c 
k l , 

(l ' — U ' - (' 



/ 



i 



f 



h ! 



1 I 



P"l .r^^ + kik h,^ 






1 1 



dk-hf,h^kf^ 



1 I 



^h + kf/k-hf^ 



k r-U . r' 



,Pr r*-*/**'*'*// 



1 1 



P'r (/* + Y''~*^' 



^Ih-kf'h-^i^ 
1 1 



/Pr ;c''-*6*+*/i 



c* + *6*-*/i 



1 1 



N a u rna ii n bczcichncl die drei Axeü als : 

verlicale Axe = A\e der x, Kinlieil a 

Makrodiaj^onale ^— Ave der y, Kinlieil h 

Brachydiagonale = Axe der ;;, Einheit c 
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Die drei Axonebeuen zy/yx und xz werden von ihm hasischer, 
inaiLrodiiigonaler und hrachydiagonaler Haupischnilt genannt. Denkt man 
sich um ein triklines Axensyslem für irgend weiche endliche Verhältnisse 
der Parameter alle isopara metrischen Flachen ausgebildet, so erhält man 
eine »vollständige triklino^drische Pyramide«. Dieselbe ist aus 
vier ungleichwerthigen Flächenpaaren (Partialformen) zusammengesetzt, 
von denen jedes eine Viertelpyramide oder Tetarlopyramide genannt 
wird. Correlate Viertelpyramiden werden in der Bezeichnung dadurch 





Fig. 493. 



unterschieden, dass dem Buchstaben P, als dem Grundelemenle, indem 
Zeichen einer jeden derselben ein Accent an derjenigen Stelle beigefügt 
wird, welche der Lage ihrer vorderen Fläche entspricht (s. Figur 492). 
Demgemäss würde also in dem Zeichen einer Viertelpyramidc, deren 
vordere Fläche oben rechts'oder oben links erscheint, P' oder 'P, in dem 
Zeichen einer Viertelpyramide aber, deren vordere Fläche unten rechts 
oder unten links erscheint, P^ oder ^P zu schreiben sein. Auf diese Weise 
erhält Naumann allerdings ein Gollectivzeichen \P\ für die vollständige 
Pyramide. Allein diese Zusammenziehung ist ohne krystallographische Be- 
deutung, da man im triklinen System irgend welche vier, in ihrem Auf- 
treten von einander völlig unabhängige Flächenpaare, von denen nicht je 
drei in einer Zone liegen, zu einer Pyramide zusammenfassen könnte. 

In analoger Weise bildet Naumann prismatische Formen, verlicale 
Prismen, Makrodomen und Brachydomen, von denen jede aus zwei un- 
gleichwerthigen Flächenpaaren, sogenannten Hemiprismen und Hemidomen, 
besteht. Die drei Pinakoide sind die drei den Ilauptschnitten des Axen- 
systems parallelen Flächenpaare. 

Geht man von irgend einer vollständigen triklinoödrischen Pyramide \P\ 
als Grundform aus, so erhält man durch Veränderung des in der verticalen 
Axe liegenden Parameters die Reihe der Protopyramiden m\P\ [m ^ \) oder 
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die Grundreihe des Systems, der auch als äussersle Glieder das Basopina- 
koid P und das Proloprisma oo',P', angehören : 

op. . ' m[p[ . . . ;p; . . . m;p; . • . oo'p\ 

Aus jeder Pyramide der Grundreihe tn|P' leitet man eine Reihe von 
Makropyramiden m\P\n und eine Reihe von Brachypyramiden m\P',n ab, 
indem man den in der JMakrodiagonale, resp. der Brachydiagonale der 
Grundform gelegenen Parameter mit einer rationalen Zahl n, die > \ ist, 
multiplicirt. Die Grenzglieder dieser Reihen bilden die Makrodomen m\P\ oo 
und die Braehydomen m\P\oo, Wird dieselbe Ableitung auch für das 
Protoprisma durchgeführt, so erhält man zwei Reihen verlicalcr Prismen : 
Makroprismen oo P'n und Brachyprismen oo'P'n, deren Grenzglieder das 
Makropinakoid ooPoo und das Brachypinakoid ooPoo sind. 

Die den Axen gegenüberliegenden Kanten einer Viertelpyramide 
werden von Naumann mit A, F, Z und die Hauptschnittwinkel des 
basischen, brachydiagonalen, makrodiagonalen llauptschnitts mit d und €, 
& und T], T und l bezeichnet (s. Fig. 493, S. 459). 

Ueber die Levy'sche Bezeichnung der triklinen Krystalle vergl. § 3. 



Zusätze und YerbeBserungeii. 



S. 27. Während des Druckes erschien : M. Websky, Ueber die Interpretation der 
empirischen Oclaid-Syrobole auf Rationalität. Monatsbcr. Berlin. Akad. 7. Juli 1881. 
751—762. 

S. 32 Zeile 7 v. u. lies «drei« statt «dre«. 

S. 63. Die hier angeführte Abhandlung von M. Websky ist inzwischen wieder 
abgedruckt in : Zeitschr. für Kryst. 1881, 6, 1 — 23. 

S. 84 Zeile 8 v. u. lies »iji ti2V9 und v'iV'iV'd^ statt »/i| h^h^ und Vj V2V3«. 

S. 101 Zeile 4 v. u. lies »sin 973 r statt »973«. 

S. 106 Zeile 4 v. 0. lies »-7 r« statt »-r j«. 

S. 174. Beispiel. Die Uebersicht über den Gnng dieser Berechnung wird erleichtert 
durch die stereographische Projection der Polfigur des Albits Fig. 439, Seite 375. 
S. 192. Ueberschrift lies »Elftes Kapitel« statt » Zehntes Kapitel«. 

S. 800. Figur 305 lies »^Äö^l« statt nhkxX^, 

S. 442. Figur 484 lies ^l^hxU statt ^hYxU. 
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Verkürzungsmaassstäbe in einer orlhog. 

Paralielproj. 4 88, «44. 
Vesuvian 859, 364, 865. 
Viereck, sphUrisches 67. 
Vollständiges n-Flach 4 4. 
Vollständiges n-Kant 44. 
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Zinkblende 259, 273. 
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Zonenkreis 4 42, 424. 

Zonenlinie 4 34. 
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d. Gesetze d. rat. Doppelverb. 88. 
Zwillingsaxe 402. 
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